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Ágrip 

Þetta verk er fræðileg ritgerð sem byggð er á rannsóknum og skrifum 

erlendra fræðimanna. Viðfangsefnið er að setja fram hugmynd að matstæki 

sem bekkjarkennarar geta notað til að meta talna- og aðgerðaskilning barna 

við upphaf grunnskólagöngu. Markmiðið er að vekja sem flesta til vitundar 

um mikilvægi þess stærðfræðináms sem fram fer á meðan börn eru ung og 

um nauðsyn þess að bregðast sem fyrst við slökum talna- og aðgerða-

skilningi. Kenningar um hugsmíði og stærðfræðikennslu byggða á skilningi 

barna, rannsóknir á þróun talna- og aðgerðaskilnings, birtingarmyndir 

stærðfræðiörðugleika, stöðumat og íhlutun mynda fræðilegt sjónarhorn 

verksins. Það byggir einnig á athugunum á erlendum matstækjum sem 

þróuð hafa verið.  

Rannsóknarspurningarnar sem leitast er við að svara eru:  

 Hvaða færni í meðferð talna og reikniaðgerða má vænta að börn búi 
yfir þegar þau hefja nám í grunnskóla? 

 Hvernig er hægt að leggja mat á talna-og aðgerðaskilning barna við 
upphaf grunnskólagöngu? 

 Hvers konar íhlutun sýna rannsóknir að sé árangursrík í 
byrjendakennslu svo að hámarka megi árangur þeirra sem búa yfir 
lítilli færni í stærðfræði? 

Niðurstaðan er að erfitt sé að gefa aldurstengd viðmið um færni barna í 

að fást við tölur og reikniaðgerðir. Þó má gera ráð fyrir því að almennt ráði 

börn við að vinna með tölur upp í tíu þegar þau byrja í grunnskóla en ganga 

verður út frá því að mikill munur sé á færni barnanna. Það er einnig 

niðurstaðan að ástralskt matstæki, Mathematics Recovery Programme, 

henti vel til að meta talna- og aðgerðaskilning sex ára barna. Markviss, 

tímabundin en stöðug íhlutun byggð á niðurstöðu mats sem gert var með 

þremur þeirra matstækja sem skoðuð voru reyndist í öllum tilvikum skila 

góðum árangri, þeirra á meðal var Mathematics Recovery Programme. Að 

efla talna-og aðgerðaskilning leikskólabarna á markvissan hátt er líkleg leið 

til bætts árangurs, einkum þeirra sem hafa lítinn skilning á tölum og reikni-

aðgerðum. 
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Abstract 

This work is a theoretical essay based on the research and writings of 

foreign scholars. The essay revolves around the idea of a certain assess-

ment tool that class teachers could use to assess children‘s understanding 

of numbers and operations at the beginning of elementary school. The aim 

is to raise awareness to the importance of mathematical studies at young 

age and to show how important it is to interact as soon as possible when 

children show a below average understanding of numbers and operations. 

The academic aspect of this work is based on theories of constructivism and 

mathematical instruction based on children‘s understanding, research of 

the development of understanding of numbers and operations, the appear-

ance of mathematical difficulties, status assessment and intervention. 

Furthermore, the work is based on studies of foreign assessment methods 

that have been developed through the years.  

The research questions that are being asked are the following:  

 How skilled can you expect children, at the beginning of elementary 
school, to be at the understanding of numbers and operations? 

 How can you assess children‘s understanding of numbers and 
operations at the beginning of elementary school? 

 What kind of intervention, according to research, seems to be the 
most effective in the teaching of beginners, in order to maximise the 
performance of those who are not very skilled at mathematics?  

The conclusion is that it is difficult to issue an age-related criteria based on 

the understanding of numbers and operations of children. One can assume 

that, in general, children are able to work with numbers up to ten when 

they begin at school but one must bear in mind that the skill of one child 

can vary greatly from the other. It is also the conclusion that an Australian 

assessment tool, Mathematics Recovery Programme, is ideal to assess the 

understanding of numbers and operations of a six year old. A systematic, 

temporary but on-going intervention, based on the results of an assess-

ment, formed by three of the assessment methods that were studied, 

showed in all cases good results; one of the assessment tool being Mathe-

matics Recovery Programme. Systematically enhancing the understanding 

of numbers and operations with pre-school children is likely to lead to a 

successful result, especially with those who seem to have little numeracy 

and operations skills. 
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1 Inngangur 

Á hverju hausti stíga á milli fjögur og fimm þúsund sex ára börn á Íslandi það 

stóra skref að hefja göngu sína í grunnskóla. Yfirleitt eru þau full eftir-

væntingar um það sem bíður þeirra og mæta áhugasöm til leiks. Fyrsti 

skóladagurinn markar upphaf tíu ára vegferðar sem þau hafa ekkert val um 

að ganga. Sem betur fer verða ekki öll þeirra fyrir vonbrigðum en sann-

leikurinn er samt sá að skólakerfið hentar ekki öllum. Fyrr en varir eru sum 

barnanna orðin leið, búin að missa trúna á eigin getu og jafnvel orðin til 

vandræða. Þetta á ekki síst við um stærðfræðinámið. Sem reyndur kennari 

veit ég að oft og tíðum stafar þetta af því að barnið fær ekki nám við hæfi. 

1.1 Hvatinn að viðfangsefninu 

Á kennsluferlinum, sem spannar orðið nær 30 ár, hef ég meðal annars 

fengist við stærðfræðikennslu á öllu grunnskólastiginu. Reynslan hefur 

kennt mér að á unglingsaldri gerast ekki kraftaverk ef nemendur skortir 

þann skilning og kunnáttu sem stærðfræðinámið á því stigi byggir á. Bilið 

virðist smátt og smátt breikka á milli nemenda sem snemma verða leiknir 

með tölur og þeirra sem skortir færni í meðferð þeirra. 

Þegar ég lauk diplómanámi í sérkennslufræðum árið 2001 vann ég 

lokaverkefni sem beindi sjónum að talna- og aðgerðaskilningi þeirra barna 

sem slökustum árangri ná á samræmdum prófum í fjórða bekk. Þá urðu til 

óformleg matsverkefni sem ég hef töluvert notað. Þegar nokkur reynsla var 

komin á að leggja þau fyrir var mér orðið ljóst að of lengi væri beðið með að 

finna börn sem höfðu litla leikni á þessu sviði. Viðhorf margra þeirra til 

námsgreinarinnar var gjarnan neikvætt og erfitt að vinda ofan af vandanum. 

Ég sá að bregðast þyrfti fyrr við með námi við hæfi. 

Fleira hefur vakið mig til umhugsunar um þörfina fyrir að standa betur 

að námi í stærðfræði. Á ráðstefnu, sem ég sat í Örebro haustið 2003, kom 

fram í erindi Olof Magne að sænsk rannsókn sem hann átti aðild að, sýndi 

að 15% nemenda áttu í verulegum erfiðleikum með stærðfræðina þegar 

þeir voru komnir í níunda bekk (Magne, 2004). Þetta vakti mig til vitundar 

um að hópurinn, sem réði illa við stærðfræðina á efri stigum, væri nokkuð 

stór. Hér á landi hefur fræðsluráð Reykjavíkur staðið fyrir því, frá árinu 

2003, að leggja skimunarprófið Talnalykil fyrir nemendur í þriðja bekk í 

grunnskólum Reykjavíkur (Ásgeir Björgvinsson, Guðrún Edda Bentsdóttir og 

Hildur B. Svavarsdóttir, 2011). Á sex ára tímabili frá 2005–2010 sýndu að 

meðaltali 32% nemenda vísbendingar um erfiðleika á skriflegu hópprófi í 

reikningi og aðgerðum. Við nánara mat á þessum nemendum reyndust að 



 

12 

meðaltali rúmlega 7% heildarfjöldans þurfa á sérstökum stuðningi að halda í 

stærðfræði. Athyglisvert er hve niðurstaðan er misjöfn eftir skólum. Árið 

2010 var enginn nemandi í einum skólanna metinn í þörf fyrir sérstakan 

stuðning en þar sem þeir voru flestir náði hlutfallið 32%. Viðmiðið eftir 

stöðlun á Talnalykli er að 12,6% nemenda í þriðja bekk þyrftu sérstakan 

stuðning.  

Þó svo að margir komist yfir væga stærðfræðierfiðleika án sérstakra 

ráðstafana er mikilvægt að finna nemendur með vísbendingar um erfiðleika 

sem fyrst (Gersten, Jordan og Flojo, 2005). Að mínu mati þarf það að gerast 

strax á fyrsta ári þeirra í grunnskóla, eða jafnvel fyrr, svo að hægt sé að 

leggja sérstaka rækt við þessa nemendur. Þar sem ekkert íslenskt matstæki í 

stærðfræði stendur kennurum til boða fyrir börn á þessum aldri ákvað ég að 

viðfangsefni mitt til fullnustu meistaragráðu skyldi verða að finna eða setja 

saman slíkt matstæki ásamt því að skoða leiðir til að bregðast við slökum 

talna- og aðgerðaskilningi barnanna. Matstækið er ætlað bekkjarkennurum 

svo að þeir geti kortlagt stöðu nemenda sinna á fyrstu mánuðum náms í 

grunnskóla. 

1.2 Tilgangur með viðfangsefninu 

Auk þess að víkka eigin sjóndeildarhring er tilgangurinn með þessu viðfangs-

efni að leggja mitt af mörkum til þess að reynsla nemenda af því að fást við 

stærðfræði verði jákvæð frá upphafi grunnskólagöngu og að sem flestir fái 

verkefni við hæfi.  

Það sem hefur mest áhrif á nám er hvað nemandinn veit fyrir. 

Gakktu úr skugga um hvað það er og kenndu honum síðan í 

samræmi við það (Ausubel, 1968, bls. vi).  

Þessi orð eru eins og töluð út úr mínu hjarta og lýsa tilgangi mínum með því 

að vilja fá almennum kennurum verkfæri í hendur til að meta talna- og 

aðgerðaskilning ungra nemenda sinna. Þeir þurfa að vita hvað nemendurnir 

kunna og taka mið af því við skipulag náms sem hefur það að markmiði að 

hver og einn fái kennslu við hæfi. Nauðsynlegt er að kennarar geri sér sem 

best grein fyrir stöðu nemenda. Þeir þurfa að vita yfir hvaða þekkingu þeir 

búa og hvar í þroskaferlinu þeir eru staddir til að fara ekki fram úr þeim. 

Stærðfræðin er í eðli sínu þannig að til að ráða við næsta skref þarf að búa 

yfir ákveðinni færni og þekkingu annars myndast gap sem erfitt getur reynst 

að brúa og verður hindrun fyrir nemandann í að ná valdi á viðfangs-

efnunum. 
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Til að leggja áherslu á hversu mikilvægt viðfangsefni mitt er vil ég nefna 

að niðurstöður erlendra rannsókna sýna að með því að skima eftir börnum 

sem þurfa sérstakan stuðning í námi, á meðan þau eru enn þá í leikskóla 

eða á fyrsta ári grunnskóla, er hægt að grípa inn í áður en skaðinn er skeður 

og börnin búin að missa móðinn (Jordan, Kaplan, Locuniak og Ramineni, 

2007). Sé brugðist nógu skjótt við opnast möguleikinn á að hægt sé að koma 

í veg fyrir að sú verði raunin (Fuchs o.fl., 2007). Í nýlegri bandarískri 

rannsókn þar sem lagt var mat á þekkingu barna á tölum, sambandi milli 

talna og á reikniaðgerðunum var sýnt fram á að frammistaðan undir lok 

leikskóla og á fyrsta ári grunnskóla hafði forspárgildi um stöðu barnsins 

þegar það var komið í þriðja bekk (Jordan, Glutting, Ramineni og Watkins, 

2010). 

Börn sem hafa lítinn skilning á tölum og reikniaðferðum, miðað við 

jafnaldra almennt, eru börnin sem vísað er til í ritgerðinni þegar talað er um 

ung börn sem standa höllum fæti í stærðfræði. Ekki er átt við börn með 

miklar þroskaraskanir þó að margt af því sem fram kemur geti einnig átt við 

þau, meðal annars árangur af markvissri íhlutun.  

1.3 Markmið og rannsóknarspurningar 

Byrjendakennslan brennur á mér og sannfæring mín er sú að styrkja þurfi þá 

þekkingu sem kennarar ungra barna hafa á námi og kennslu í stærðfræði 

svo að þeir geti betur brugðist við ólíkum þörfum barnanna. Markmið mitt 

með því að leggja fram hagnýtt matstæki, með umræðu um þróun talna- og 

aðgerðaskilnings og umræðu um árangursríka kennsluhætti, er að vekja 

sem flesta til vitundar um mikilvægi þess stærðfræðináms sem fram fer á 

meðan börn eru ung. 

Rannsóknarspurningarnar sem ég lagði af stað með snerust um 

stærðfræði almennt en þegar leið á gagnaöflun þrengdi ég sviðið niður í 

talna- og aðgerðaskilning þar sem of víðfeðmt reyndist að hafa alla inntaks-

þætti undir. Einnig eru vísbendingar um að tölur og aðgerðir séu mikilvæg-

asti þátturinn í stærðfræðinámi ungra barna (Sarama og Clements, 2009). 

Spurningarnar, sem ég mun leitast við að svara eru: 

 Hvaða færni í meðferð talna og reikniaðgerða má vænta að börn búi 
yfir þegar þau hefja nám í grunnskóla? 

 Hvernig er hægt að leggja mat á talna- og aðgerðaskilning barna við 
upphaf grunnskólagöngu? 

 Hvers konar íhlutun sýna rannsóknir að sé árangursrík í byrjenda-
kennslu svo að hámarka megi árangur þeirra sem búa yfir lítilli færni í 
stærðfræði? 
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1.4 Uppbygging ritgerðar 

Ritgerðin skiptist í sjö kafla auk formála, lokaorða og heimildaskrár. Í öðrum 

kafla, sem kemur á eftir þessum inngangi, eru kynntar kenningar um stærð-

fræðinám og stærðfræðiskilning. Þar er gerð grein fyrir kenningum Piaget 

um hugsmíði, róttækri hugsmíðihyggju sem Glasersfeld setti fram, félags–

menningarlegu sjónarhorni Vygotsky á nám og félagslegri hugsmíðihyggju 

samkvæmt Cobb. Allar þessar kenningar hafa haft mikil áhrif á kennslufræði 

stærðfræðinnar. Síðasti hluti þessa kafla er um mikilvægi þess að kenna 

stærðfræði með skilningi og hvað einkennir slíka kennslu.  

Í þriðja kafla er fjallað um talna- og aðgerðaskilning ungra barna. Byrjað 

er á að kynna hugtökin talnaskilningur og talnalæsi. Síðan er kafli um hvað 

rannsóknir hafa sýnt varðandi þróun talnaskilnings ungra barna og honum 

lýst frá fæðingu til um það bil sjö ára aldurs. Í framhaldi af því er gerð grein 

fyrir aðgerðaskilningi ungra barna og þróun lausnaleiða þeirra samkvæmt 

rannsóknum sem gerðar voru í Bandaríkjunum. Í lok kaflans er farið 

nokkrum orðum um hvað getur gefið vísbendingar um að barn eigi í erfið-

leikum með að fást við tölur og aðgerðir. 

Í fjórða kafla er leitast við að finna svar við því hvert er talnalæsi barna 

sem eru að hefja nám í grunnskóla. Fyrst er kannað hvað lesa má út úr 

matstækjunum sem gefin er lýsing á í fimmta kafla og síðan eru viðmið 

námskráa frá þremur löndum skoðuð. Í lok kaflans er gefið yfirlit yfir hvað 

almennt einkennir talna- og aðgerðaskilningi sex ára barna. 

Fimmti kafli hefst á umræðu um framkvæmd stöðumats og gildi þess að 

skipuleggja kennslu út frá niðurstöðum slíks mats. Síðan eru kynnt átta 

erlend matstæki frá Bandaríkjunum, Norðurlöndunum, Hollandi og Ástralíu. 

Gerð er grein fyrir uppruna þeirra, á hverju þau eru byggð og hvað þau 

meta. 

Í sjötta kafla er hugað að íhlutun og kennsluháttum sem rannsóknir sýna 

að skila góðum árangri. Rætt er um íhlutun í kjölfar mats og kynntar þrjár 

íhlutunaráætlanir sem tengjast þremur af matstækjunum sem sagt var frá í 

fimmta kafla. Einnig er rætt um forsendur fyrir árangursríku stærðfræði-

námi, kennslu í anda kenninga um hugsmíði, gildi þess að spila við börn og 

mikilvægt hlutverk foreldra þegar kemur að stærðfræðinámi barna þeirra. 

Síðasti hluti kaflans er helgaður heildstæðum námsverkefnum sem gefið 

hafa góða raun í leikskólum og við upphaf grunnskóla. 

Í sjöunda kafla eru sett fram svör við þeim spurningum sem lagt var af 

stað með í upphafi. Rætt er um almenn einkenni á talnaskilningi sex ára 

barna, matstækin sem kynnt voru í fimmta kafla vegin og metin og íhlutun 



 

15 

rædd. Færð eru rök fyrir vali á matstæki til að meta færni í talna- og 

aðgerðaskilningi barna á fyrstu mánuðum grunnskólagöngu. 

Í sjöunda kafla eru síðan nokkur lokaorð þar sem meðal annars er bent á 

möguleika á frekari vinnu í framhaldi af niðurstöðum mínum og rætt um 

nauðsyn þess að efla þekkingu kennara ungra barna á stærðfræðinámi og 

stærðfræðikennslu. 
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2 Kenningar um stærðfræðinám og stærðfræðiskilning 

Í þessum kafla verður gerð grein fyrir kenningum um hugsmíði ásamt 

félags–menningarlegu sjónarhorni á nám en áhrifa þeirra kenninga gætir 

mjög innan stærðfræðinnar. Þau áhrif koma fram í áherslu á að börn læri 

stærðfræði með skilningi. Rætur hugsmíðihyggjunnar má rekja allt til ársins 

1937 þegar Piaget kynnti kenningar sínar um þekkingu og nám í bókinni La 

Construction du Réel L´enfant (The Construction of Reality in the Child) þar 

sem hann kom fram með hugtakið hugsmíðihyggja (Glasersfeld, 1996). 

Langur tími leið þó þar til ljóst varð hvað Piaget átti við með þessu hugtaki 

en lengi vel var hann fyrst og fremst þekktur fyrir kenningar sínar um stig 

vitsmunaþroska. Á grunni kenninga Piaget um hugsmíði þróaðist löngu síðar 

róttæk hugsmíðihyggja eftir að Ernst von Glasersfeld fór að skoða kenning-

arnar í nýju byltingarkenndu ljósi. Félagsleg hugsmíðihyggja, sem hvað mest 

áhrif hefur haft á kennslufræði stærðfræðinnar síðustu áratugi, byggist á 

róttækri hugsmíðihyggju og kenningum Vygotsky um áhrif félagslegra og 

menningarlegra þátta á nám og þroska. 

2.1 Kenningar Piaget um hugsmíði 

Svissneski líffræðingurinn, heimspekingurinn og þróunarsálfræðingurinn 

Jean Piaget helgaði ævistarf sitt rannsóknum á þróun vitsmunaþroska 

barna. Upphaflega kviknaði áhugi hans á þessu sviði út frá líffræðilegum 

rannsóknum hans á því hvernig ákveðin tegund kuðunga lagaði sig að nýjum 

aðstæðum í umhverfi þeirra (Wadsworth, 1996). Piaget komst að því að 

kuðungarnir aðlöguðu lit og lögun skeljarinnar að aðstæðunum sem þeir 

bjuggu við. Samkvæmt Wadsworth (1996) yfirfærði hann þá uppgötvun sína 

á vitsmunalegan þroska og setti fram kenningu um að vitsmunalegur þroski 

væri ekki einungis háður erfðafræðilegum þáttum heldur hefðu aðstæður 

einnig mikil áhrif á þróun hans. Til að færa sönnur á þessa tilgátu rannsakaði 

Piaget samskipti barna við umhverfið í þeim tilgangi að finna almennt líkan 

fyrir hvernig einstaklingur þroskast og tileinkar sér þekkingu (Glasersfeld, 

1995). 

Samkvæmt Wadsworth (1996) byggjast kenningar Piaget á fjórum 

grundvallarhugtökum sem skýra hugmyndir hans um hvernig vitsmunalegur 

þroski byggist upp. Fyrst skal þar nefna hugtakið skema. Það er ferli innan 

taugakerfisins sem aðlagar og breytir vitsmunalegum þroska. Í skema er 
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unnið úr því áreiti sem einstaklingur verður fyrir og það flokkað. Þannig 

breytast skemun og afleiðingin verður aukinn vitsmunaþroski. Við fæðingu 

eru skemun einföld en með auknum þroska verða þau sérhæfðari, meira 

aðgreinandi og netið sem þau mynda æ flóknara. Það sem veldur breyting-

um á skemunum, samkvæmt kenningum Piaget, er annars vegar samlögun 

og hins vegar aðhæfing. Samlögun er ferlið sem verður þegar ný reynsla eða 

hugtak er fellt að skema sem fyrir er hjá einstaklingnum, þannig lagar hann 

aðstæðurnar að sínum forsendum. Aðhæfing verður þegar áreitið passar 

ekki við neitt þessara skema og annað hvort verður breyting á skema sem 

fyrir er eða nýtt er myndað. Þannig valda aðstæðurnar breytingu hjá 

einstaklingnum. Eftir að aðhæfing hefur átt sér stað er hægt að samlaga 

áreitið nýja skemanu. Við það hefur jafnvægi náðst, en það er fjórða 

grundvallarhugtakið sem Piaget notar. Jafnvægi milli samlögunar og að-

hæfingar er nauðsynlegt. Ef einstaklingur aðhæfði eingöngu byggi hann yfir 

mjög mörgum og litlum skemum og ætti í erfiðleikum með að sjá hvað hlutir 

eða fyrirbæri eiga sameiginlegt. Væri hins vegar eingöngu um samlögun að 

ræða sæti hann uppi með fá en mjög stór skemu og væri ófær um að gera 

greinarmun á svipuðum áreitum. 

Piaget setti fram tilgátu um að samsvörun sé milli mannlegra vitsmuna 

og líffræðilegrar aðlögunar sem hann lýsir með samlögun og aðhæfingu 

(Skott, Hansen og Jess, 2008). Hliðstæðan liggur í því að á sama hátt og 

lífverur laga sig að viðvarandi og breytilegum aðstæðum í umhverfi sínu 

lagar og þróar manneskjan skilning sinn á hlutum og fyrirbærum með því að 

fella nýja reynslu að þeirri sem fyrir er eða með því að breyta fyrri skilningi 

sínum vegna áhrifa frá nýrri reynslu. Samkvæmt þessari kenningu byggir 

einstaklingurinn smátt og smátt upp þekkingu sína í gegnum ferli sam-

lögunar og aðhæfingar áreita að fyrri reynslu og þekkingu. Uppbygging 

þekkingar með þessum hætti kallast hugsmíði.  

Atferlisstefnan átti djúpar rætur innan kennslufræðinnar þegar fyrr-

nefndar kenningar Piaget um hugsmíði komu fram (Säljö, 2005). Samkvæmt 

atferlisstefnunni er litið svo á að hvatinn til náms komi frá umhverfinu og að 

börn læri fyrst og fremst í gegnum beina kennslu. Einstaklingurinn byggir 

ekki upp þekkingu sína innan frá heldur með styrkingu frá umhverfinu. Þeir 

sem aðhyllast hugsmíðihyggju eru þeirrar skoðunar að hvatinn til náms og 

þroska komi innan frá og því þurfi nemendur að vera virkir rannsakendur til 

að nám eigi sér stað (Wadsworth, 1996). Með hugsmíðihyggjunni kom fram 

nýtt sjónarhorn á nám og kennslu sem átti eftir að hafa mikil áhrif. 
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2.2 Róttæk hugsmíðihyggja 

Róttæk hugsmíðihyggja er að hluta til byggð á kenningum Piaget um til-

einkun þekkingar en kallast róttæk vegna annars sjónarhorns og skilnings á 

hugtakinu hugsmíði en viðtekinn hafði verið á Vesturlöndum (Glasersfeld, 

1996). Á áttunda áratug síðustu aldar setti Ernst von Glasersfeld ásamt 

fleirum fyrst fram grunnviðmið kenningarinnar. Hann kynnti alþjóða-

samfélaginu þetta nýja kenningarlega sjónarhorn á ráðstefnu um sálfræði 

stærðfræðimenntunar í Montréal sumarið 1983 (Glasersfeld, 1995).  

Samkvæmt kenningunni um róttæka hugsmíði verður þekking ekki til 

nema einstaklingurinn sé virkur í að skapa hana (Glasersfeld, 1995). Þekking 

hvers og eins er hans sýn á heiminn byggð á fyrri reynslu og þekkingu en 

ekki uppgötvun algilds sannleika. Líta má þannig á að sú þekking sem 

einstaklingar búa yfir sé ólík þar eð hver og einn skilur hlutina sínum skiln-

ingi út frá fyrri reynslu sinni og þekkingu. Af því má draga þá ályktun að 

vegna mismunandi reynslu nemenda veki ákveðið viðfangsefni mismunandi 

hugsanir og vangaveltur, sem leiðir af sér að engir tveir læra nákvæmlega 

það sama þó svo að þeir verði fyrir sambærilegri reynslu. Svari nemandi því 

til að hann skilji efnið hefur annað af tvennu gerst (Skott o.fl., 2008). Annað 

hvort hefur nemandinn samlagað orð kennarans, hina nýju reynslu, að þeim 

skemum sem eru til staðar eða að nemandinn hefur aðhæft skemun þannig 

að í hans huga sé samræmi á milli þess skilnings sem hann og kennarinn 

leggja í efnið. 

Kennsla í anda róttækrar hugsmíði hefur tvenns konar markmið. Annars 

vegar að nemendur eflist í sjálfstæðri og rökréttri hugsun og hins vegar að 

nemendur verði virkir og hugsandi einstaklingar sem geta miðlað þeim arfi 

áfram til næstu kynslóðar (Glasersfeld, 1995). Frá sjónarhóli hugsmíðinnar 

er nám virk hugsmíði sem nemendur sjálfir verða að framkvæma. Hlutverk 

kennarans er því ekki að útdeila þekkingu heldur umfram allt að gefa 

nemendum tækifæri og hvatningu til að byggja upp þekkingu sína 

(Glasersfeld, 2005). Í hugsmíðihyggjunni er lögð áhersla á að styrkingin komi 

innan frá (Glasersfeld, 1995). Tilfinning nemenda fyrir góðri færni og 

frammistöðu sé mun meira hvetjandi en ytri styrking af einhverju tagi. Sú 

tilfinning nemandans að vera fær um að hugsa sig í gegnum viðfangsefnin á 

eigin spýtur og að hann ráði við að leysa þau ætti að efla áhuga hans á að 

víkka reynslusviðið með því að takast á við meira krefjandi viðfangsefni.  

Hin róttæka hugsmíðihyggja hefur á síðustu áratugum haft mjög mikil 

áhrif á kennslufræði stærðfræðinnar. Kenningin hefur verið uppspretta 

þeirrar áherslu að nemendur skuli læra stærðfræði af skilningi (Skott o.fl., 

2008). Glasersfeld (1995, 1996) segir að atferlisstefnan hafi gert hlut 
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hugsunar nemenda að engu með því að einblína á sýnilega frammistöðu 

sem hið eina takmark. Það hafi haft í för með sér próf sem meta minni og 

staðreyndanám en ekki skilning. Markmiðið hafi verið að standast þessi próf 

fremur en að verða hæfari vitsmunalega. Kennsla hafi því haft þjálfun að 

markmiði en ekki að gera nemandann virkan í þekkingaröflun sinni. Samt 

sem áður telur Glasersfeld (1995) að í sumum tilvikum sé þjálfun, stað-

reyndanám og æfing gagnleg, svo sem hvað margföldunartöfluna varðar.  

Í kennslu með skilningi er tungumálið ómissandi verkfæri (Glasersfeld, 

1995). Hafa þarf í huga að hver og einn leggur sinn skilning í orð og hugtök 

út frá þeirri reynslu sem hann býr yfir en ekki út frá algildum sannleika sem 

allir skilja eins. Því er líklegt að túlkun nemendanna verði mismunandi og 

ekki í fullkomnu samræmi við það sem kennarinn telur sig vera að leggja 

fram. Ekki er hægt að fullyrða að sú merking, sem tveir einstaklingar leggja í 

sama fyrirbærið sé sú sama. Hún getur verið það en þarf alls ekki að vera 

það (Glasersfeld, 2005). Kennarar þurfa því að vera vakandi fyrir því hvernig 

hver og einn túlkar hlutina til að átta sig á hvers konar nám hefur farið fram.  

2.3 Félags–menningarlegt sjónarhorn á nám 

Samkvæmt félags–menningarlegu sjónarhorni á nám er ekki hægt að 

komast hjá því að læra en ólíkar aðstæður leiða af sér mismunandi nám 

(Säljö, 2005). Allt frá fæðingu er reynsla okkar háð samskiptum við aðra sem 

hjálpa okkur að skynja og skilja umheiminn. Rætur kenninga um áhrif félags- 

og menningarlegs umhverfis á nám og þroska ná allt aftur til rússneska 

þroskasálfræðingsins Lev Vygotsky sem uppi var á fyrstu áratugum 20. 

aldar. Hann lagði sig fram um að skilja hvernig vitsmunir mannsins þroskast 

vegna áhrifa samskipta hans við aðra og þeirrar menningar sem hann elst 

upp í (Skott o.fl., 2008). Vygotsky taldi að tungumálið gegndi hér lykil-

hlutverki. Það hafi áhrif á innri þætti eins og skynjun, einbeitingu, minni og 

hugsun sem og athafnir okkar. 

Vygotsky (1978) taldi tungumálið slíka undirstöðu í vitsmunaþroska 

mannsins að þegar það væri farið að vega þyngra í tjáningu barns en 

athafnir þess og tengdist orðið öllum gjörðum þess væri það orðið undir-

staða frekari þroska. Athuganir hans sýndu að þegar ung börn fengjust ein 

við að leysa viðfangsefni notuðu þau tungumálið til að tala sig áfram að 

lausn. Smátt og smátt þróast notkun tungumálsins yfir í að barnið getur 

fyrirfram gert áætlanir um athafnir sínar. Vygotsky setti fram kenningu um 

að sjálflægt tal væri umbreytingarform milli innra og ytra máls. Það væri 

grunnurinn að innra máli barnsins sem felst í hugsun og samræðu við sjálfan 

sig. Jafnframt væri það millistig milli þess og ytra máls sem það notar í 
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samskiptum við aðra. Niðurstaða Vygotsky var að börn notuðu ekki síður 

tungumálið þegar þau fengjust við að leysa viðfangsefni en annað sem þau 

byggju yfir svo sem sjón og hendur. 

Tungumálið er afgerandi þáttur í mótun hugtaka að mati Vygotsky 

(1986). Orð og önnur tákn beini hugsun okkar í þann farveg að við ráðum 

við að leysa verkefni sem við stöndum frammi fyrir. Hugtakamyndun sé 

ómöguleg án orða og hugsun geti ekki átt sér stað nema með innra máli. 

Hann heldur því fram að bein kennsla hugtaka sé tilgangslaust utanbókar-

nám því að barnið tileinki sér ekki hugtakið nema það nái að byggja upp 

skilning á því út frá eigin forsendum. Það sé löng leið frá því að hugtak er 

fyrst sett fram og þar til fullum skilningi á því er náð. Vygotsky greinir á milli 

tveggja tegunda hugtaka, annars vegar hugtaka sem barnið tileinkar sér í 

daglegu lífi og umhverfi og hins vegar fræðilegra hugtaka sem eru barninu 

framandi, oft óhlutstæð og tengjast gjarnan formlegu námi. Barnið drekkur 

hugtökin úr daglega lífinu í sig með móðurmjólkinni og lærir formlegar 

skilgreiningar á þeim síðar, en fyrstu kynni af fræðilegum hugtökum eru 

gjarnan skilgreiningar á þeim og með tíð og tíma geta þau orðið að 

hversdagslegum hugtökum. Námsferli þessara tveggja tegunda hugtaka 

gengur því í andstæðar áttir. 

Skiptar skoðanir eru um hvort þroski sé forsenda náms, nám forsenda 

þroska eða hvort nám og þroski haldist í hendur (Vygotsky, 1978). Kenning-

ar Piaget gera ráð fyrir að barnið þurfi að hafa náð ákveðnu þroskastigi til að 

hafa forsendur til að læra ákveðna hluti. Vygotsky var hins vegar þeirrar 

skoðunar að nám og þroski væru samtengd frá fæðingu. Hann setti fram 

kenningu um að börn ættu sér tvö þroskasvæði. Annað þeirra næði til þess 

vitsmunaþroska sem barnið hefur þegar öðlast og hitt til þess vitsmuna-

þroska sem er að mótast. Hið fyrra nefndi hann svæði hins raunverulega 

þroska og innan þess væri barnið fært um að finna lausnir eitt og óstutt. Hið 

síðara er við jaðar hins og nefndi Vygotsky það svæði hins mögulega þroska. 

Á því svæði hefur barnið náð ákveðnum þroska sem stuðningur fullorðinna 

eða færari einstaklinga hjálpar til við að gera að raunverulegum þroska. 

Þannig stækkar hið raunverulega þroskasvæði barnsins. Með viðfangsefnum 

sem örva þann þroska sem er að verða til eykur barnið smátt og smátt 

þroska sinn og þekkingu í félagslegu samneyti við aðra. 

Vygotsky (1978) segir að nám sé í eðili sínu félagslegt ferli sem sé undir 

áhrifum frá vitsmunalífi þeirra sem börn umgangast. Einstaklingurinn 

þroskist hraðar sé honum veitt nægileg örvun við ákjósanlegar aðstæður 

eða með öðrum orðum búnar sem bestar námsaðstæður til að hámarka 

þroska sinn. 
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2.4 Félagsleg hugsmíðihyggja 

Þótt kenningar um hugsmíði geri ráð fyrir að hver einstaklingur byggi upp 

þekkingu sína á grundvelli fyrri þekkingar og skilnings og félags–menningar-

lega sjónarhornið líti á tungumálið og samskiptin við aðra sem uppsprettu 

þekkingarinnar eiga stefnurnar það sameiginlegt að líta svo á að bæði 

einstaklingsbundnir og félagslegir þættir séu áhrifavaldar í námi (Skott o.fl., 

2008). Vægi hvors þáttar um sig skilur stefnurnar að. Þrátt fyrir allt er 

þessum kenningum sameiginlegt að litið er á nám sem þroska og að ekki sé 

hægt að skýra nám fullkomlega annaðhvort með tilvísun til hugarstarfs eða 

umhverfis. Einnig eiga kenningarnar sameiginlegt að litið er svo á að ein-

staklingurinn verði að vera virkur þáttakandi í námsferlinu svo að nám eigi 

sér stað.  

Kenningin um félagslega hugsmíði leitast við að tengja umræddar kenn-

ingar saman. Í henni er litið svo á að kenningar um hugsmíði og félags–

menningarlega sjónarhornið bæti hvor aðra upp og að á milli þeirra sé 

ákveðin víxlverkun (Skott o.fl., 2008). Tileinkunarhugtökin, samlögun og að-

hæfing, gefa möguleika á að skoða hvernig einstaklingurinn skapar þekkingu 

sína. Í gegnum tungumálið og samskipti við aðra er hægt að gera sér grein 

fyrir hugsanaferlum nemenda.  

Paul Cobb er lykilmaðurinn í tilraunum til að tengja saman einstaklings-

bundinn og félagslegan skilning á námi í stærðfræði og hann hefur haft mikil 

áhrif á hvernig kennslufræði stærðfræðinnar hefur þróast síðustu tvo til þrjá 

áratugi (Skott o.fl., 2008). Hann telur að þegar stærðfræðinám er metið, 

hvort sem er af rannsakanda eða kennara, verði að skoða bæði nemendur 

sem einstaklinga og námssamfélagið sem þeir tilheyra (Cobb, 2000). Sam-

kvæmt Cobb (2000) þróaði hann, í samstarfi við Erna Yackel, líkan sem nota 

má til að greina það sem fram fer í stærðfræðikennslustofunni og er byggt 

bæði á félagslegum þáttum og einstaklingsmiðuðum þáttum. Mynd 1 sýnir í 

fyrri dálki félagslega þætti og í síðari dálki einstaklingsmiðaða þætti, sem 

þau telja að þurfi að taka tillit til við túlkun þess sem fram fer í skóla-

stofunni, og víxlverkunina sem er þarna á milli. 

Cobb (2000) tengir saman félagslegu og einstaklingsmiðuðu sjónarhornin 

í hverri línu og lítur svo á að gagnvirkt samband sé þar á milli. Tökum efstu 

línuna sem dæmi. Hún sýnir að ef nemendur eru virkir í að setja félagsleg 

viðmið í skólastofunni endurmeti þeir væntingar sínar um eigin hlutverk og 

annarra sem og væntingar til eðlis stærðfræðivinnu í skóla. Þetta gengur í 

báðar áttir því að séu þeir virkir í að móta væntingar sínar um hlutverkin í 

skólastofunni og hvers eðlis stærðfræðivinnan sé hafi þeir áhrif á þau 

félagslegu viðmið sem gilda í kennslustofunni. Fyrsta línan snýst um viðmið 
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og væntingar til þess sem fram fer í skólastofunni, næsta lína um það sem 

tengist faginu sem slíku og neðsta línan um sýnilegar leiðir til að vinna með 

hugtök og færni (Skott o.fl., 2008). 

 

Félagslegt sjónarhorn Einstaklingsmiðað sjónarhorn 

Félagsleg viðmið sem gilda í 
skólastofunni 

    Væntingar um eigin hlutverk og  
    annarra í kennslustofunni og eðli  
    stærðfræðivinnu í skóla 

Félagsleg stærðfræðiviðmið     Væntingar og gildi tengd stærðfræði  
    og stærðfræðivinnu 

Stærðfræðihefðir 
skólastofunnar 

    Stærðfræðihugtök og verkefni 

Mynd 1. Líkan til að túlka það sem fram fer í skólastofunni (Cobb, 2000, bls. 159).  

Cobb (2000) fjallar í rannsókn um viðmið og væntingar í skólastofunni 

þar sem hann flokkar eftirfarandi atriði undir félagsleg viðmið í skóla-

stofunni sem æskilegt sé að ná fram: 

 að nemendur útskýri og færi rök fyrir lausnum sínum, 

 að nemendur hlusti og reyni að skilja útskýringar annarra nemenda, 

 að nemendur gefi til kynna þegar þeir skilja ekki og spyrji spurninga 
sem varpað gætu ljósi á málið, 

 að nemendur bendi á lausnir sem þeir telja að geti ekki staðist og 
hvers vegna þeir telja það, 

 að kennarinn bregðist við eða útskýri aftur það sem nemendur segja, 
stundum með því að grípa til einhvers konar táknkerfis. 

Hér leynir sér ekki áherslan á virka þátttöku nemenda í námsferlinu og 

mikilvægi þess að kennarinn búist ekki við einu réttu svari. Hann þarf að 

geta brugðist við því sem fram kemur hjá nemendunum og meðal annars 

tengt það á einhvern hátt táknkerfi stærðfræðinnar (Cobb, 2000). Með 

þessu félagslega samspili ættu allir að læra af öllum, bæði nemendur og 

kennari. 

Önnur línan í líkaninu beinist að því sem tengist faginu sem slíku (Skott 

o.fl., 2008). Félagsleg stærðfræðiviðmið ná til þess hvað teljast góð stærð-

fræðiverkefni, góðar spurningar og góðar stærðfræðilausnir (Cobb, 2000). Í 

fyrrnefndri rannsókn kom fram að talningarleiðir, sem rannsakendur litu á 

sem ólíkar, voru metnar til jafns af kennaranum, svo sem eins og hvort 

nemandi sameinaði allt og taldi svo frá byrjun eða taldi áfram frá annarri 
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tölunni þegar viðfangsefnið snerist um samlagningu. Hvað kennarinn lítur á 

sem ólíkar lausnaleiðir getur ráðið miklu um þann stærðfræðiskilning sem 

þroskast hjá nemendunum vegna þess að af því ræðst hve djúpt hann kafar 

með bekknum í lausnaleiðir sem gefa til kynna ólíka hugsun nemenda. 

Neðsta línan og þriðji þátturinn í líkaninu varða hvernig unnið er með 

stærðfræði í skólastofunni, við hvers konar verkefni er fengist sameiginlega 

og hvernig unnið er að því að byggja upp skilning einstaklingsins á hug-

tökum og táknum (Cobb, 2000). Í tengslum við þennan þátt segir Cobb frá 

annarri rannsókn sem gerð var á viðfangsefni sem hafði það að inntaks-

markmiði að leggja hornsteininn að skilningi ungra nemenda á tugakerfinu. 

Ferlið var frá því raunverulega til hins táknbundna. Það hófst með því að 

nemendum var sögð saga til að setja þá inn í raunverulegar aðstæður. Næst 

tóku hlutbundin tákn við af því raunverulega, síðan myndræn tákn eða 

töflur og að lokum töluleg tákn. Í gegnum þetta ferli var lögð áhersla á að 

nemendahópurinn öðlaðist sameiginlega reynslu, að nemendur þjálfuðust í 

að gera grein fyrir hugsun sinni, að þeir létu vita ef þá skorti skilning á 

leiðum annarra nemenda og að kennarinn væri vakandi fyrir skilningi hvers 

nemanda ásamt því að vera fullkomlega meðvitaður um hvað hann ætlaði 

nemendum að hafa á valdi sínu að verkefninu loknu. 

Samkvæmt framansögðu er kennarinn lykilpersónan í að hafa áhrif á 

væntingar og viðmið nemenda sem hafa þó sjálfir mótandi áhrif bæði á nám 

hinna nemendanna og félagsleg samskipti í bekknum. Félagsleg hugsmíði-

kenning í meðförum Paul Cobbs leiðir hugann að nauðsyn þess að börn 

byggi stærðfræðiþekkingu sína upp með skilningi. 

2.5 Skilningur á stærðfræði 

Umræðan um kennslu sem hefur skilning nemandans að leiðarljósi á sér 

orðið nokkuð langa sögu. Fyrir nær hundrað árum varaði Dewey við 

kennsluháttum sem byggðust á því að nemendur lærðu utan að fljótvirkar 

vélrænar aðferðir án frekari ígrundunar og án þess að gera sér grein fyrir á 

hverju þær byggðust (Dewey, 1910). Í hans huga var nám fólgið í að fást við 

viðfangsefni sem höfðu tilgang fyrir nemandann og byggðust á reynslu hans 

og áhugasviði. Þrátt fyrir orð hans og fleiri fræðimanna, sem töluðu sama 

máli, varð utanbókarnám og endurtekin þjálfun ráðandi í stærðfræði-

kennslu fram yfir miðja 20. öldina þegar nýjar rannsóknir tóku að skýra 

myndina af því hvernig börn tileinka sér stærðfræði og áherslan á skilning 

jókst (Carpenter og Lehrer, 1999; Lindquist, 1997). 

Merking þess að læra stærðfræði með skilningi er eflaust breytileg í 

hugum manna. Skilningur á stærðfræði er ólíkur eftir því hvort hann 
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flokkast sem vélrænn skilningur eða sem skilningur á venslum (Skemp, 

1978). Með vélrænum skilningi er átt við að læra að nota reglur án rök-

semda en með skilningi á venslum er átt við að gera sér grein fyrir hvaða 

leið er hægt að fara og hvers vegna. Í skólum hefur verið algengast að kenna 

ákveðna tækni eða færni, nota hinn vélræna skilning, sem hefur lítið haft 

með hagnýtingu stærðfræðinnar að gera (Romberg og Kaput, 1999). Að fara 

hugsunarlaust eftir reglum er ekki að iðka stærðfræði frekar en það að læra 

ártöl og kunna skil á þeim er að læra sögu (Hiebert o.fl., 1997). Stærðfræði-

nám sem leggur áherslu á skilning á venslum er það sem hér eftir vísast til 

þegar talað verður um stærðfræðinám sem byggist á skilningi. 

Það skiptir sköpum að nemandinn hafi skilning á stærðfræðinni því að 

nemendur sem læra með skilningi geta notað þann skilning til að tengja við 

önnur svið og geta beitt honum á ný og framandi viðfangsefni (Hiebert o.fl., 

1997). Skilningur verður til þegar við áttum okkur á hvernig það sem fengist 

er við tengist öðru sem við vitum fyrir. Hann styrkir sjálfsmyndina, eykur 

sveigjanleika í hugsun, auðveldar aðlögun að nýjum aðstæðum og léttir 

frekara nám. Skilningurinn verður að vera svo djúpur að einstaklingurinn 

geti yfirfært hann á ný viðfangsefni og notað hann til að finna lausnir á 

viðfangsefnum þar sem leiðin til lausnar liggur ekki í augum uppi. Skilningur 

er hugarstarf sem hefur fimm birtingarform (Carpenter og Lehrer, 1999). 

Þau eru:  

 að sjá tengingar milli fyrri þekkingar og þess sem verið er að fást við, 

 að útvíkka og átta sig á hvernig hægt er að nota þá þekkingu á 
stærðfræði sem fyrir er, 

 að ígrunda reynslu sína, 

 að geta á fjölbreyttan hátt gert grein fyrir þekkingu sinni, 

 að gera stærðfræðiþekkinguna að sinni en taka ekki hugsunarlaust 
við henni frá öðrum. 

Náist þetta fram öðlast nemandinn tjáningarmiðil fyrir hugsun sína í stað 

þess að koma sér upp safni sundurlausra aðferða sem gefa eitt rétt svar. 

Færustu leiðina til að ná árangri á fyrrnefndum sviðum telja Carpenter og 

Lehrer (1999) vera þá að í samvinnu við aðra glími nemendur við að finna 

lausnir á viðfangsefnum þar sem leiðin að niðurstöðu liggur ekki í augum 

uppi. Þannig noti nemendur þekkinguna, sem þeir búa yfir, til að öðlast nýja 

þekkingu, noti gögn í samræmi við skilning sinn á eðli viðfangsefnisins og fái 

tækifæri til ígrundunar og umræðu með því að gera bekkjarfélögum grein 

fyrir sínum leiðum að því að finna lausn. Að lokum fari síðan fram 

sameiginleg umræða í bekknum um verkefnið og lausnaleiðirnar.  
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Eitt það mikilvægasta í stærðfræðinámi er að ná valdi á rökfastri hugsun 

og vera fær um að ígrunda vel viðfangsefni sín (Hiebert o.fl., 1997). 

Ígrundun og samræður gegna mikilvægu hlutverki við að ljá nýrri reynslu 

merkingu. Í ígrundun felst meðal annars að horfa á hlutina frá ýmsum 

hliðum og koma að þeim úr ólíkum áttum samhliða því að velta fyrir sér 

hvað verið er að gera og hvers vegna. Samræður eru þátttaka í félagslegum 

samskiptum. Þær snúast um að deila hugsun sinni með öðrum eða hlusta á 

hugmyndir annarra. Einnig gefa þær færi á að spyrja spurninga og leita 

frekari útskýringa eða raka. Nemendum, sem eru látnir ígrunda það sem 

þeir gera og deila því með öðrum, eru skapaðar aðstæður til að öðlast dýpri 

skilning. 

Námsumhverfi sem hvetur til skilnings á stærðfræði hvílir á fimm mikil-

vægum stoðum (Hiebert o.fl., 1997). Með þær í huga er hægt að gera sér 

grein fyrir hvort það sem fer fram í skólastofunni er líklegt til að leiða af sér 

raunverulegan skilning nemenda eða ekki. Í fyrsta lagi skiptir máli hvers 

eðlis viðfangsefnin eru sem nemendum eru fengin. Þau þurfa að vera 

áhugavekjandi og krefjandi en þó svo nálægt fyrri þekkingu nemenda að 

þeir geti notað hana til að komast á sporið í lausnaleit sinni. Mikilvægir 

inntaksþættir stærðfræðinnar verða að vera í brennidepli þannig að það 

sem fengist er við bæti einhverju við fyrri þekkingu nemenda. Í öðru lagi eru 

það vinnubrögð kennarans. Hans meginhlutverk er ekki að miðla þekkingu 

og leiðrétta röng svör heldur að velja viðfangsefni af kostgæfni og gæta 

þess að nemendur fái tækifæri til að ígrunda svör sín og ræða þau sín á milli. 

Í þriðja lagi er það menningin sem ríkir í skólastofunni. Skólastofan á að vera 

námssamfélag þar sem samskipti nemenda leiða af sér dýpri hugsun og 

betri skilning. Allar hugmyndir eru skoðunarverðar og nemendur hjálpast að 

við að leita lausna. Þeir kynna lausnaleiðir sínar fyrir öðrum og viðhorfið er 

að rökræður um niðurstöður, réttar eða rangar, séu til að læra af þeim. 

Fjórði mikilvægi þátturinn eru verkfærin, sem eru til taks fyrir nemandann, 

og hvernig hann notar þau. Hér er ekki einungis átt við hlutbundin gögn 

heldur einnig og ekki síður tungumálið og notkun á táknmáli stærðfræð-

innar, stafsetningu hennar. Að lokum skiptir máli að verkefnin séu við allra 

hæfi hvort sem skilningur er lítill, í meðallagi eða framúrskarandi. 

Þrátt fyrir það sem að framan er sagt um mikilvægi þess að stærðfræði-

nám byggist á skilningi telja Hiebert og félagar (1997) að hann þurfi að 

haldast í hendur við tileinkun á ýmiss konar færni, svo sem leikni í að fást 

við tölur og aðgerðir. Hvorugu þurfi að fórna fyrir hitt því að þetta styðji 

hvort annað.  
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Nemendur, sem frá upphafi eru sköpuð tækifæri til að læra stærðfræði 

með skilningi, eru líklegir til að eflast í trú á eigin getu sem ýtir undir áhuga 

þeirra (Hiebert o.fl., 1997). Hinir sem ekki hafa skilninginn verða að reiða sig 

á svikult minnið og er hættara en hinum við að fyllast óöryggi og áhugaleysi. 

Að skilja stærðfræði er að kunna hana í raun og veru. 

2.6 Niðurlag 

Í þessum kafla var gerð grein fyrir kenningum sem á síðari árum hafa haft 

mikil áhrif á kennslufræði stærðfræðinnar. Í fyrsta lagi eru það kenningar 

Piaget um að einstaklingurinn byggi vitsmunaþroska sinn upp innan frá í 

gegnum samlögun og aðhæfingu áreita að skemum sem fyrir eru hjá 

einstaklingnum. Þessi uppbygging þekkingar kallast hugsmíði. Í öðru lagi er 

það róttæk hugsmíðihyggja sem Glasersfeld setti fram. Hann gengur lengra 

en Piaget og samkvæmt róttæku hugsmíðihyggjunni þarf einstaklingurinn 

að vera virkur í að skapa þekkingu sína. Þannig verði hún sýn hvers og eins á 

heiminn byggð á fyrri reynslu og þekkingu einstaklingsins. Samkvæmt því 

má búast við að skilningur manna á sama fyrirbærinu geti verið ólíkur og 

engir tveir læri því nákvæmlega það sama af sambærilegri reynslu. Þessi 

kenning er uppspretta þeirrar áherslu að læra stærðfræði með skilningi. Í 

þriðja lagi er það félags–menningarlegt sjónarhorn á nám sem á rætur hjá 

Vygotsky. Samkvæmt þeirri kenningu hafa samskipti við aðra og sú menning 

sem alist er upp í afgerandi áhrif á nám og þroska. Sérstök áhersla er á 

mikilvægt hlutverk tungumálsins og hvernig auka má þroska einstaklings, 

með stuðningi annarra sem búa yfir meiri þroska, séu viðfangsefnin innan 

mögulegs þroskasvæðis hans. Í fjórða lagi er félagsleg hugsmíðihyggja sem 

leitast við að tengja saman hugsmíðikenningarnar og félags–menningarlega 

sjónarhornið á nám og þroska. Cobb er lykilmaðurinn í að tengja þetta 

saman. Hann hefur haft mikil áhrif á að þær áherslur í kennslufræði 

stærðfræðinnar að beita sameiginlegri ígrundun og umræðu allra í skóla-

stofunni sem leið til aukins skilnings. Nám með skilningi er lykilatriði bæði 

hjá þeim sem aðhyllast róttæka hugsmíðihyggju og félagslega hugsmíði-

hyggju. Að læra stærðfræði með skilningi felst meðal annars í að átta sig á 

hvaða leiðir er hægt að fara í leit að lausnum og hvers vegna þær virka en 

ekki í því að geta umhugsunarlítið farið eftir ákveðnum reglum.  

Í aðferðamarkmiðum Aðalnámskrár grunnskóla: Stærðfræði (Mennta-

málaráðuneytið, 2007) gætir áhrifa kenninga um hugsmíði og kenningar um 

áhrif menningarinnar og félagslegra samskipta á þroska einstaklingsins. 

Lögð er áhersla á að nemendur skapi þekkingu sína meðal annars með því 

að fást við að leysa verkefni þar sem lausnin liggur ekki í augum uppi. Þeim 
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er ætlað að beita tungumálinu í samræðum við aðra um viðfangsefnin og 

þegar rök eru færð fyrir lausnum. Einnig er þar rætt um að tengja stærð-

fræðina reynsluheimi nemenda. Sérstök áhersla er á færni í notkun tungu-

málsins sem undirstöðu þess að efla stærðfræðilega hugsun.  
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3 Talna og aðgerðaskilningur ungra barna 

Þar sem rannsóknir sýna að leikni með tölur á leikskólaaldri er forspá um 

gengi í stærðfræðinámi í grunnskóla (Duncan o.fl., 2007; Wright, 2000) 

verður ferlið í því hvernig börn þroskast á þessu sviði rakið hér á eftir. 

Byrjað verður á að huga að tveimur lykilhugtökum, talnaskilningi og 

talnalæsi. Síðan verður sjónum beint að þróun talnaskilnings frá fæðingu til 

um það bil sjö ára aldurs. Einnig verður gerð grein fyrir þróun aðgerða-

skilnings og hvernig börn bera sig að við að leysa viðfangsefni þar sem beita 

þarf reikniaðgerðunum. Að lokum verður litið á nokkur dæmi um hvað getur 

gefið vísbendingar um slaka færni í talna- og aðgerðaskilningi.  

3.1 Hugtök 

Samkvæmt orðanna hljóðan snýst talnaskilningur um skilning á tölum en 

samkvæmt skilgreiningum fræðimanna á orðið sér dýpri merkingu þótt þeir 

hafi enn þá ekki komið sér saman um sameiginlega skilgreiningu á hugtak-

inu (Siegler, 2009). Í gegnum tíðina hafa verið settar fram nokkrar hliðstæð-

ar skilgreiningar á talnaskilningi og hljóðar ein þeirra svo: 

Talnaskilningur er almennur skilningur á tölum og aðgerðum 

ásamt færni í og tilhneiging til að nota þann skilning á 

sveigjanlegan hátt við að meta stærðfræðilegar niðurstöður og 

til að finna árangursríkar leiðir þegar fengist er við tölur og 

aðgerðir. (McIntosh, Reys og Reys, 1992, bls. 3). 

Talnalæsi er annað hugtak, sem mikið hefur verið notað í tengslum við 

aukinn áhuga á stærðfræðinámi og stærðfræðikennslu ungra barna, og er 

þá talað um talnalæsi á unga aldri. Einfalda skilgreiningu á síðarnefnda 

hugtakinu er að finna hjá Aunio, Hautama, Sajaniemib og Van Luit (2009) 

sem segja hugtakið eiga við færni barna til að skilja magn eða fjölda og getu 

þeirra til að framkvæma aðgerðir. Reyndar er þetta ekki alveg svona einfalt 

því samkvæmt Van Luit (1999) var talnalæsi ungra barna skipt upp í átta 

undirflokka þegar grundvöllur var lagður að matstækinu The Early 

Numeracy Test. Flokkarnir eru í samræmi við fyrirliggjandi rannsóknarniður-

stöður um hvernig skilningur barna á tölum og aðgerðum þróast. Sagt er frá 

þessum flokkum í kafla 5.6 þar sem gerð er grein fyrir fyrrnefndu matstæki.  
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Eftirfarandi skilgreining á talnalæsi almennt birtist í áströlsku ráðstefnu-

riti árið 1997: 

Talnalæsi er góð færni í að nýta sér stærðfræði til að leysa 

viðfangsefni hins daglega lífs, hvort sem er í skóla eða á heimili, 

í vinnunni, í þátttöku í samfélaginu eða lífinu almennt. 

(Australian Association of Mathematics Teachers, 1997, bls. 

14). 

Samkvæmt framansögðu er skilgreiningin á talnalæsi víðtækari en skil-

greiningin á talnaskilningi þar sem talnalæsi nær yfir öll svið stærðfræðinnar 

og mikilvægi þess að geta beitt stærðfræði við hinar ýmsu aðstæður. 

Talnaskilningur nær yfir afmarkaðan hluta stærðfræðinnar, tölur og aðgerð-

ir, og er hann því hluti af talnalæsi.  

3.2 Þróun talnaskilnings ungra barna 

Með rannsóknum hefur verið sýnt fram á að manneskjan býr yfir 

meðfæddri hæfni til að skynja magn (Butterworth, 2005; Dehaene, 1997; 

Geary, 2000). Samkvæmt Geary felst hæfnin, sem birtist eins hvar sem er í 

heiminum, í óbeinum skilningi ungbarnsins á fjölda, röðun, talningu og 

einföldum reikningi. Þessi meðfædda hæfni er grunnurinn að flóknari 

stærðfræði sem einstaklingurinn tileinkar sér síðar í skóla. Það nám er háð 

því samfélagi, sem einstaklingurinn elst upp í, og er inntak þess breytilegt 

frá einni kynslóð til annarrar.  

Á fyrstu vikum lífsins geta ungabörn gert greinarmun á fjölda hluta sem 

standa í röð, allt frá einum upp í þrjá og jafnvel fjóra. Samkvæmt Geary 

(2000) er þetta er niðurstaða rannsókna Antell og Keating árið 1983, 

Starkey, Spelke og Gelman árið 1990 og Starkey frá árinu 1992. Fimm 

mánaða börn hafa tilfinningu fyrir breyttum fjölda ef einum er bætt við eða 

einn tekinn af tveimur samkvæmt rannsókn Wynn árið 1996 (Geary, 2000). 

Samkvæmt Geary (2000) benda fyrrnefnd rannsókn Wynn og rannsókn 

Sharon og Wynn árið 1998 til þess að sex mánaða börn geti talið tvo eða 

þrjá hluti. Ennfremur kemur fram hjá Geary (2000) að rannsókn Starkey frá 

1992 bendi til að við 18 mánaða aldur ráði þau við að telja allt að fjóra hluti. 

Þetta byggist á innbyggðri óyrtri hugsun um tölur og talningu sem er 

undanfari þess að nefna þær (Gallistel og Gelman, 1992). Á aldrinum níu til 

ellefu mánaða virðast börn vera að þroska hæfnina til að greina á milli hvort 

eitt safn nokkurra hluta inniheldur fleiri eða færri stök en annað og ráða 

orðið við að greina það um ellefu mánaða aldur (Brannon, 2002). Það er þó 

háð því hve mikill munur er á stærð safnanna þar sem tíu mánaða börn 
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virðast ekki gera greinarmun á átta og tíu hlutum en greina á milli átta og 

tólf hluta sem bendir til að þau greini hlutfallið 2:3 en ekki 4:5 (Xu og 

Arriaga, 2007). Samkæmt Geary (2000) gefur rannsókn Strauss og Curtis frá 

1984 vísbendingu um að við eins og hálfs árs aldur sýni börn skilning á 

röðun, svo sem að tveir hlutir saman séu meira en einn og minna en þrír. 

Tveggja ára börn geta raðað upp fjölda frá einum upp í sex í rétta röð en 

það er þó háð því hvort þau hafa náð lágmarksvaldi á að nota orð yfir tölur 

(Brannon og Van de Walle, 2001). 

Frumhæfnin til að skynja magn og röðun er grunnurinn sem barn á leik-

skólaaldri byggir á þegar það þróar talningarfærni sína (Butterworth, 2005). 

Töluorðin eru brúin frá skynjun barnsins á fjölda yfir í þá stærðfræði sem 

menningin hefur leitt af sér. Á leikskólaaldrinum læra börn töluorðin og fara 

að nota þau til að telja sífellt meiri fjölda. Til að hægt sé að segja að barnið 

hafi náð fullum tökum á talningu þarf það að ná valdi á ákveðinni færni sem 

samkvæmt Gelman og Gallistel (1978) er að: 

 gera sér ljóst að þegar talið er svarar hvert töluorð til eins hlutar, 
hvern hlut á að telja nákvæmlega einu sinni, 

 skilja að töluorðin hafa ákveðna óbreytanlega röð, 

 vita að síðasta talan, sem nefnd er, segir til um fjöldann, 

 átta sig á að hægt er að telja hvað sem er, það þarf ekki að vera 
áþreifanlegt, 

 skilja að hægt er að byrja að telja hvaða hlut sem er í safni hluta. 

Til að skilja talningu verða börn auk þessa að átta sig á að sérhver tala felur í 

sér næstu tölu á undan, það er að næsta tala segir til um fjöldann í tölunni 

sem fengist er við að viðbættum einum (Sarama og Clements, 2009).  

Röð töluorðanna er það fyrsta af ofantöldu sem barn nær tökum á 

(Butterworth, 2005). Butterworth vísar í Fuson frá 1988 og 1992 um að börn 

byrji að nota talnarununa nálægt tveggja og hálfs árs aldri og að fyrst um 

sinn líti börn á fyrstu fimm tölurnar sem eitt orð, „einntveirþrírfjórirfimm“. 

Þau séu lengi að ná fullum tökum á talnaröðinni, byrji gjarnan á því að missa 

tölur úr röðinni og segi til dæmis tíu næst á eftir fjórum eða fimm. Börnin 

tileinka sér síðan raunverulega talningu með því að færa einn hlut úr ótalda 

hópnum yfir í hópinn sem búið er að telja, annaðhvort með því að færa einn 

hlut í einu eða gera þetta í huganum (Gelman og Gallistel, 1978). Algeng-

ustu mistökin eru að telja sama hlutinn oftar en einu sinni eða taka tvo hluti 

og telja sem einn. Næstum öll börn benda á hlutinn sem verið er að telja 

samhliða því að segja töluorðið. Við þriggja og hálfs árs aldur geta flest börn 
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afhent allt að þrjá hluti og notað talningu til að finna réttan fjölda 

(Butterworth, 2005). 

Gelman og Gallistel (1978) komust að því að við fjögurra ára aldur hafa 

flest börn öðlast grunnskilning á talningu. Þau hafa lært byrjun talnaraðar-

innar, geta talið fjölda hluta frá einum upp í fimm eða jafnvel upp í tíu og 

eru búin að átta sig á að einn hlutur svarar til einnar tölu. Þau vita líklega að 

síðasta talan, sem þau nefna þegar þau telja, segir til um fjölda hluta. 

Jafnvel ráða börnin við að telja til baka frá fimm og að bæta við stærri 

töluna þegar á að finna samanlagðan fjölda fárra hluta. Samkvæmt Sarama 

og Clements (2009) leiddi rannsókn Clements, frá 1984, á fjögurra ára 

miðstéttarbörnum í Bandaríkjunum í ljós að rúmur helmingur þeirra taldi 

rétt fjölda upp í tíu og gat sagt til um hvor af tveimur hópum innihéldi fleiri 

hluti. Einungis eitt af hverjum fimm réð hins vegar við að telja aftur á bak frá 

tíu. Þriðjungur gat nefnt töluna á eftir, á undan eða í miðjunni. 

Fram kemur hjá Griffin (2004) að samkvæmt rannsóknum sem hann 

gerði ásamt Case og Siegler árið 1994 geta fimm til sex ára börn bætt við 

eða tekið af án þess að hafa til þess hluti og þá talið áfram eða aftur á bak 

með hjálp talnalínu. Svo virðist sem að á þessum aldri renni skemað sem 

þau eiga yfir fjölda og skemað yfir talnaröðina saman í eitt. Þegar þeim 

þroska er náð eru börnin byrjuð að tileinka sér óhlutbundna hugsun. Þeim 

er þá ekki lengur nauðsynlegt að hafa hluti til að handfjatla, sem forsendu 

þess að ráða við að leysa viðfangsefni, heldur geta börnin unnið með 

upplýsingarnar í huganum og komist að niðurstöðu. Við þessar breytingar 

ræður barnið við að yfirfæra talningarfærni sína á fleiri svið en áður, svo 

sem til að ákvarða breidd, hæð eða þyngd. 

Um sex til sjö ára aldurinn, þegar grunnskólaganga barna hefst, læra 

börn að skrifa tölustafi sem tákn fyrir fjölda og átta sig á að tölustafirnir eru 

tákn fyrir töluorð og einnig fyrir röðun (Griffin, 2004). Nálægt sjö til átta ára 

aldri koma börn sér upp nákvæmari skilningi á tölum sem gerir þeim kleift 

að nota tölur í margvíslegu samhengi og leysa viðfangsefni sem krefjast þess 

að greina þær í tvo þætti. Sem dæmi má nefna að þau eru þá farin að átta 

sig á sætiskerfinu og því að reikna með tveggja stafa tölum. Á mörkum 

leikskóla og grunnskóla geta börn leyst fjölbreytt verkefni með því að 

hlutgera viðfangsefnin (Carpenter o.fl., 1999). Einstaka barn getur beitt 

talningu án þess að hlutgera, en fá hafa vald á að beita talnastaðreyndum 

og enn þá færri á að hagræða fyrir sér tölum til að auðvelda útreikninga. 

Þau aldurstengdu viðmið sem hér hafa verið sett fram eru ekki algild þar 

sem færni barna á sama aldri er mjög misjöfn og þau læra misjafnlega hratt. 

Bráðþroska barn getur tileinkað sér ákveðinn talnaskilning við fjögurra ára 
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aldur á meðan seinfærara barn hefur sömu færni ekki á valdi sínu fyrr en sjö 

ára (Sarama og Clements, 2009). 

3.3 Stærðfræðikennsla byggð á skilningi barna (SKSB) 

Ein þeirra leiða, sem hefur það megin markmið að hjálpa kennurum að átta 

sig á stærðfræðilegri hugsun barna, er rannsóknarverkefnið Stærðfræði-

kennsla byggð á skilningi barna sem fræðimenn við háskólann í Wisconsin í 

Bandaríkjunum hafa leitt (Carpenter, Fennema, Franke, Levi og Empson, 

1999). Niðurstöður þeirra eru mjög mikilvægt framlag til aukinnar þekkingar 

á því hvernig skilningur barna á tölum og aðgerðum þróast.  

Rannsóknir fyrrnefndra fræðimanna hafa einkum beinst að eftirfarandi 

atriðum (Carpenter o.fl., 1999): 

 hvernig stærðfræðileg hugsun ungra nemenda þróast, 

 kennsluháttum sem hafa áhrif á þróun stærðfræðilegrar hugsunar 
nemenda, 

 áhrifum þekkingar og viðhorfa kennara á hvernig þeir kenna, 

 hvernig skilningur kennara á stærðfræðilegri hugsun nemenda hefur 
áhrif á kennsluhætti þeirra.  

Rannsakendurnir komust að því að ung börn ráða við að leysa ýmis 

stærðfræðileg viðfangsefni án sérstakrar kennslu með því að hlutgera 

viðfangsefnin eða vinna í samræmi við það sem lýst er í verkefninu 

(Carpenter, Fennema og Franke, 1996). Niðurstaða þeirra er einnig sú að 

þótt kennarar, sem tóku þátt í rannsóknum þeirra byggju yfir nokkrum 

skilningi á stærðfræðilegri hugsun nemenda var hann brotakenndur og 

hafði í flestum tilfellum lítil áhrif á hvernig þeir kenndu. Þeir fundu líka út að 

með því að kennarar lærðu að skilja hvernig stærðfræðileg hugsun barna 

þróast gæti það leitt til grundvallarbreytinga á viðhorfum og kennslu-

háttum.  

3.3.1 Reikniaðgerðirnar: eðlismunur viðfangsefna 

Bandarísku fræðimennirnir, sem fyrr er getið, settu fram kenningu um 

hvernig börn hugsa þegar þau fást við samlagningu, frádrátt, margföldun og 

deilingu heilla talna. Hún er byggð á rannsóknum þeirra og víðtækum 

rannsóknum margra annarra fræðimanna á skilningi barna á reikni-

aðgerðunum og hvernig lausnaleiðir þeirra þróast (Carpenter o.fl., 1999). 

Lausnaleiðir ungra barna, sem eru að vinna með reikniaðgerðirnar, 

ráðast af eðli þeirra verkefna sem fengist er við hverju sinni (Carpenter o.fl., 
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1996). Hvernig börn hugsa samræmist ekki alltaf hugsun hins fullorðna. 

Verkefni sem fullorðnir sjá sem frádrátt gætu börn allt eins litið á sem 

samlagningu, svo sem ef heildarfjöldinn og upphaflegi fjöldinn er þekktur og 

finna á hvað mikið bættist við upphaflega fjöldann. Einnig líta fullorðnir 

almennt á verkefni þar sem finna þarf fjölda hópa af gefinni stærð sem 

deilingu á meðan börnin eru líkleg til að líta á þau sem endurtekinn frádrátt 

jafns fjölda. 

Flokka má verkefni sem fela í sér samlagningu eða frádrátt í fjóra flokka 

eftir því hvernig börn sjá þau (Carpenter o.fl., 1999). Það er eðlismunur á 

verkefnum sem fela í sér samsetningu, aðskilnað, hluta-hluta-heild og 

samanburð. Með samsetningu er átt við að eitthvað bætist við, með 

aðskilnaði að eitthvað sé tekið í burtu, hluti-hluti-heild þýðir að finna þarf 

svarið út frá fjölda, sem er til staðar, án þess að nokkuð hafi bæst við eða 

verið tekið í burtu og samanburður á við verkefni þar sem fjöldi, sem er til 

staðar, er borinn saman. Innan hvers flokks eru síðan mismunandi þyngdar-

stig eftir því hvað er óþekkt í verkefninu og leitað er lausnar á. Einfaldast er 

fyrir barnið að finna heildina og mismuninn, flóknara ef síðari breytan er 

óþekkt og flóknast þegar upphafið er óþekkt. Eðli samlagningar og frá-

dráttarverkefna getur verið af ellefu mismunandi gerðum þegar þau eru 

flokkuð á þennan hátt. Yfirlit yfir flokkana er í viðauka A. 

Samsvörun er milli þyngdarstiga orðadæma í margföldun og deilingu og í 

samlagningu og frádrætti (Carpenter o.fl., 1999). Í einföldustu viðfangs-

efnunum er heildin óþekkt en fjöldi hópa og hve margir eru í hópi eru 

þekktar stærðir. Í þessum verkefnum beita börnin margföldun. Viðfangs-

efnið gæti verið að finna út fjölda bíla ef bílahóparnir eru fimm og það eru 

þrír bílar í hverjum hópi. Næsta þyngdarstig er deiling sem frádráttur. Þá er 

fjöldi hópa óþekktur en heildarfjöldi og fjöldi í hverjum hópi þekktur. Börnin 

athuga hvað þau geta oft tekið fjöldann í hverjum hópi af heildarfjöldanum 

og finna þannig út hvað hóparnir eru margir. Viðfangsefnið gæti verið að 

finna hvað marga hópa af bílum er hægt að búa til úr 15 bílum ef þrír bílar 

eru í hverjum hópi. Þyngst er deiling sem skipting. Þá er heildarfjöldinn 

þekktur ásamt fjölda hópa en finna skal hve margir eru í hverjum hópi. 

Viðfangsefnið gæti verið að finna hvað margir bílar eru í hverjum hópi ef 15 

bílum er skipt í fimm hópa. Yfirlit yfir flokka margföldunar- og 

deilingarverkefna er í viðauka D. 

3.3.2 Lausnaleiðir í samlagningu og frádrætti 

Ákveðið mynstur er í því hvernig nemendur þroskast í lausnaleit sinni 

(Carpenter o.fl., 1999). Þroskaferlið er frá því að nota hluti til að gera líkan 
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af viðfangsefninu yfir í óhlutbundna talningu og þaðan yfir í að kalla fram úr 

minninu staðreyndir um tölur. Þróaðasta stigið er síðan þegar barnið hag-

ræðir tölum á ýmsa vegu og beitir þessum þekktu staðreyndum á sveigjan-

legan hátt. Í því sem hér fer á eftir verður gerð grein fyrir hvernig þessi 

þróun frá hinu hlutbundna til hins óhlutbunda birtist hjá börnum.  

Fyrsta þroskastigið í lausnaleitinni er að barnið býr til sýnilegt líkan af 

verkefninu og notar til þess hluti, myndir eða fingurna (Carpenter o.fl., 

1999). Í viðfangsefni sem fellur undir samsetningu og niðurstaðan er óþekkt 

tekur barnið til dæmis þrjá hluti fyrir þrjá bíla og fimm hluti fyrir fimm bíla, 

setur hópana saman og telur síðan alla hlutina. Ef breytan er óþekkt tekur 

barnið þrjá hluti og bætir við einum og einum uns þeir eru orðnir átta. Síðan 

telur barnið hvað mörgum það bætti við. Flokkist verkefnið undir aðskilnað 

og taka á þrjá bíla af átta byrjar barnið með átta hluti, fjarlægir síðan þrjá og 

telur að lokum hlutina sem eftir eru. Sé breytan óþekkt byrjar barnið með 

átta hluti og fjarlægir einn og einn þar til aðeins þrír eru eftir. Síðan telur 

það hlutina sem það tók í burtu. Í verkefni, sem fellur undir samanburð, 

tekur barnið þrjá hluti og fimm hluti. Svo parar það saman einn hlut úr 

öðrum hópnum á móti einum í hinum þar til það er ekki hægt lengur. Þá 

telur barnið hlutina sem eftir eru. Flóknast er fyrir börn að leysa viðfangs-

efni þar sem upphafið er óþekkt, til dæmis ef barnið á að finna út hvað það 

átti marga bíla áður en það fékk þrjá í afmælisgjöf, en það á átta núna. Þá 

beita börn á hlutbundna stiginu gjarnan leitaraðferð sem þýðir að barnið 

prófar sig áfram þar til það hefur komist að niðurstöðu. Í þessu tilviki tæki 

barnið líklega hrúgu af hlutum og bætti síðan þremur við, teldi allt og athug-

aði hvort það passar. Ef ekki þá breytir það fjöldanum í upphaflegu hrúgunni 

uns það hefur rambað á réttan fjölda. Viðauki B gefur yfirlit yfir lausnaleiðir 

barna, á stigi hlutrænna líkana, þegar þau fást við samlagningu og frádrátt. 

Næsta þrep í þroskanum er talningarstig en þá ræður barnið við að telja 

fjölda án þess að búa sér til líkan af aðstæðunum (Carpenter o.fl., 1999). 

Barnið getur geymt eina stærðina í huganum og talið frá henni. Það er orðið 

meðvitað um að svarið er alltaf síðasta talan sem það nefnir. Barnið lyftir 

gjarnan fingrunum til að henda reiður á talningunni og þarf þá jafnvel ekki 

að telja fjölda fingranna, sem það lyftir upp, þar sem það þekkir hugsanlega 

fingramynstrin fyrir fjölda. Gerum nú ráð fyrir að barn á talningarstigi fáist 

við að leysa sömu viðfangsefni og dæmi voru gefin um fyrir barn á stigi 

hlutbundinnar hugsunar. Falli viðfangsefnið undir sameiningu og niður-

staðan er óþekkt telur barnið annað hvort frá fyrri tölunni eða þegar hugsun 

þess er orðin þróaðri frá hærri tölunni upp í heildarfjöldann. Sé breytan 

óþekkt telur barnið frá fyrri tölunni upp í heildarfjöldann, til dæmis frá 

þremur upp í átta. Falli verkefnið undir aðskilnað og niðurstaðan er óþekkt 
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telur barnið til baka frá hærri tölunni niður að þeirri lægri, til dæmis frá átta 

niður í þrjá. Sé breytan óþekkt telur barnið frá heildarfjöldanum niður að því 

sem eftir er þegar búið er að taka í burtu þann fjölda sem leitað er að, til 

dæmis frá átta niður í þrjá. Viðauki C sýnir lausnaleiðir barna, sem eru á 

talningarstiginu, við lausn samlagningar og frádráttarverkefna. 

Í síðasta skrefi þroskans kann barnið orðið ýmislegt um tölur og þarf ekki 

lengur að telja til að komast að niðurstöðu sé viðfangsefnið á talnasviði sem 

er því tamt (Carpenter o.fl., 1999). Fyrst lærist gjarnan hvað kemur út ef tala 

er tvöfölduð, svo sem hvað 4 + 4 eru og hvaða tölur gefa svarið 10 séu þær 

lagðar saman. Að þessari þekkingu og færni fenginni má búast við að barnið 

fari að nýta þetta til að auðvelda sér vinnu með aðrar tölur og beita þessari 

staðreyndaþekkingu til að hagræða tölum í verkefnum sem fengist er við. 

Sem dæmi um það má nefna að eigi barnið að leggja saman 6 og 8 myndi 

það hugsanlega nýta sér að vita hvað 6 + 6 eru og bæta síðan tveimur við 

það eða að 6 + 4 eru 10 og bæta fjórum við það ef það býr þá ekki þegar yfir 

þeirri færni að vita einfaldlega að 6 + 8 eru 14. Þegar svo er komið er barn 

farið að beita talnastaðreyndum sem það hefur lært til hlítar. 

3.3.3 Lausnaleiðir í margföldun og deilingu 

Sama þróun er hjá börnum við lausn margföldunar- og deilingarverkefna 

eins og við lausn samlagningar- og frádráttarverkefna, það er frá hinu hlut-

bundna til hins huglæga (Carpenter o.fl., 1999). Hins vegar er erfiðara að 

nota huglæga talningu á þessi verkefni en á verkefni sem fela í sér samlagn-

ingu og frádrátt. Þess vegna kemst barnið seinna á talningarstigið þegar það 

fæst við margföldun og deilingu en þegar það fæst við samlagningu og 

frádrátt. Viðauki D sýnir gerð verkefna í margföldun og deilingu ásamt 

lausnaleiðum barna sem eru á stigi hlutrænna líkana og á talningarstiginu. 

Barn á hlutbundnu stigi leysir verkefni, sem felur í sér margföldun, 

þannig að það telur sama fjölda af hlutum í ákveðinn fjölda hópa (Carpenter 

o.fl., 1999). Síðan telur það einn og einn hlut til að finna heildarfjöldann. 

Sem dæmi má taka að barnið á að finna hvað fimm pokar, hver með þremur 

kökum í, innihalda margar kökur samtals. Barnið leysir verkefnið á þann hátt 

að það býr til fimm hópa, hvern þeirra með þremur hlutum í, og telur síðan 

einn og einn hlut með því að byrja talninguna á einum og telja upp í 15. 

Barn, sem komið er á talningarstig við lausn margföldunarverkefna, notar 

hopptalningu og þá yfirleitt út frá fjölda í hópi en ekki fjölda hópa. Dæmi: „ 

3, 6, 9, 12, 15“ segir barnið og lyftir gjarnan einum fingri þegar það segir 

hverja tölu til að vita hvað það er búið að telja marga hópa. Stundum ráða 

börnin einungis við að hoppa fyrstu skrefin og blanda þá saman 
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hopptalningu og talningu á einum. Dæmi: 3, 6, 9, (hik) 10, 11, 12, (hik) 13, 

14, 15. Misjafnt er hvort börnin líta á þessar talningarleiðir sem talningu eða 

samlagningu. 

Þegar börn á hlutbundnu stigi leysa þá gerð deilingarverkefna, sem eru í 

eðli sínu endurtekinn frádráttur, byrja þau ýmist á því að telja heildar-

fjöldann og skipta honum síðan í hópa með uppgefnum fjölda eða þau búa 

til hópana samhliða því sem þau telja heildarfjöldann (Carpenter o.fl., 

1999). Hvora leiðina sem þau fara telja þau að lokum hvað hóparnir eru 

margir. Dæmi um svona viðfangsefni er þegar finna á hvað þarf marga poka 

undir 15 kexkökur ef þrjár kökur fara í hvern poka. Barnið telur þá ýmist 15 

hluti strax og býr síðan til hópa með þremur í eða byrjar á því að setja þrjá 

og þrjá hluti í hóp uns það hefur notað 15 hluti. Að þessu loknu telur barnið 

síðan fjölda hópanna. Barn, sem er á talningarstigi, notar sömu aðferð við 

að leysa þessa tengund verkefna og þegar það leysir margföldunarverkefni. 

Það notar hopptalningu og telur hve oft það getur hoppað upp að gefnum 

fjölda. Til að henda reiður á hvað hóparnir eru margir lyftir barnið gjarnan 

einum fingri fyrir hvert hopp. Barn á talningarstigi sér því endurtekinn 

frádrátt sem margföldun þar sem annar margföldunarþátturinn er óþekkt 

stærð. 

Börnin á hlutbundna stiginu fara tvær leiðir þegar þau fá það verkefni að 

skipta jafnt og fjöldi hópa er þekktur (Carpenter o.fl., 1999). Önnur þeirra er 

að deila einum og einum hlut út á uppgefinn fjölda hópa uns búið er að 

skipta öllum. Sum börn beita annarri útfærslu á þessari leið og nota hluti, 

sem ekki tilheyra verkefninu, til að tákna hópana, sem á að skipta í. Síðan 

taka þau til við að deila heildinni út á þá. Hin leiðin er að setja nokkra í 

hvern hóp og færa síðan milli hópa ef ágiskunin passar ekki. Þar sem fjöldi í 

hverjum hópi er óþekktur er flóknara að beita talningu á þessa tegund 

margföldunar- og deilingarverkefna en önnur. Börnin á talningarstiginu nota 

því oftast leitaraðferð við að komast að niðurstöðu en það gera þau með því 

að prófa sig áfram með hopptalningu á mismunandi tölum þar til þau hitta á 

rétt.  

Börn, sem kunna orðið ýmis svör úr margföldunartöflunni, búa yfir færni 

sem gerir þeim kleift að vera fljót að sjá út niðurstöður (Carpenter o.fl., 

1999). Þau grípa þá til þess sem þau kunna og með svolítilli rökhugsun geta 

þau unnið sig út frá því að réttri lausn. Þar sem mynstur er að finna í svörum 

í margföldunartöflunum reynist börnum auðveldara að læra þær stað-

reyndir en aðrar. Þetta á til dæmis við um fimm sinnum töfluna og níu 

sinnum töfluna. Barn, með þokkalegan talnaskilning og rökhugsun, getur til 

dæmis nýtt sér þekkingu á fimm sinnum töflunni til að finna út hvað sex 
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sinnum sjö er mikið. Það gæti hugsað sem svo að fyrst fimm sinnum sjö er 

35 þá hljóti sex sinnum sjö að vera sjö meira en 35 og talið áfram þaðan um 

sjö til að finna svarið.  

3.4 Vísbendingar um örðugleika 

Samkvæmt Mazzocco og Thompson (2005) gefa ýmsar rannsóknir vís-

bendingar um hvað einkennir þá sem eiga í örðugleikum með stærðfræði. 

Meðal þess er slakt heyrnrænt skammtímaminni, lélegt vinnsluminni, 

erfiðleikar með að endurkalla staðreyndir um tölur og slök reiknifærni. 

Sumir af erfiðleikunum eru meðfæddir en aðrir eru áunnir vegna þess að 

kennslan, sem barnið hefur hlotið, hefur ekki verið nægilega örvandi fyrir 

það. Stærðfræðiörðugleikar eru því illa skilgreint fyrirbæri og hlutfall þeirra 

sem glíma við þá er nokkuð á reiki.  

Mazzocco og Thompson (2005) gengu út frá því í sinni rannsókn að 10% 

barna ættu við mjög alvarlega stærðfræðiörðugleika að etja og studdust þar 

við almennar niðurstöður rannsókna um að á bilinu 6% til 10% glími við slíka 

örðugleika. Sænska rannsóknin, sem nefnd var í inngangi, sýndi að 15% 

sænskra níundu bekkinga áttu í miklum erfiðleikum með stærðfræði 

(Magne, 2004). Samkvæmt Gersten o.fl. (2005) má gera ráð fyrir að 35% 

nemenda eigi við einhverja örðugleika að etja í stærðfræði, en misjafnlega 

mikla og að sumir komist yfir þá án sérstakra ráðstafana. Þegar hollenska 

matstækið The Early Numeracy Test var prufukeyrt var niðurstaðan að um 

25% barna á aldrinum fjögurra til sjö ára mætti flokka með slaka reiknifærni 

(Van de Rijt og Van Luit, 1999). Hvað stærðfræðiörðugleikar eru og hversu 

margir þurfa að takast á við þá verður ekki rætt frekar hér heldur einungis 

rætt hvað það er sem gæti bent til slíks vanda. 

Eftir að hafa skoðað niðurstöður fjölda rannsókna komust Gestern o.fl. 

(2005) að því að lítil leikni í meðferð talna og frumstæðar talningaraðferðir 

væru einkenni sem hefðu sterk tengsl við stærðfræðiörðugleika. Talnaleikni 

er meðal annars að geta í skyndi kallað fram plúsheiti talna undir 20, 

staðreyndir úr margföldunartöflunni eða að geta hagrætt tölum til að 

einfalda sér útreikninga. Slök talningarfærni felur í sér frumstæðar leiðir til 

að finna út heildarfjölda, svo sem að telja á fingrum sér og að telja frá 

einum þegar tvö söfn eru lögð saman. 

Langtímarannsókn Häggblom (2010) leiddi í ljós að talnaskilningur 

nemenda hafði afgerandi áhrif á hvernig þeim vegnaði í stærðfræðinámi. 

Helsti stærðfræðivandinn, sem hún sá birtast hjá sex og sjö ára börnum, var 

óöryggi við talningu, erfiðleikar við að skrifa tölur rétt og að þau lásu rangt 

úr tölum. Einnig kom fram ruglingur og misskilningur tengdur hugtökunum 



 

39 

talan á undan og talan á eftir og sum barnanna skildu ekki hugtakið meira 

en þegar þau áttu að bera saman fjölda. Með árunum, þegar talnasviðið 

víkkaði og varð flóknara, urðu erfiðleikarnir umfangsmeiri. Skilningur 12 ára 

nemenda á almennum brotum og tugabrotum reyndist fyrst og fremst 

greina að þá sem stóðu sig vel og hina sem bjuggu yfir slökum talnaskilningi. 

Við 15 ára aldurinn voru það prósentur og veldi. Varðandi aðgerðaskilning 

sýndi niðurstaðan að deiling reynist mörgum börnum mjög erfið, einkum 

deiling með brotum.  

Í rannsókn sem Ellemor-Collins og Wright (2007) gerðu á áströlskum 

nemendum, sem áttu í erfiðleikum með stærðfræði í þriðja og fjórða bekk, 

sýndi sig að þeir áttu almennt í erfiðleikum með talningu. Prófuð var talning 

á einum, talning á tugum, að hækka og lækka um tug og að staðsetja tölur á 

talnalínu. Með talningu á einum er átt við að telja áfram eða aftur á bak um 

einn og með talningu á tugum að telja áfram eða aftur á bak um tíu. Ýmsir 

erfiðleikar komu í ljós í lausnum nemenda sem eflaust eru þröskuldur í 

stærðfræðinámi. Nemendurnir áttu margir hverjir erfitt með að telja áfram 

og aftur á bak yfir tugi og hundruð og rugluðust á ýmsa vegu. Dæmi um 

rugling við talningu á einum var: 

 52, 51, 40, 49, 48 ..., 

 52, 51, 49, 48 ..., 

 42, 41, 40, 49, 48 ..., 

 102, 101, 99, 98 ..., 

 108, 109, 200, 201 ..., 

 198, 199, 201, 202 .... 

Hliðstæður ruglingur kom fram í talningu á tugum. Nemendum reyndist 

auðveldast að hoppa á heilum tugum og auðveldara að hoppa á hálfum 

tugum en tölum sem höfðu aðra tölustafi í einingarsætinu. Dæmi um 

rugling við talningu á tugum var: 

 177, 187, 197, 297, 207 ..., 

 430, 420, 410, 300, 390, 380 ... 

Svo virtist sem tölurnar frá 11 upp í 19 væru sérstaklega ruglingslegar fyrir 

nemendur sem áttu erfitt með að telja rétt. Dæmi um þennan rugling var: 

 52, 42, 32, 22, 2 ..., 

 52, 42, 32, 22, 14, 4, 

 326, 316, 312, 326, 226, 206, tvö hundruð og núll, 196, 186, 176. 
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Orðanotkun í evrópskum tungumálum getur valdið nemendum vanda 

umfram það sem gerist í mörgum öðrum þjóðum, svo sem í Asíuríkjum 

(Fuson o.fl., 1997; Geary, 2000). Það á einkum við um tölurnar frá 11 upp í 

19 en þær brjóta hið rökræna kerfi í skráningu talna. Þetta flækir líka 

skilninginn á tugakerfinu þar sem hætt er við að ekki sé litið á þessar tölur 

sem einn tug og einingarnar heldur sem eina heild eins og tölurnar upp í tíu 

(Geary, 2000). Í íslensku gefa orðin ellefu og tólf enga vísbendingu um 

hvernig tölurnar eru ritaðar og þegar hinar tölurnar á eftir eru nefndar 

heyrist fyrst tilvísun í nafn einingarinnar. Þetta gæti skýrt af hverju mörg 

ung börn byrja gjarnan á einingunni og setja síðan 1 aftan við þegar þau 

skrifa tölurnar frá 13 til 19 og eru lengi að festa rithátt þessara talna. Þau 

skrifa þá 31 í stað 13, 51 í stað 15 og svo framvegis. Hjá Kínverjum og 

mörgum öðrum þjóðum er talan 11 nefnd „tíu og einn“, talan 12 „tíu og 

tveir“. Þetta einfaldar málið og auðveldar skilning á tugakerfinu þar sem 

þessar tölur falla undir sama kerfi og tölur stærri en 20. 

Útlit er fyrir að nemendur, sem eiga í erfiðleikum með stærðfræði, þrói 

ekki með sér runutalningu og tengdar aðferðir eins og að hoppa fram og 

aftur um heila tugi (Ellemor-Collins og Wright, 2007). Samkvæmt Ellemor-

Collins og Wright sýnir fjöldi rannsókna að flokka má í tvennt þær 

talningarleiðir sem börn beita þegar þau hafa frjálsar hendur um lausn 

samlagningar og frádráttarverkefna með meira en eins stafs tölum. Þessar 

leiðir eru annars vegar runutalning og hins vegar talning byggð á tuga-

kerfinu. Með runutalningu er átt við talningu þar sem talið er fram og til 

baka á einum (1, 2, ...99, 100, 101 ...), á tugum (10, 20, 30 ... eða 18, 28, 38 

...) á hundruðum (95, 195, 295 ...) og svo framvegis. Dæmigerð notkun 

runutalningar er að séu tvær tveggja stafa tölur lagðar saman er einum og 

einum tug bætt við fyrri töluna og síðan einingunum, 56 + 23 yrði líklega 

hugsað sem 56, 66, 76, 77, 78. 79. Aftur á móti er dæmigert fyrir talningu 

sem byggist á tugakerfinu að brjóta tölurnar niður í einingar, tugi, hundruð 

og svo framvegis og vinna síðan með fjöldann í hverjum hópi, 56 + 23 

hugsað sem 50 og 20 eru 70, 6 og 3 eru 9, 70 og 9 í viðbót eru 79. Notkun 

sætisgildiskubba er í samræmi við þessa gerð hugsunar, en talnalínan er 

verkfæri sem hæfir runutalningunni betur. 

Hugsanlega gæti markviss kennsla í runutalningu leyst erfiðleika margra 

nemenda við að fást við tveggja stafa tölur eða hærri þar sem hún er 

einfaldari en talning byggð á tugakerfinu (Ellemor-Collins og Wright, 2007). 

Niðurstaða Fuson og félaga (1997) er að leikni í að beita báðum þessum 

talningarleiðum samhliða sé grundvöllur góðrar færni í vinnu með tugatölur 

eða hærri tölur. Sem dæmi um slíka leikni er notkun talningarleiðarinnar við 
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að leggja einingu við tveggja stafa tölu en gera sér jafnframt grein fyrir 

hversu marga hópa með tíu er hægt að búa til og hversu margar einingar.  

Erfiðleikar sex ára nemenda, sem hafa tengst íhlutunaráætluninni 

Mathematics Intervention í Ástralíu, snúast einkum um talningu (Pearn, 

2008). Það sem einkennir þessa nemendur er að þeir segja tölurnar ekki í 

réttri röð eða sleppa tölum innan úr röðinni og þeir eiga í vandræðum með 

að telja hluti rétt (að ein tala svari til eins hlutar). Þeir sem hafa átt erfitt 

með að læra að telja upp í 20 ráða illa við að telja aftur á bak frá 20 og eiga í 

vandræðum með að fylla tuginn hvort sem er talið er aftur á bak eða áfram 

(að 30 kemur á eftir 29). Auk þessa vissu nemendurnir gjarnan ekki hvað 

táknin =, + eða – merktu. 

Í tengslum við hið ástralska Early Number Research Program var gerð 

rannsókn þar sem fjórir þættir talnaskilnings voru skoðaðir hjá nemendum 

sem metnir voru í áhættu í fyrsta og öðrum bekk (Gervasoni, 2005). 

Nemendur voru prófaðir í talningu, skilningi á sætiskerfinu, í samlagningu 

og frádrætti og margföldun og deilingu. Niðurstaðan sýndi að veikleiki á 

einu sviði þyrfti ekki að benda til veikleika á öllum sviðunum, einkum ekki 

hjá sex ára nemendunum þar sem 71% nemenda voru ekki slakir nema á 

einu þeirra eða tveimur. Hins vegar var málið alvarlegra í öðrum bekk þar 

sem 66% nemenda sýndu veikleika á þremur eða fjórum sviðum og áttu þeir 

nánast allir í vandræðum með sætiskerfið. Það er því mat Gervasoni að nýta 

þurfi fyrsta ár grunnskólans vel til að styrkja veiku hliðarnar og ná að hindra 

vandann sem þarna birtist hjá átta ára börnum. 

Rannsókn Van de Rijt og Van Luit (1999) bendir til að sterk tengsl séu 

milli slaks talnalæsis í bernsku og hæfni til að fást við formlega stærðfræði á 

fyrsta ári grunnskólans. Einnig bendir hún til að góð færni í talnalæsi á unga 

aldri sé mikilvæg undirstaða fyrir reikniaðgerðirnar fjórar og fyrir þróun 

frekari þekkingar á stærðfræði. Fræðimennirnir Duncan o.fl. (2007) steyptu 

saman gögnum úr sex aðskildum rannsóknum til að skoða tengsl mikilvægra 

þátta eins og þekkingar, athygli og félagsfærni í upphafi skólagöngu við 

árangur í lestri og stærðfræði síðar á skólagöngunni. Í ljós kom að færni í 

stærðfræði við upphaf skólagöngu hafði mesta fylgni við gengi í bóklegu 

námi síðar. Þar var mikilvægust þekking á tölum og röðun þeirra. Færni eins 

og orðaforði, stafa- og orðaþekking og að greina fyrst og síðasta hljóð í orði 

hafði nokkru minni fylgni við námsárangur síðar en færni í meðferð talna. 

3.5 Niðurlag 

Í þessum kafla hefur verið rakið að skilningur barna á tölum og 

reikniaðgerðum á sér ákveðinn þróunarferil. Skynjun á fjölda, röðun, 
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talningu og einföldum reikningi virðist vera meðfæddur eiginleiki. Á þeim 

grunni hvílir síðan sú færni sem einstaklingurinn tileinkar sér síðar vegna 

áhrifa frá menningunni sem hann elst upp í. Það fyrsta sem börn læra um 

tölur er upphaf talnarununnar. Síðan lærist þeim að hver tala svarar til 

ákveðins fjölda og að síðasta talan sem nefnd er, þegar fjöldi er talinn, segir 

til um hann. Börnin fara síðan að geta borið saman fjölda hluta í tveimur 

söfnum og telja til baka frá lágri tölu. Í fyrstu þurfa þau sýnilega hluti til að 

vinna með en við það að skemað sem þau eiga yfir fjölda og skemað sem 

þau eiga yfir talnaröðina renna saman í eitt fara þau að geta geymt eina 

stærð í huganum og talið frá henni. 

Sýnt hefur verið fram á að leikni í meðferð talna og skilningur á þeim 

hefur afgerandi áhrif á hvernig nemendum vegnar í stærðfræðináminu. 

Kennurum er því nauðsynlegt að þekkja hvernig skilningur barna á tölum og 

reikniaðgerðum þróast og hvað það er sem gefur vísbendingar um litla 

færni á þessu sviði. Búast má við að börn sem ráða illa við að telja áfram yfir 

tugi eða fara með talnarununa aftur á bak eigi við erfiðleika að etja. Einnig 

ef þeir geta ekki nefnt næstu tölu á undan eða næstu tölu á eftir gefinni 

tölu. Erfiðleikar með að telja fram og til baka á tugum og slakur skilningur á 

sætiskerfinu, þegar aðeins er liðið á grunnskólagönguna, benda einnig til 

vanda. Sitji börn föst í því fram eftir aldri að telja til lausnar, þegar fengist er 

við lágar tölur, bendir það til lítillar leikni í meðferð talna. 
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4 Talnalæsi barna við upphaf grunnskóla 

Til að leita svara við spurningunni um líklegan talna- og aðgerðaskilning 

barna á mörkum leikskóla og grunnskóla verður í þessum kafla rýnt í viðmið 

þeirra sex matsverkefna sem gerð verður grein fyrir í næsta kafla. Samhliða 

því verður fjallað um rannsóknarniðurstöður Häggblom í Finnlandi. Jafn-

framt verður rýnt í námskrár leik- og grunnskóla á Íslandi, viðmið og 

áherslur bandarísku stærðfræðikennarasamtakanna NCTM um stærðfræði-

nám ungra barna og í viðmið hollenska þróunarverkefnisins TAL. 

4.1 Viðmið matsverkefna og niðurstöður Häggblom 

Matsverkefni Malmer (2002) veita vísbendingar um að við upphaf skóla-

göngu megi búast við að börn ráði við að vinna með fjöldann upp í tíu, að 

þekkja talnatáknin frá 0 til 9 og að nota raðtölurnar allt að áttunda. Einnig 

að líklegt sé að þau geti borið saman stærðir á þessu talnasviði, viti hvaða 

fjölda hvert tölutákn sýnir og að þau kunni að skrifa einhver þeirra. (Sjá 

töflu 1). 

Samkvæmt viðmiðum fyrsta þreps í Alle teller (McIntosh, 2007) um 

þekkingu á tölum er gert ráð fyrir að í byrjun fyrsta bekkjar í Noregi kunni 

nemendur talnaröðina upp í tíu, geti sagt til um fjölda í mengi að minnsta 

kosti tíu hluta, geti talið bæði áfram og til baka frá tölu um einn eða tvo, 

skilji að fjöldinn er sá sami óháð því hvaða stak í mengi er byrjað á að telja, 

geti borið saman fjölda í litlum hópum, átti sig á fyrstu raðtölunum, þekki 

nokkra tölustafi og viti að peningar hafa mismunandi verðgildi. Ári síðar er 

gert ráð fyrir að nemendur kunni talnaröðina að minnsta kosti upp í 20 og 

tengi saman töluorð og tölutákn á því talnabili. Einnig að þeir telji rétt innan 

hvers tugs þótt ruglingur verði þegar farið er yfir tugi og að þeir lesi og skrifi 

tölur að lágmarki upp í tíu. Gert er ráð fyrir að nemendur skynji fjölda á 

mynd með átta hlutum án þess að telja, að þeir áætli fjölda í safni með allt 

að 20 hlutum og að þeir geti notað lægstu raðtölurnar. Enn fremur að þeir 

geti notað hugtakið helmingur við kunnuglegar aðstæður og þekki seðla og 

mynt þótt gildi þeirra allra sé ekki á hreinu. Skilningur á reikniaðgerðunum á 

að ná til þess að nemendur geti táknað einfalda samlagningu hlutbundið, 

notað hluti sem tákn fyrir lítnn fjölda og táknað lausnaleiðir með hjálp teikn-

inga, líkana, taflna, mynstra eða tákna. Einnig er gert ráð fyrir að þeir geti 

slegið lágar tölur inn í vasareikni og notað hann til að gera með honum 

rannsóknir á tölum. (Sjá töflu 1). 
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Úr niðurstöðum rannsóknar sem gerð var með The Early Numeracy Test 

(ENT), má lesa að samanburðarhugtökin og einkvæma svörunin þroskast 

fyrst og að nær allir ráði við slík verkefni á fyrsta ári í grunnskóla (Van Luit, 

2009). Með einkvæmri svörun er átt við að einn hlutur í ákveðnu mengi 

svari til annars staks í talnamenginu eða öðru mengi hluta. Talningarfærnin 

er sú færni sem þroskast hraðast frá fjögurra og hálfs að sjö ára aldri og 

flokkunarfærnin sú færni sem fleygir hraðast fram á sjötta árinu, en 

athyglisvert er að þeir sem náðu ekki valdi á henni þá höfðu litlu bætt við 

hana við sjö ára aldur. Miklar framfarir verða einnig í hlutbundinni talningu 

á sjötta aldursári og huglæga talningin tekur kipp á sjöunda árinu. Afgerandi 

er hve erfitt er fyrir börnin að ná valdi á huglægri talningu þegar þau geta 

hvorki horft á né handfjatlað þá hluti sem verkefnið gengur út á en á 

sjöunda aldursárinu fjölgar þeim þó hratt sem ráða við slík viðfangsefni. (Sjá 

töflu 1). 

Í First Steps in Mathematics (FSiM) er gert ráð fyrir að meginþorri sex ára 

barna hafi náð þroskaþrepi tvö, samanburðarþrepinu, og sé kominn inn á 

þrep þrjú, varðveisluþrepið, sem börn ná almennt valdi á sex til níu ára 

gömul (Willis, 2005a). Þrep tvö einkennist af hugsun um einkvæma svörun. 

Á þrepi þrjú eru börn búin að átta sig á því að þó svo aðinnbyrðis afstöðu 

eða ytra formi hluta í safni sé breytt haldist heildarfjöldinn óbreyttur sé 

hvorki bætt við í safnið né tekið af því. Börnin á þrepi tvö nota tölur til að 

lýsa magni, beita reikniaðgerðum á viðfangsefni, sem eru hluti af þeirra 

daglega lífi, meta hvort eitt safn hluta er stærra eða minna en annað, bæta 

við eða taka af og skipta jafnt. Þau kunna talnaröðina eitthvað áleiðis með 

tveggja stafa tölurnar, skilja að síðasta talan sem nefnd er segir til um 

fjöldann, geta leyst yrt samlagningar- og frádráttardæmi með lágum tölum, 

borið saman fjölda í tveimur hópum og fundið hverju munar. Einnig geta 

þau skipt litlu safni jafnt á milli nokkurra. Börn, sem eru á mörkum þess að 

færast yfir á þriðja þrep, nota stundum óhlutbundna talningu til að bera 

saman fjölda í tveimur hópum en grípa mjög gjarnan til hluta. Þau geta 

hopptalið en átta sig ef til vill ekki á að það gefur sömu niðurstöðu og að 

telja um einn í einu og eru ekki með á hreinu að sama svar fæst frá hvorri 

tölunni sem byrjað er að telja. Börn sem náð hafa þrepi þrjú para ekki 

lengur saman hluti heldur beita talningu við samanburð. Þau hafa áttað sig 

á að þegar lagt er saman fæst sama niðurstaða með því að telja frá annarri 

tölunni og þegar hóparnir eru settir saman og allt talið. Þau sjá samhengið á 

milli samlagningar og frádráttar og telja ýmist áfram eða aftur á bak eftir 

eðli verkefnanna. Þau kunna ákveðnar staðreyndir um tölur og geta hugsað 

um samlagningu og frádrátt sem heild og tvo hluta. Börn á þessu þrepi geta 

notað tölur til að skrá lausnaferli sitt í samlagningu og frádrætti. Þau vita að 



 

45 

endurtekin samlagning eða hopptalning gefur sömu niðurstöðu og þegar 

talið er áfram á einum. Skilningur á margföldun og deilingu ætti að vera á 

því stigi að barninu finnist sjálfsagt að þeim mun fleiri hluta, sem það getur 

búið til úr heildinni, þeim mun færri stök verði í hverjum hluta og að 

endurtekin skipting til helminga gefi jafn stóra hluta. (Sjá töflu 1). 

Með Early Numeracy Research Programme (ENRP) er til færnilisti yfir 

tölur og aðgerðir en ekki er hægt að staðsetja nemendur á honum miðað 

við aldur, einungis miðað við þá færni sem þeir búa yfir (Department of 

Education and Early Childhood Development, e.d.-b). Niðurstaða rannsókn-

ar, sem gerð var árið 2000, á hátt í 1.500 leikskólabörnum í tengslum við 

þróunarverkefnið sýndi að við upphaf síðasta árs í leikskóla var tæplega 

helmingur barnanna á þrepi núll (Bobis o.fl., 2005). Samkvæmt þrepunum, 

sem kynnt verða í kafla 5.7, réðu þau því ekki við að setja saman og telja 

fjöldann í tveimur hópum með fáum hlutum. 44% barnanna voru á þrepi 

eitt. Þau settu tvo hópa saman og töldu einn og einn hlut frá byrjun. 7% 

barnanna voru á þrepi tvö. Þau voru komin af hlutbundna stiginu í vinnu 

með lágar tölur yfir á talningarstigið og töldu áfram frá annarri tölunni í 

samlagningarverkefnunum. Eitt prósent barnanna hafði náð þrepi þrjú. Þau 

töldu til baka eða upp að tölu þegar þau fengust við frádráttarverkefni. 

Ekkert barnanna notaði þekktar staðreyndir um tölur né þróaðri lausna-

leiðir. Staða þessara sömu barna var metin aftur við lok leikskólagöngunnar 

en á milli mælinganna var unnið markvisst samkvæmt þróunaráætlun ENRP. 

Við seinni mælinguna reyndust 10% barnanna ekki ráða við að setja saman 

tvö söfn af hlutum og telja fjöldann. Þau voru enn þá á þrepi núll. Rúmlega 

40% voru á þrepi eitt. Þau hlutgerðu viðfangsefnin og töldu síðan einn og 

einn hlut. Tæplega 30% voru á þrepi tvö og töldu frá annarri tölunni í sam-

lagningu. 8% töldu til baka frá tölu eða upp að tölu þegar fengist var við 

frádrátt og höfðu náð þrepi þrjú. 3% voru komin á fjórða þrep. Þau beittu 

staðreyndum sem þau kunnu um lágar tölur og fundu lausnir þannig. Búast 

má við að frammistaða barnanna í rannsókninni sé ekki dæmigerð fyrir börn 

við lok leikskóla. Líklegt er að þau standi eitthvað betur að vígi en almennt 

má búast við vegna þeirrar markvissu vinnu sem fram fór með þeim. (Sjá 

töflu 1). 

Í Mathematics Recovery Programme (MRP) eru ekki gefin aldurstengd 

viðmið. Þrepin, sem kynnt verða í kafla 5.8, eru viðmið um færni í meðferð 

talna og aðgerða. Gert er ráð fyrir að hægt sé að flokka börn á aldrinum 

fimm til átta ára á eitthvert þessara þrepa. Árið 1999 var gerð rannsókn á 

hvaða áhrif þriggja mánaða íhlutun hefði á lausnaleiðir barna á þessum aldri 

(Bobis o.fl., 2005). Til þess að hægt væri að meta áhrifin var stöðumat lagt 

fyrir í upphafi rannsóknarinnar og aftur við lok hennar. Umrædd viðmið um 
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færni voru lögð þar til grundvallar þannig að lesa má stöðu sex ára barna 

sem þátt tóku í rannsókninni, út úr niðurstöðum matsins. Niðurstaðan sýndi 

að í upphafi rannsóknar voru rúmlega 35% sex ára barna á þrepi núll. Þau 

réðu ekki við að setja saman hópa og telja fjölda sem samtals var allt að tíu 

hlutir. Helmingur barnanna var á fyrsta þrepi og gat talið saman allt að tíu 

hluti væru þeir sýnilegir. 10% barnanna voru á þrepi tvö og gátu talið saman 

fjölda allt að tíu hluta þótt þeir væru ekki sýnilegir en byrjuðu að telja á 

einum. Um 5% voru á þrepi þrjú og notuðu einhvers konar talningaraðferðir 

án þess að hlutgera. Ekkert barnanna notaði staðreyndaþekkingu við lausn 

viðfangsefnanna né þróaðri aðferðir. Þegar yngri börn sem höfðu tekið þátt 

í þriggja mánaða íhlutun voru metin við sex ára aldur reyndust 10% vera á 

þrepi núll, það er þau réðu ekki við að setja saman hópa og telja fjölda sem 

samtals var allt að tíu hlutir. 40% þeirra voru á þrepi eitt og taldi saman 

heildarfjölda sýnilegra hluta, 30% voru á þrepi tvö og réðu við að telja 

ósýnilega hluti sem þau gátu ekki þreifað á, rúmlega 15% voru á þrepi þrjú 

og gátu talið óhlutbundið og tæplega 5% notuðu staðreyndir sem þau 

kunnu um tölur til að finna lausnir. (Sjá töflu 1). 

Rannsókn sem Häggblom gerði á finnlands–sænskum börnum leiddi í ljós 

að mikill munur er á skilningi og notkun talna hjá sex ára börnum sem eru 

að hefja skólagöngu (Häggblom, 2010). Þau sem styst voru komin skoruðu 

einungis fjórðung stiga á við þau sem best stóðu sig. Flest börnin gátu tengt 

saman rétta mynd og fjölda frá núll til sex og gert samanburð á safni hluta á 

því talnabili. Flest réðu þau við að telja upp í 32 eða hærra. Almennt 

reyndist börnunum auðveldara að nefna töluna á eftir gefinni tölu en töluna 

á undan. Rannsóknin leiddi einnig í ljós að á fyrsta skólaárinu bættu flestir 

nemendur færni sína verulega og fóru nokkuð fram úr því sem námskráin 

gerði kröfur um. Almennt skildu sex ára börnin orðadæmi með tölum upp í 

tíu, sem lögð voru fyrir þau munnlega, og þau völdu skynsamlegar reikni-

aðgerðir. Þegar talnasviðið var komið yfir tíu fór að greina á milli færni 

nemenda. (Sjá töflu 1). 

Í töflu 1 er gerð samantekt á hvað lesa má út úr hverju matstæki og 

rannsókninni sem rætt var um í þessum kafla. Þar eru dregin fram helstu 

atriði sem gera má ráð fyrir að börn hafi náð tökum á við upphaf 

grunnskólagöngu. 
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Tafla 1. Þekking og færni sex ára barna samkvæmt rannsóknum og matstækjum. 

Malmer Eru að ná tökum á að vinna með fjöldann upp í tíu. 
Þekkja talnatáknin frá 0 upp í 9.  
Þekkja fjöldann á bak við einhver af talnatáknunum. 
Kunna raðtölurnar allt að áttunda. 
Geta borið saman stærðir upp í tíu. 
Kunna að skrifa einhverja tölustafi á bilinu einn til níu. 

Alle teller Kunna talnaröðina upp í tíu og geta talið þann fjölda. 
Telja fram og til baka frá tölu um einn eða tvo. 
Átta sig á að ekki skiptir máli hvar er byrjað að telja, 
fjöldinn er sá sami. 
Bera saman fjölda í litlum hópum. 
Kunna fyrstu raðtölurnar. 
Þekkja nokkra tölustafi. 
Vita að peningar hafa mismunandi verðgildi. 

ENT Ráða við samanburð og samanburðarhugtök. 
Átta sig á að einn hlutur svarar til einnar tölu þegar talið er. 

FsiM Kunna talnaröðina áleiðis í tveggja stafa tölurnar. 
Skilja að síðasta talan, sem nefnd er, segir til um fjöldann. 
Átta sig á að einn hlutur svarar til einnar tölu þegar talið er. 
Hafa náð valdi á varðveislunni, að magn helst óbreytt þótt  
formi sé breytt. 
Nota tölur til að lýsa magni. 
Beita reikniaðgerðunum á viðfangsefni sem eru hluti af  
daglegu lífi þeirra. 
Geta borið saman fjölda. 
Bæta við, taka af og skipta jafnt. 
Geta leyst yrt samlagningar- og frádráttardæmi með lágum  
tölum. 
Geta borið saman fjölda í tveimur hópum með því að para  
saman og telja mismuninn. 

ENRP Ráða við að setja saman tvö söfn hluta og telja fjöldann. 
Hlutgera viðfangsefnin og telja síðan. 
Nokkur hluti barnanna getur notað talningu án þess að  
hlutgera viðfangsefnin og talið frá annarri tölunni. 

MRP Geta sett saman og talið fjöldann í tveimur sýnilegum hópum  
sem samtals eru allt að tíu hlutir. 
Einhver ráða við að telja saman allt að tíu hluti án þess að  
þeir séu sýnilegir. 
Fá barnanna nota þekktar staðreyndir um tölur. 

Häggblom Ráða flest við að telja upp í 32 eða hærra. 
Geta tengt saman rétta mynd við fjölda hluta allt að sex. 
Geta borið saman fjölda allt að sex. 
Velja almennt skynsamlegar aðferðir við útreikninga. 
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4.2 Viðmið námskráa 

Í Aðalnámskrá leikskóla (Mennta- og menningarmálaráðuneytið, 2011b) er 

lögð áhersla á læsi í víðum skilningi án þess að sérstaklega sé talað um 

talnalæsi eða stærðfræðilæsi. Fram kemur að skapa eigi börnum tækifæri til 

að velta vöngum yfir stærðfræðilegum viðfangsefnum og eru tölur, tákn og 

mynstur nefnd í því sambandi. Einnig er sagt að börn skuli að eiga kost á að 

tjá sig á fjölbreyttan hátt og þá meðal annars í gegnum tölur. Sagt er að 

skapa eigi börnunum tækifæri til að fást við viðfangsefni sem hvetja til 

skapandi hugsunar og sem bjóða upp á margar lausnir. Hvetja á börnin til 

rannsókna og ígrundunar. Ekki er nánar rætt um stærðfræðinám í nám-

skránni þannig að þar eru ekki sett fram markmið um færni í meðferð talna 

og reikniaðgerða. 

Í Aðalnámskrá grunnskóla: Stærðfræði (Menntamálaráðuneytið, 2007), 

þrepamarkmiði eitt, koma ekki fram skýr markmið um skilning á tölum og 

ekki er nefnt á hvaða talnasviði er ætlast til að nemendur vinni. Það er ekki 

fyrr en í áfangamarkmiðum við lok fjórða bekkjar að gefin eru viðmið um að 

nemendur skuli hafa skilning á náttúrulegu tölunum upp í 1000 og geta 

unnið að einhverju leyti með tölur upp í 10000. Samkvæmt þrepamarkmiði 

eitt er gert ráð fyrir að nemendur geti parað saman hluti úr umhverfinu, 

flokkað hluti í hópa og borið saman fjölda í þeim. Þeir eiga að geta talið hluti 

eða fólk, skoðað tölur á talnalínu og leikið frjálst með vasareikni til að 

rannsaka hvernig hægt er að setja saman tölur á marga vegu. Sagt er að 

vinna eigi með talnaþulur, fingravísur og talnarunur þar sem hoppað er til 

dæmis á tveimur, fimm eða tíu. Nemendur eiga að geta sýnt háar tölur með 

áþreifanlegum hlutum en ekki er frekar skilgreint hvað séu háar tölur fyrir 

börn á þessum aldri. 

Varðandi skilning á reikniaðgerðunum, færni í að beita þeim og að meta 

niðurstöður kemur fram í þrepamarkmiði eitt í Aðalnámskrá grunnskóla: 

Stærðfræði ( Menntamálaráðuneytið, 2007) að nemandi eigi að geta lagt 

saman, dregið frá, margfaldað eða deilt og leyst slík viðfangsefni úr daglegu 

umhverfi sínu. Þar segir einnig að nemendur skuli fá þjálfun í að finna 

mismunandi leiðir til að leysa verkefni og gera samanburð á þeim leiðum. 

Nemendur eiga að geta skipt safni þar sem afgangur verður og rökrætt 

hvernig hægt er að skipta afganginum jafnt á milli. Þeim er ætlað að nota 

vasareikninn meðal annars til að skoða tengsl samlagningar og margföldun-

ar og nemendur eiga að kynnast því hlutbundið að víxlregla gildir um sam-

lagningu. Þá er lögð áhersla á að nemendur noti þekkingu sína á tölum við 

hugarreikning. Nemendur á fyrsta þrepi eigi að leita eftir mynstrum í 
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umhverfinu og tákna gefið mynstur með ólíkum hlutbundnum gögnum. Þeir 

eiga einnig að geta myndað talnarunur á vasareikni. (Sjá töflu 2). 

Í Curriculum Focal Points for Mathematics in Prekindergarten through 

Grade 8 (National Council of Teachers of Mathematics, 2006) er gert ráð 

fyrir að við lok leikskóla geti börn notað tölur upp í tíu til að gera grein fyrir 

fjölda í hópi og búið til hóp í samræmi við uppgefinn fjölda. Þau eigi einnig 

að geta borið saman og raðað hlutum eða tölustöfum bæði eftir fjölda og 

stærð og beitt við það bæði fjöldatölum og raðtölum. Í fyrsta bekk skal 

stefnt að því að börnin skilji tölur að minnsta kosti upp í 100 og byrji að 

hugsa um tölurnar á milli tíu og 100 sem ákveðinn fjölda tuga og eininga. 

Þau eiga að geta áttað sig á lögmálinu í því hvernig tölurnar raðast þegar 

talið er og bera skynbragð á þann fjölda sem þær tjá. Einnig eigi þau að geta 

raðað tölum á talnalínu og talið aftur á bak. 

Um færni í að beita reikniaðgerðum er í Curriculum Focal Points for 

Mathematics in Prekindergarten through Grade 8 (National Council of 

Teachers of Mathematics, 2006) gert ráð fyrir að við lok leikskóla geti börn 

sett hlutbundið fram einfaldar samlagningar- og frádráttaraðstæður og 

notað árangursríkar leiðir til að finna svör við spurningum sem beint er til 

þeirra um fjölda. Þau telji fjölda í mengi af ákveðinni stærð og búi til mengi í 

samræmi við uppgefinn fjölda. Í fyrsta bekk þroski börn leiðir við að leggja 

saman og draga frá með heilum tölum og byggi þær leiðir á fyrri vinnu með 

lágar tölur. Þau noti fjölbreyttan efnivið til að hlutgera verkefni sem fela í 

sér að bæta við, taka af, bera saman fjölda eða að finna hlutann þegar 

heildin er þekkt, svo sem staka hluti, kubbalengjur eða talnalínu. Einnig skilji 

þau hvernig nota má talningu áfram og aftur á bak þegar lagt er saman eða 

dregið frá. Smátt og smátt tileinki þau sér þróaðri aðferðir eins og að fylla 

tug eða kalla umhugsunarlaust fram staðreyndir sem þau hafa lært um 

samlagningu og frádrátt lágra talna. Á þessu stigi ætti að hafa byggst upp 

skilningur á því að samlagning og frádráttur eru andhverfar aðgerðir. (Sjá 

töflu 2). 

TAL er skammstöfun á heiti á hollensku þróunarverkefni sem hófst árið 

1997 og heitir á frummálinu Tussendoelen Annex Leerlijnen (Van den 

Heuvel–Panhuizen, 2008a). Markmið TAL var að setja fram þrepamarkmið 

um stærðfræðinám í skólum og tengja ferlið við framkvæmd kennslu. 

Samkvæmt TAL er stefnt að því að við lok leikskóla geti börn sýnt á tákn-

bundinn hátt fjöldann upp í tíu, svo sem með fingrunum, strikum eða 

punktum og geti notað þá færni til að bæta við eða taka af þeim fjölda sem 

fyrir er (Van den Heuvel–Panhuizen, 2008a). Í fyrsta bekk er lögð áhersla á 

fjölbreytta vinnu með tölurnar upp í 20. Börnin eiga að geta talið fram og til 
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baka frá hvaða tölu sem er og skráð þær inn á auða talnalínu sem byrjar á 

núlli og endar á 20. Einnig er gert ráð fyrir að börnin nái valdi á að brjóta 

tölur niður á sveigjanlegan hátt og mynda þannig fjölbreyttar samsetningar 

fyrir hverja tölu. Á fyrstu tveimur árum grunnskólans á að leggja áherslu á 

tilfinningu barna fyrir tölum upp í 100 og útreikninga með tölum á því talna-

bili. Þeim er ætlað að hafa þá náð fullu valdi á samlagningu og frádrætti 

talna upp í 20. Auk þess eiga þau að vera byrjuð að fást við margföldun og 

deilingu. 

Gert er ráð fyrir að aðgerðaskilningur við lok leikskóla sé kominn á það 

stig að börn geti með einhverjum hætti fundið lausn á samlagningu og frá-

drætti með tölum frá núll upp í tíu (Van den Heuvel–Panhuizen, 2008a). Í 

fyrsta bekk er markmiðið að nemendur verði leiknir í að leggja saman og 

draga frá með tölum upp í 20, annað hvort með því að telja fram og til baka 

eða kalla fram staðreyndaþekkingu sem þau búa yfir. Þau eiga líka að geta 

yfirfært þessa þekkingu á raunverulegar aðstæður og geta skráð hana niður 

í samræmi við viðteknar venjur stærðfræðinnar. (Sjá töflu 2).  

Í töflu 2 eru dregin saman þau markmið sem sett eru fram í námskránum 

við lok leikskóla. Þau eru samanburðarhæf við það sem fram kemur í töflu 1 

þar sem miðað er við börn á sama aldri. 

Tafla 2. Markmið námskráa um talna- og aðgerðaskilning barna við lok leikskóla. 

Aðalnámskrá 
leikskóla 

Engin markmið eru sett fram. 

Curriculum 
Focal Points for 
Mathematics in 
Prekindergarten 
through Grade 
8 

Vinni með tölur upp í tíu. 
Geti notað tölur til að gera grein fyrir fjölda í hópi. 
Geti búið til hóp í samræmi við uppgefinn fjölda. 
Geti borið saman og raðað hlutum eftir fjölda. 
Geti raðað tölustöfum í rétta röð. 
Geti notað bæði fjöldatölur og raðtölur þegar unnið er með 
fjölda og röðun. 
Geti unnið hlutbundið með samlagningu og frádrátt. 
Geti notað árangursríkar leiðir til að finna út fjölda. 

TAL Geti sýnt fjöldann upp í tíu með fingrunum, strikum eða 
punktum og geti notað þá færni til að bæta við eða taka af. 
Geti með einhverjum hætti fundið lausn á samlagningu og 
frádrætti með tölum frá núll upp í tíu. 
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4.3 Niðurlag 

Í þessum kafla hefur verið leitast við að varpa ljósi á talna- og aðgerða-

skilning sex ára barna. Samkvæmt því sem lesa má út úr viðmiðum mats-

tækjanna, sem kynnt verða í kafla fimm og þess sem fram kom í rannsókn 

Häggblom, er erfitt að segja nákvæmlega til um yfir hvaða færni sex ára 

börn búa. Það kemur til vegna þess að þroski og færni barna á sama aldri er 

mismunandi. Samt sem áður er hægt að draga saman ákveðna þræði sem 

almennt einkenna færni barna á þessum aldri þó svo að alltaf séu einhver 

börn styttra á veg komin og önnur lengra. Í töflu 3 eru tekin saman þessi 

almennu einkenni, sem lesa má út úr matstækjunum og markmiðum nám-

skránna sem kynntar voru í kaflanum, um hvers má vænta varðandi færni 

sex ára barna.  

Tafla 3. Almenn einkenni talna- og aðgerðaskilnings sex ára barna samkvæmt 
matstækjum og námskrám. 

Talnaröðin Kunna talnaröðina eitthvað áleiðis í tveggja stafa tölur. 
Geta notað raðtölur allt að áttunda. 

Talning Átta sig á því að einn hlutur svarar til einnar tölu. 
Flest nota sýnilega hluti við að telja (hlutbundið stig). 
Nokkur hluti getur talið án sýnilegra hluta. 
Nokkrir geta talið frá tölu sem geymd er í minninu og þurfa 
ekki að telja frá einum. 
Mjög fá nota lærðar staðreyndir um tölur. 

Fjöldaskilningur Skilja að þótt formi eða afstöðu hluta sé breytt helst fjöldinn 
óbreyttur.  
Geta sett saman litla hópa og talið heildarfjölda allt að tíu 
hluta. 
Vita að síðasta talan, sem nefnd er, segir til um fjölda þess 
sem talið er. 
Geta raðað eftir fjölda. 
Geta tengt rétta mynd við lítinn fjölda. 
Geta búið til hóp í samræmi við gefinn fjölda. 

Merking og 
meðferð tákna 

Þekkja tölustafina frá 0 til 9. 
Geta raðað tölustöfunum í rétta röð. 
Geta skrifað nokkra tölustafi á bilinu 1 til 9. 

Aðgerðaskilningur Geta bætt við, tekið af og skipt jafnt á milli.  
Geta unnið með tölur að minnsta kosti upp í 10. 
Geta borið saman fjölda í litlum hópum. 
Geta fundið mismun með því að para hluti saman. 
Geta leyst yrt viðfangsefni með lágum tölum. 
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Athygli vekur að engin markmið um stærðfræðifærni leikskólabarna skuli 

vera sett fram í nýútkominni íslenskri námskrá fyrir leikskóla. Þetta sam-

ræmist ekki því sem sjá má víða erlendis þar sem aukin áhersla virðist á 

stærðfræðinám leikskólabarna. Samtök bandarískra stærðfræðikennara 

hafa til dæmis sett fram ítarleg markmið fyrir börn frá fjögurra ára aldri. Þau 

ná ekki einungis til talna- og aðgerðaskilnings heldur einnig til rúmfræði og 

mælinga. Það sama má segja um hollenska efnið TAL sem birtir þrepa-

markmið í þessum þremur inntaksþáttum stærðfræðinnar allt niður í 

fjögurra ára aldur. 
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5 Stöðumat og erlend matstæki í stærðfræði  

Þrátt fyrir að minni gaumur hafi verið gefinn að erfiðleikum barna við að 

tileinka sér stærðfræði en lestur eru til ýmis verkfæri erlendis, sem byggð 

eru á vísindalegum rannsóknum, og nota má til að meta stöðu nemenda 

(Gersten o.fl., 2005). Í þessum kafla verður rætt um nauðsyn þess að byggja 

kennslu á stöðumati og gerð grein fyrir nokkrum erlendum matstækjum 

sem nota má til að meta stærðfræðiskilning ungra barna. Sum þeirra eru 

hluti af víðtækum þróunarverkefnum þar sem matið er einungis hlekkur í 

langri keðju vísindalegrar vinnu. Leitast var við að finna efni sem víðast í 

hinum vestræna menningarheimi. Í Ástralíu virtist vera af mestu að taka en 

einnig verður hér kynnt efni frá Norðurlöndunum, Hollandi og Banda-

ríkjunum. 

5.1 Stöðumat 

Nauðsynlegt er fyrir kennara að koma sér upp skýrri mynd af þekkingu 

nemenda svo að þeir geti mætt hverjum og einum þeirra í samræmi við 

reynslu, hugsun og hugtakatengsl sem þeir hafa þegar myndað (Glasersfeld, 

2005). Í ljósi kenninga Vygotsky um svæði hins mögulega þroska er mjög 

mikilvægt að vita hver þroski barns er þannig að það sem barninu er boðið 

upp á í námi sé krefjandi fyrir það án þess að því sé ofboðið. Samkvæmt 

Sarama og Clements (2009) sýndu rannsóknir Heuvel–Panhuizen frá 1996 

og Thomson o.fl. frá 2005 vanmat kennara á stærðfræðilegri færni ungra 

barna og að rannsókn Wright o.fl. frá 1994 benti til þess að kennarar í 

leikskólum og á fyrsta ári grunnskóla geri sér ekki grein fyrir hve mikilvægt 

er að þjálfa talningu af ýmsu tagi. Þeir geri því allt of lítið af því með þeim 

afleiðingum að nemendur bæti litlu við sig. 

Til að mæta einstaklingnum þar sem hann er staddur þarf að byrja á að 

afla sem nákvæmastra upplýsinga um kunnáttu hans með því að leggja fyrir 

stöðumat sem áframhaldandi kennsla byggist síðan á (Ginsburg, 2009). Það 

sem máli skiptir fyrir kennarann er að vita hvað nemandinn hefur tileinkað 

sér, hvernig hann hugsar, hver þekking hans er, hver hæfni hans til náms er 

og hvað vekur áhuga hans. Kennarar ættu að nýta hvert tækifæri í daglegu 

skólastarfi til að fylla inn í þessa mynd. 

Sé unnið með nemendum út frá upplýsingum, sem fengnar eru með 

hvers konar stöðumati, má vænta betri árangurs af kennslunni en ef mat fer 
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einungis fram í þeim tilgangi að kanna hversu mikið nemandinn hefur 

tileinkað sér af því efni, sem farið hefur verið yfir, og ekkert frekar er að gert 

(Clarke, 2003). Taka þarf tillit til ýmissa þátta þegar slíkt mat er undirbúið og 

framkvæmt. Meðal þess sem Clarke nefnir í því sambandi er að: 

 viðfangsefnið tengist á eðlilegan hátt því sem kennt hefur verið, 

 sveigjanleiki í verkefninu sé slíkur að hægt sé að komast að 
niðurstöðu eftir ólíkum leiðum, 

 upphaf verkefnisins sé ekki þyngra en svo að allir nemendur komist af 
stað með að leysa það, 

 verkefnið sé hvetjandi fyrir nemandann, 

 boðið sé upp á að nemendur geti látið ljós sitt skína í verkefninu og 
sýnt fram á hvað þeir hafa lært og hvernig þeir tengja það fyrri 
þekkingu, 

 verkefnin séu þannig gerð að þau hjálpi kennurum að átta sig á hvaða 
frekari hjálpar nemendur þarfnast á viðkomandi sviði. 

Við stöðumat er upplýsingum einkum safnað með formlegum eða 

óformlegum athugunum, verkefnum eða prófum og viðtölum (Ginsburg, 

2009). Athugun getur átt sér stað við sérstaklega uppstilltar aðstæður eða 

með því að fylgst sé með barninu að störfum eða í leik í sínu venjulega 

umhverfi. Einnig getur hún falist í því að skoða afrakstur af vinnu barnsins. 

Áhorfsathugun hefur þær takmarkanir að hún gefur litlar upplýsingar um 

hvað barnið er að hugsa. Skrifleg verkefni eða próf er hægt að leggja fyrir 

einstakling eða heilan bekk samtímis. Sé sama verkefnið lagt fyrir marga 

gefur það vísbendingar um hver staða hvers einstaklings er miðað við 

hópinn. Ákveðnir annmarkar eru á því að leggja skrifleg próf fyrir nemendur, 

því að erfitt getur reynst að ráða nákvæmlega í hvaða hugsun liggur að baki 

lausnunum (Clements og Ellerton, 1995). Þetta á að minnsta kosti við um 

krossaspurningar og beinar spurningar þar sem ætlast er til stuttra svara. 

Skrifleg próf henta ungum nemendum líka illa þar sem lestrarfærni þeirra 

og lesskilningur er misjafn (Clarke, Clarke og Cheeseman, 2006). Upp-

lýsingarnar sem fengnar eru með skriflegum prófum nægja yfirleitt ekki 

þannig að nauðsynlegt getur reynst að fylgja skriflegum niðurstöðum eftir 

með viðtali (Ginsburg, 2009). Þegar upplýsingum er safnað með viðtali er 

það gert út frá verkefnum sem valin eru af þeim sem stýrir viðtalinu. Fylgst 

er með öllu því sem skýrt getur viðbrögð nemandans og hann spurður 

spurninga sem draga fram hvernig hann hugsar. Viðtal gefur því mun fyllri 

upplýsingar en skriflegt próf. Viðtöl kennara við nemendur njóta vaxandi 
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viðurkenningar sem árangursrík aðferð við að afla upplýsinga um skilning 

nemenda á stærðfræði (Clarke o.fl., 2006). 

Reynslan af ástralska þróunarverkefninu Early Numeracy Research 

Project, sem gerð verður grein fyrir hér á eftir, staðfestir að viðtöl eru 

árangursrík leið til að afla þeirra upplýsinga sem máli skipta fyrir skipulag 

náms og kennslu (Clarke, 2003). Bekkjarkennarar tóku viðtöl við hvern og 

einn nemanda tvisvar á skólaárinu, 40 mínútur í hvort skipti. Rannsakendur 

lögðu línurnar um verkefni en bekkjarkennararnir höfðu frjálsar hendur um 

framvindu viðtalsins, en haft skyldi að leiðarljósi að grafast fyrir um hvað 

nemendur skildu og hvað þeir misskildu varðandi ákveðin lykilhugtök stærð-

fræðinnar. Þess vegna var nemandinn stöðugt krafinn svara um hvernig 

hann fór að því að finna lausnina og kennarinn skráði niður bæði svarið og 

leiðina (Clarke, Mitchell og Roche, 2005). Niðurstöður rannsóknarinnar 

sýndu að kennararnir höfðu ekki betri mynd af nemendum sínum en svo að 

þeim kom á óvart á hverju ýmsir þeirra höfðu vald. Nokkrir nemendur 

reyndust mjög klárir í stærðfræði þótt kennararnir hefðu ekki áttað sig á því 

í almennum kennslustundum að þeir sköruðu fram úr. Eftir þessi viðtöl 

gerðu kennarar sér einnig betri grein fyrir hvaða þættir innan stærðfræð-

innar reyndust nemendum þeirra sérstaklega erfiðir.  

Í leiðbeiningum sem fylgja með stöðumati í talna- og aðgerðaskilningi, 

sem Matematikksenteret í Noregi gefur út, og einnig er gerð grein fyrir hér á 

eftir, er lögð áhersla á að allir kennarar verði að gefa sér tíma til að eiga 

samræður við nemendur sína, því að það sé eini möguleikinn til að komast 

að því í hverju misskilningur og ranghugmyndir þeirra liggja (McIntosh, 

2007). Skoðun höfundar prófsins er að skrifleg próf veiti upplýsingar um 

styrk og veikleika nemenda, um hverjir búi yfir hliðstæðum veikleikum og 

styrkleikum og hvaða nemendur séu sterkir í faginu og hverjir slakir. Hann 

er þeirrar skoðunar að ein og sér dugi þau hins vegar ekki til því að þau skýri 

ekki hvers vegna nemandinn kemur með rangt svar, hvað hann hefur 

misskilið né hvers konar hjálp hann þarf. Ekkert annað en samtal kennarans 

við nemandann geti gefið nógu góðar upplýsingar um hvernig nemandinn 

hugsar, hvernig hann færir fram rök og hvað hann misskilur eða rangtúlkar. 

Höfundurinn mælir með því að niðurstöður skriflegs prófs séu lagðar til 

grundvallar samtali og fimm til tíu atriði valin sem taka á til skoðunar, þar af 

eitt eða tvö sem nemandinn leysti rétt. Í viðtalinu á nemandinn að hafa 

orðið og kennarinn að forðast að gefa vísbendingar um rétt eða röng svör 

og nota ekki viðtalið til að kenna nemandanum. 
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5.2 The Test of Early Mathematics Ability–TEMA 3 

The Test of Early Mathematics Ability er staðlað matstæki sem Bandaríkja-

mennirnir Herbert Ginsburg og Arthur J. Baroody eru höfundar að (Bliss, 

2006; Psychological and Educational Publications, e.d.). Það kom út í þriðju 

útgáfu árið 2003 undir skammstöfuninni TEMA–3. Prófið er ætlað börnum á 

aldrinum þriggja ára að níu ára aldri en getur einnig hentað fyrir eldri 

nemendur. Með prófinu á að vera hægt að meta stærðfræðilega hæfni 

barnanna út frá ákveðnum gefnum viðmiðum. Prófinu er ætlað að finna þau 

börn sem eru á eftir jafnöldrum sínum í stærðfræðilegri hugsun, greina 

ákveðna styrkleika og veikleika í stærðfræði hjá þeim, fá yfirlit yfir framfarir 

í stærðfræðináminu og safna upplýsingum til að byggja áframhaldandi 

kennslu á. 

Prófið er lagt fyrir með einstaklingsviðtali sem áætlað er að taki um 40 

mínútur (Bliss, 2006). Það samanstendur af tveimur misþungum 

verkefnaflokkum sem gefur tækifæri til að bera saman stöðuna hjá barninu 

frá einum tíma til annars. Hvor flokkur um sig inniheldur 72 verkefni. 

Matsþættirnir beinast bæði að færni, sem barnið tileinkar sér án formlegrar 

kennslu, og færni sem kennd er í skólum. Matið nær til leikni í meðferð 

talna, samanburðar á fjölda, að lesa úr tölum, kunnáttu í talnastaðreyndum, 

reiknifærni og hugtakaskilnings. Niðurstöður prófsins eru reiknaðar út 

tölulega. Þær fást á stöðluðu formi, sem hundraðsröðun, sem röðun í 

samanburði við meðalframmistöðu á ákveðnum aldri og á hvaða þekkingar-

þrep barnið raðast. Prófinu fylgir handbók með leiðbeiningum um úrræði í 

kjölfar matsins. (Sjá töflu 4). 

5.3 Matsverkefni Malmer 

Gudrun Malmer, fyrrverandi prófessor við kennaraháskólann í Malmö í 

Svíþjóð, leggur áherslu á að þegar staða nemanda sé metin skuli hún metin 

heildrænt (Malmer, 2002). Matið skuli ná til hugtaka og aðferða, sem barnið 

notar, hvernig það hugsar, ber sig að og tjáir sig bæði hlutbundið og í tali 

sem og til viðhorfs barnsins til stærðfræði og hvernig það lítur á hlutverk sitt 

í stærðfræðináminu. Á grundvelli reynslu sinnar og þekkingar bjó Malmer til 

verkefni í átta flokkum til að greina stöðu nemenda sem eru að hefja skóla-

göngu. Almennum kennurum er ætlað að leggja þau fyrir þótt stundum 

henti vel að gera það í samstarfi við sérkennara sem aðstoðar síðan við gerð 

einstaklingsmiðaðrar áætlunar.  

Verkefnaflokkarnir átta, sem Malmer (2002) telur að gefi í flestum tilvik-

um nægilega góða mynd af forsendum barnsins til að hægt sé að byggja 

kennsluna á niðurstöðunum, eru: 



 

57 

 Talnaröðin, samanburður á fjölda og skilningur á samanburðar-
hugtökum. Þetta er prófað með því að nemandanum eru fengnir 
kubbar af tveimur gerðum í þremur mismunandi litum. Hann á að 
flokka eftir litum, telja hve margir eru af hverjum lit, bera saman 
fjölda í hópunum, finna út hvað miklu fleiri eru af einum lit en öðrum, 
telja gefinn fjölda, finna heildarfjölda kubba og nefna töluna næst á 
eftir gefinni tölu. Áhersla er á hugtökin fleiri, fleiri en, færri, færri en, 
flestir, jafn margir, ekki jafn margir, 

 Samanburður á stærð, að raða eftir stærð og skilningur á stærðar-
hugtökum. Nemandanum eru fengnar átta kubbalengjur með fjölda 
kubba frá einum upp í sex. Tvær af þeim eru með þremur kubbum og 
tvær með fjórum kubbum. Nemandinn er látinn bera saman stærðir 
og raða eftir stærð. Áhersla á hugtökin stærstur, minnstur, næst 
stærstur, næst minnstur og jafn stór, 

 Að tengja saman töluorð og tölustafi. Notuð eru spjöld með 
tölustöfunum 0 til 9. Nemandanum er sýnt spjald eða spjöld með 
tölustöfum sem hann á að segja nafnið á. Hann á að raða spjöldunum 
í rétta röð, lesa röðina áfram og aftur á bak, finna hvaða tala er næst 
á undan tölu og hvaða tala er á milli tveggja talna. Athugað er hvað 
nemandinn getur talið hátt, hvort hann getur tengt töluorð við 
tölustafi frá núlli til níu og skilji hugtökin talan á undan, talan á eftir 
og tala á milli tveggja talna, 

 Raðtölurnar upp í áttunda og staðsetningarhugtök. Nemandanum 
eru fengnir kubbar í fjórum mismunandi litum. Hann á að raða þeim 
eftir uppgefnu mynstri. Síðan er hann spurður að því hvernig kubbar 
á mismunandi stöðum í röðinni eru á litinn, 

 Einföld reikningsdæmi. Níu dæmi eru lögð munnlega fyrir nemand-
ann. Fengist er við að taka af, skipta jafnt, ójafna skiptingu, að finna 
hvað munar miklu og hvað oft er hægt að taka sama fjölda af, 

 Skrift tölustafa. Nemandinn á að skrifa tölustafina 0 til 9 á blað. 
Hreyfifærni, spegilskrift og annað óöryggi er meðal þess sem kannað 
er, 

 Skynjun á tímatalinu. Nemandinn er spurður hvaða vikudagur, mánuð 
og ár er núna, hvenær hann er fæddur og athugað hvað mikið hann 
kann á klukku, 

 Rýmisskynjun. Flaska með vökva í er sett í mismunandi stöðu og 
nemandanum eru fengin spjöld með myndum af stöðu hennar. Hann 
á að merkja yfirborð vökvans í flöskunni inn á myndirnar. 

Malmer (2002) tekur fram að allra mikilvægast sé að átta sig á sterkum 

hliðum nemandans og byggja á þeim við að styrkja veiku hliðarnar. Hún 
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segir að alltaf ætti að leitast við að koma í veg fyrir að sjálfsmynd nemand-

ans skaðist vegna viðfangsefna sem eru honum ofraun. Rangar niðurstöður 

eigi að þykja eðlilegur hluti af stærðfræðinámi og líta beri á þær sem tæki-

færi til ígrundunar og náms. Malmer varar sérstaklega við því að ýta nem-

endum of snemma út í vinnu með formlegt táknmál stærðfræðinnar. Þess 

þurfi að gæta að þeir fái nægan tíma til að tileinka sér grundvallarhugtök því 

að þau séu forsenda þess að vald náist á hinni táknbundnu stærðfræði. (Sjá 

töflu 4).  

5.4 Kartlegging og undervisning ved lærevansker i 
matematikk 

Hinn norski Olav Lunde er höfundur efnis sem ber á norsku heitið 

Kartlegging og undervisning ved lærevansker i matematik en í danskri 

þýðingu, sem hér er vitnað til, heitir það Rummelighed i matematik. Efnið er 

í þremur hlutum þar sem reynt er að gefa heildarmynd af því sem veldur 

vanda í stærðfræðinámi, hvernig hægt er að kortleggja vandann og hvernig 

styðja má við þá nemendur sem eiga í miklum erfiðleikum (Lunde, 2002a, 

2002b, 2002c). Kenningar vitsmunasálfræðinnar og þar með hugsmíðinnar 

um nám eru bakgrunnur verksins. Markmiðið með efninu er að bæta sér-

kennsluna með því að leggja fram verkfæri til að meta stöðu nemenda 

(Lunde, 2002b). Lunde vill því frekar tala um efnið sem stöðumat heldur en 

próf. Niðurstöðu þess á að leggja til grundvallar kennslunni. Efnið er samt 

ætlað stærðfræðikennurum ekki síður en sérkennurum. Mat Lunde er að í 

þriðja til fjórða bekk fari erfiðleikar nemenda með stærðfræðina að valda 

því að framfarir verði nær engar. Þess vegna miðar hann stöðumatið við 

þann aldur en bendir á að það henti líka fyrir eldri nemendur.  

Fyrsta skref í stöðumatinu er að leggja yfirlitspróf fyrir þá nemendur sem 

ætla má að ráði illa við stærðfræðina (Lunde, 2002b). Hægt er að leggja það 

fyrir fleiri en einn nemanda í einu. Áætlað er að um það bil 45 mínútur taki 

að leggja yfirlitsprófið fyrir, meta niðurstöður og færa þær inn á yfirlitsblað 

þannig að gróf sýn sé komin á hvar skórinn kreppir. Með yfirlitsprófinu er 

lagt mat á eftirtalda færni: 

 Að fara eftir fyrirmælum um staðsetningu, staðsetningarhugtök. 
Meðal hugtaka sem eru könnuð má nefna stystur, lengstur, í 
miðjunni, vinstri og hægri. Einnig horn og brúnir. Fylgst er með hreyfi-
færni og hvernig nemandinn vinnur á blaði eftir fyrirmælum, 

 Talnaskilningur. Hér er meðal annars athugað hvort nemandinn getur 
skrifað tölustafina frá einum upp í átta og það í réttri röð. Einnig hver 
þekking hans er á talnaröðinni, til dæmis hvaða tala kemur á undan 
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36 og hvaða tala kemur á eftir 29. Kannað er hvort nemandinn getur 
hopptalið á tveimur án þess að byrja að telja á tveimur. Athugað er 
hvort nemandinn ruglar rithætti 12 og 21, hvort hann áttar sig á 
hlutverki núllsins í ritun talna og hvort hann skilur tugakerfið, 

 Form og stærðir. Athuguð er skynjun nemandans á stærðum eins og 
hve langir fjórir sentimetrar eru eða hve breitt blað er. Einnig er 
kannað hvort hann skilur hugtökin jafn langt, í miðjunni, minni en, 
síðastur, röð, ferhyrningur og helmingur. Nemandinn er látinn merkja 
vísa á klukku og sýna hálfan tíma, 

 Lausnaleiðir, reikniaðgerðir og málskilningur. Athugað er hvort 
nemandinn skilur verkefni, sem lesið er upp fyrir hann, og hvort hann 
velur viðeigandi reikniaðgerð. Einnig hvað hann gerir við upplýsingar, 
sem skipta ekki máli, og hvernig hann ber sig að við að finna lausn á 
viðfangsefni sem þarf fleiri en eitt skref til að leysa. Skoðað er hvernig 
nemandinn meðhöndlar upplýsingar í orðadæmum og hvort hann 
vinnur skipulega að því að finna lausn. Kannað er hvort nemandinn 
getur skipt í hluta með því að skipta aftur og aftur til helminga, 

 Minni, einbeiting og athygli. Nemandanum eru gefin fyrirmæli um 
hvernig hús hann á að teikna. Hann má ekki byrja fyrr en allar upplýs-
ingar hafa verið gefnar. Athugað er hvað mikið nemandinn mundi og 
hversu vel hann hlustaði á meðan lýsingin var lesin upp. 

Niðurstaða yfirlitsprófsins ræður því síðan hverjir fara í nánari athugun og á 

hvaða sviði en undirpróf eru fyrir alla þætti yfirlitsprófsins. Um það bil 30 

mínútur tekur að leggja hvert þeirra fyrir því að þótt þau séu efnislítil eru 

þau lögð fyrir munnlega og leitast við að komast að því hvernig nemandinn 

hugsar og í hverju veikleikinn liggur. Í undirprófunum er leitað enn þá dýpra 

niður í grunninn en gert er í yfirlitsprófinu (Lunde, 2002b). Til dæmis eru 

verkefni þar sem spurt er út í ýmislegt tengt daglegu lífi þar sem tölur og 

fjöldi koma við sögu. Flokkur verkefna beinist að lestri og skrift talna, röðun 

þeirra og gildi tölustafa eftir því í hvaða sæti sætiskerfisins þeir eru. Einnig 

eru nokkur verkefni sem prófa allar reikniaðgerðirnar. 

Með stöðumatinu fylgja ábendingar um úrræði (Lunde, 2002c). Þau eru í 

samræmi við það sem nemandinn þarf aðstoð við að tileinka sér. Dæmi um 

slíkt er að láta nemandann telja fram og til baka með hjálp talnalínu ef hann 

þarf þjálfun í að telja rétt í báðar áttir. Jafnframt er bent á að nota spil í 

þessum tilgangi. Annað dæmi er að eigi nemandinn erfitt með að reikna í 

huganum og er bundinn við að nota teljanlega hluti þá er mælt með að 

hann noti gögn sem stuðla að heildarhugsun fremur en staka teljanlega 
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hluti eins og sentikubba. Meðal annars er mælt með teikningum eða annars 

konar skýringarmyndum. (Sjá töflu 4). 

5.5 Alle teller 

Matematikksenteret, miðstöð náms og kennslu í stærðfræði í Noregi, hefur 

gefið út handbók fyrir kennara sem kenna stærðfræði í grunnskólum þar 

sem tölur og talnaskilningur grunnskólabarna eru til umfjöllunar (McIntosh, 

2007). Efni hennar er ástralskt að uppruna en er þýtt og lagað að norskum 

aðstæðum. Það er bæði byggt á rannsóknum og áralangri reynslu höfundar-

ins af vinnu með nemendum og kennurum. Auk þess að veita kennurum 

margvíslegar ábendingar um hvernig þeir geta hagað kennslu þannig að 

nemendur verði leiknir í vinnu með tölur hefur handbókin að geyma yfirlit 

yfir tíu þrep í talnaskilningi, aðgerðaskilningi og reiknifærni og hvað nem-

endur á hverju þrepi eiga að kunna. Viðmið fyrir hvert þrep er áætluð geta 

nemanda við upphaf samsvarandi námsárs grunnskólans en innan hvers 

námsárs eru nemendur sem annars vegar hafa ekki náð ætlaðri færni og 

hins vegar nemendur sem eru lengra komnir. Nemendur á sama námsári 

geta því verið á mismunandi þrepum. 

Stöðupróf fyrir hvert þrep fylgja handbókinni ásamt leiðbeiningum um 

hvernig þau skuli lögð fyrir og greinargerð um hvað hverju verkefni er ætlað 

að leggja mat á (McIntosh, 2007). Markmið prófanna er að greina stöðu 

nemenda þannig að kennarinn geti mætt hverjum og einum þar sem hann 

er staddur. Það hefur ekkert gildi að telja saman rétt og röng svör, það sem 

máli skiptir eru upplýsingarnar sem fást um styrkleika og veikleika nemend-

anna og að byggja áframhaldandi kennslu á þeim upplýsingum.  

Við fyrirlögn er hugarreikningur metinn á flestum þrepum. Það er fyrsti 

hlutinn sem lagður er fyrir hópinn sem verið er að prófa (McIntosh, 2007). 

Fyrirlögn þess hluta fer þannig fram að kennarinn les verkefnið tvisvar 

sinnum yfir og gefur nemendum síðan tíu sekúndur til að finna lausnina og 

skrifa niðurstöðu á svarblaðið. Síðan er skriflega prófið lagt fyrir og á því eru 

engin tímamörk. Að niðurstöðum fengnum er þeim fylgt eftir með 15 

mínútna einstaklingsviðtali kennarans við þá nemendur sem þarf að skoða 

betur hjá í hverju misskilningur eða ranghugmyndir liggja. Á fyrsta þrepi er 

ekki sérstakt hugarreikningspróf. Mælt er með því að öll verkefnin á því 

þrepi séu lögð fyrir í samtali milli nemanda og kennara og bent á þann kost 

að nota handbrúðu við að bera spurningarnar fram.  

Hér á eftir verður gefin innsýn í verkefni á fyrsta þrepi en þau eru ætluð 

sex ára nemendum strax að hausti (McIntosh, 2007). Nemandinn er fyrst 

spurður hvort hann geti nefnt eina tölu og síðan hvort hann geti skrifað 
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einhverja tölu sem hann er svo látinn lesa. Þar næst er hann spurður til 

hvers tölur séu og hvar þær sé að finna í nánasta umhverfi, bæði úti og inni. 

Athugað er hversu hátt nemandinn kann að telja. Honum eru sýndir hlutir 

eða teikningar af þeim og hann beðinn að segja til um fjöldann sem sýndur 

er í hvert sinn. Þar næst eru 20 hlutir settir á borð og nemandinn beðinn um 

að rétta kennaranum mismunandi marga hluti. Nemandinn er spurður 

hvaða tölustafir séu á spjöldum sem honum eru sýnd. Hann er beðinn að 

segja til um hvor hópurinn af tveimur hefur fleiri hluti þegar einungis munar 

einum hlut á þeim. Nemandinn á að áætla fjölda hluta á mynd, sem hann 

fær að sjá í tvær til þrjár sekúndur, en ekki lengur því að tíminn má ekki vera 

svo langur að barnið geti talið hlutina. Orðadæmi eru lögð fyrir nemandann 

þar sem hann á að bæta tveimur við í öðru þeirra og taka tvo af í hinu. 

Með hverju þrepi fylgja eyðublöð til að skrá niðurstöður prófsins á 

(McIntosh, 2007). Við hvert verkefni má sjá í hvaða kafla handbókarinnar er 

fjallað um viðkomandi efnisþátt. Hver kafli í handbókinni fæst við eitt 

afmarkað efni og í byrjun er umræða um efnisþáttinn þar sem fram kemur 

hvað gæti reynst erfitt og hvers vegna. Einnig er bent á í hverju misskilning-

ur gæti legið. Gefin eru dæmi um birtingarmyndir erfiðleika og bent á 

hvernig hægt er að efla færni nemenda í viðkomandi efnisþætti. 

Flest úrræðin á fyrsta þrepi er að finna í kaflanum um tölur og talningu 

(McIntosh, 2007). Þar er bent á að talning upp í 20 sé ekki eins einföld og 

hún líti út fyrir í augum hins fullorðna vegna þess hvernig tölurnar milli 10 

og 20 brjóta kerfið, samanber það sem sagt var í kafla 3.2. Bent er á að 

hopptalning á tveimur, fimm og tíu hjálpi til við að leggja grunninn að skiln-

ingi á talnakerfinu og að reikna í huganum. Á fyrsta þrepi er einnig vísað í 

tvo aðra kafla sem eru um að áætla fjölda eða magn og um samlagningu og 

frádrátt. Í þeim síðarnefnda er einnig rætt um skráningu, orðadæmi og 

notkun talnatákna.  

Markmiðið með Alle teller er að fá kennurum í fyrsta til tíunda bekk 

verkfæri í hendur sem auðveldar þeim að greina þekkingu og skilning nem-

enda á tölum og aðgerðum (McIntosh, 2007). Handbókinni er ætlað að 

hjálpa kennurum að átta sig á hvenær misskilnings gætir og hvernig hægt er 

að aðstoða nemandann við að greiða úr honum. Einnig er markmiðið að 

þær upplýsingar sem handbókin gefur veiti kennurum nægilegan stuðning 

til að framsetning þeirra á nýjum hugtökum og aðferðum valdi ekki misskiln-

ingi hjá nemendum. (Sjá töflu 4).  
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5.6 The Early Numeracy Test (ENT) 

Í þeim tilgangi að greina talnalæsi barna á aldrinum frá fjögurra til sjö ára og 

finna í tíma þá sem þurfa sérstakan stuðning við stærðfræðinámið þróuðu 

Hollendingarnir Van Luit, Van de Rijt og Pennings matstæki sem kom 

upphaflega út árið 1994 og nefndist á frummálinu Utrectse Getalbegrip 

Toets (Van de Rijt og Van Luit, 1999). Við gerð matstækisins var stuðst við 

fyrirliggjandi rannsóknarniðurstöður ýmissa fræðimanna á þróun talna-

skilnings hjá börnum, meðal annarra þeirra Fuson, Geary, Franke, Ginsburg 

og Piaget. Gerðar voru rannsóknir á áreiðanleika hinna ýmsu viðfangsefna 

prófsins og reyndist samsvörun á milli niðurstaðna þeirra og rannsóknanna 

sem byggt var á. Í framhaldinu voru gerðar smávægilegar lagfæringar á 

einstaka verkefnum. Árið 2005 var prófið gefið út í endanlegri mynd í 

Hollandi undir sama heiti og einnig undir enska heitinu Early Numeracy 

Test, framvegis skammstafað ENT (Van Luit, 2009). Prófið hefur verið þýtt 

og aðlagað aðstæðum utan Hollands, svo sem í Finnlandi (Aunio, 2006) og 

Þýskalandi (Peter–Koop, 2009). 

Í ENT er talnalæsi barna flokkað í átta færniflokka (Van Luit, 2009). 

Yfirheiti flokkanna eru samanburðarhugtök, flokkun, einkvæm svörun, 

röðun, notkun töluorða, hlutbundin talning, huglæg talning og almennur 

skilningur á tölum. Undir hvern flokkanna heyra tíu viðfangsefni sem miða 

að því að greina hver færni barnsins er á viðkomandi sviði. Við upphaf 

grunnskólagöngu er gert ráð fyrir að börn hafi að mestu tileinkað sér þá 

færni sem lýst er í viðmiðunum en rannsókn, sem tveir höfundanna gerðu 

árið 1995, sýndi að meðalskor barna á þessum aldri reyndist um 78%. (Van 

de Rijt og Van Luit, 1999). Fjögurra ára börn gátu að meðaltali leyst 45% 

verkefnanna og fimm ára börn 63%, þannig að prófið virðist nógu áreiðan-

legt til að meta stigvaxandi færni. 

Verkefnum ENT er skipt í tvo hluta, A og B (Van Luit og Schopman, 2000). 

Í heild eru verkefnin 80 og er þeim skipt jafnt milli hlutanna, fimm og fimm 

verkefni úr hverjum af færniflokkunum átta. Hluti A er notaður sem 

skimunartæki en hluti B er lagður fyrir viku eftir að íhlutun, sem sett er af 

stað í kjölfar A-hlutans, er lokið. Prófið er lagt fyrir eitt og eitt barn í einu og 

það tekur um 30 mínútur fyrir barnið að ljúka því, en engin tímamörk eru þó 

sett (Aunio, 2006). 

Þótt ENT hafi verið notað sem rannsóknartæki í nokkrum tilvikum 

(Aunio, 2006; Van de Rijt og Van Luit, 1999; Van Luit, 2009) var það þó fyrst 

og fremst markmið höfundanna að notkun þess veitti upplýsingar sem 

lagðar yrðu til grundvallar íhlutun í nám þeirra sem eru með slakt talnalæsi. 

Það hefur sýnt sig að hægt er að finna börn sem líkleg eru til að eiga í 
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erfiðleikum með stærðfræði á meðan þau eru ennþá í leikskóla og að þetta 

greiningartæki sé gott verkfæri til þess (Van Luit, 2009). (Sjá töflu 4). 

5.7 First Steps in Mathematics (FSiM) 

Rætur First Steps in Mathematics, framvegis skammstafað FSiM, liggja í 

rannsóknarvinnu sem fram fór í Bretlandi á níunda og tíunda áratug síðustu 

aldar undir stjórn Malcolm Swan (First steps in mathematics: Research 

development process with complete bibliography, e.d.). Í upphafsrannsókn-

unum var meðal annars tekið mið af rannsóknum Ginsburg, Resnick og 

Case. Niðurstöðurnar sýndu að ýmis misskilningur verður til í hugarheimi 

nemenda sem leiðir af sér alvarlegri vanda þegar byggja á ofan á þennan 

skilning. Í framhaldi þessara rannsókna greindi rannsóknarteymið gögn frá 

samræmdum prófum í stærðfræði til að átta sig betur á hvað nemendur 

misskildu og með hvers konar viðfangsefnum væri hægt að komast að því 

hvort misskilningur væri til staðar hjá nemendum. 

Að mati Sue Willis, sem sat í rannsóknarteyminu, voru niðurstöðurnar 

svo merkilegar að nauðsyn bæri til að koma þeim á framfæri við kennara í 

heimalandi hennar Ástralíu (Willis, 2005a). Árið 1995 fólu yfirvöld mennta-

mála í Vestur-Ástralíu henni verkefnastjórn við að þróa úrræði í stærðfræði 

fyrir elsta stig leikskóla upp í áttunda bekk grunnskóla (First Steps in 

Mathematics: Research development process with complete bibliography, 

e.d.). Þessi úrræði skyldu byggð á fræðilegri þekkingu á stærðfræðikennslu 

og vera í samræmi við það sem áður hafði verið gert varðandi læsi þar í 

landi. Hún fékk til liðs við sig samstarfsmenn við Murdoch-háskólann ásamt 

starfandi bekkjarkennurum. Þeir hófu verkið á að safna saman niðurstöðum 

rannsókna á stærðfræðinámi og kennslu víðs vegar að úr heiminum ásamt 

gögnum frá stærðfræðiráðstefnum sem haldnar voru á árunum milli 1980 – 

1999 og gerðu skrá yfir það allt. 

Þegar niðurstöður fyrrnefndra gagna höfðu verið greindar kom í ljós að 

nemendur hvar sem var í heiminum voru með svipaðar ranghugmyndir 

(First Steps in Mathematics: Research development process with complete 

bibliography, e.d.). Gögnin gáfu til kynna að flokka mætti hugmyndir nem-

enda í nokkur þekkingarþrep með sameiginleg einkenni og að nemendur 

byggðu ætíð á fyrri skilningi sínum þegar þeir færðust milli þrepa hvort sem 

sá skilningur var byggður á röngum forsendum eða réttum. Að loknum 

forprófunum á þúsundum barna voru þrepin endanlega skilgreind og 

áreiðanleiki flokkunarinnar prófaður. 

FSiM flokkast í fjóra flokka eftir inntaki sem eru tölur, mælingar, 

rúmfræði og tölfræði og líkindi. Til eru bækur fyrir hvern inntaksþátt og 
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tvær bækur fyrir suma þeirra. Markmiðið með bókaflokknum er að auka 

fagmennsku kennara með því að auðvelda þeim að greina hvar nemendur 

eru staddir í stærðfræðilegum þroska og að skipuleggja og framkvæma 

einstaklingsmiðaða kennslu sem lýkur með nýju mati (Willis, 2005a). Hver 

bókanna í bókaflokknum skiptist í tvennt. Annars vegar eru það greiningar-

kort með lykilupplýsingum um hvað einkennir skilning nemenda og 

þekkingu á hverju þrepi og hins vegar yfirlit yfir þær stærðfræðilegu hug-

myndir sem liggja að baki og má kalla hornsteina hvers þreps. Hornsteinarn-

ir lýsa hugmyndum eða hugtökum sem miðað er við að nemendur hafi á 

valdi sínu þegar þeir hafa náð viðkomandi þrepi. Þar er líka bent á hvað 

þurfi að skipuleggja fyrir nemendur og grunnur er lagður að því að kennarar 

læri að þekkja og meta hvaða færni nemandinn hefur þegar á valdi sínu og 

hvað hann á eftir að tileinka sér. Bækurnar bjóða upp á verkefni sem hægt 

er að nota til að þjálfa hvert og eitt grundvallaratriði og henta bæði fyrir 

einstaklinga og hópa. Þessi verkefni eru í boði á þremur þyngdarstigum. 

Léttustu verkefnin eru ætluð eldri árgöngum leikskólans upp í um það bil 

þriðja bekk grunnskóla. Í bókunum eru gefin dæmi um raunverulegar lausnir 

frá nemendum og í lok þeirra eru kaflar sem undirstrika þann skilning og 

misskilning sem nemendur á viðkomandi þrepi þekkingar sýna. Hér verður 

einungis gerð grein fyrir þekkingarþrepum, sem sett eru fram í bókunum 

tveimur, sem snúast um tölur. Í þeirri fyrri er fengist við skilning á heilum 

tölum, almennum brotum og tugabrotum og í þeirri seinni við skilning á 

aðgerðum, útreikningum og rökfærslum um talnamynstur (Willis, 2005a, 

2005b). 

Þekkingarþrep FSiM spanna aldurinn frá um það bil þriggja til þrettán ára 

og eru alls sex fyrir skilning á tölum og reikniaðgerðum (Willis, 2005a). Þótt 

gefin séu gróf viðmið um aldur barna á hverju þrepi eru þrepin þó ekki 

aldursmiðuð heldur er gert ráð fyrir að það taki 18-20 mánuði að öðlast þá 

þekkingu sem skilgreind er á hverju þrepi. Áhersla er á að sú reynsla sem 

barninu er boðin upp á í náminu tengist fyrri þekkingu þess og skilningi í 

stað þess að vera aldursmiðuð.  

Fyrsta þekkingarþrepið er upphafsþrep (Willis, 2005a). Það einkennist af 

því að barnið er að byrja að átta sig á að töluorð og tákn eru notuð um 

magn eða fjölda. Almennt er gert ráð fyrir að barn nái því þrepi á aldrinum 

þriggja til fimm ára og færist þá yfir á næsta þrep sem einkennist af ein-

kvæmri svörun, það er að einn hlutur svarar til einnar tölu. Fimm til sex ára 

færist barnið yfir á magnbundna þrepið sem einkennist af skilningi á því að 

magn helst óbreytt þótt formi eða uppröðun sé breytt. Nánar var gerð grein 

fyrir hvað einkennir börn sem eru á þessum tveimur þrepum í kafla 4.1 

þegar skoðað var hvað lesa má út úr FSiM um líklega þekkingu sex ára barna 
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í stærðfræði. Sex til níu ára færast börn yfir á fjórða þrepið sem einkennist 

af óhlutbundnari hugsun en áður og skilningi þeirra á að hægt er að skipta 

upp fjölda og setja tölur saman á ýmsa vegu. Frumskilningur á tugakerfinu 

og sætiskerfinu er að byggjast upp á því þrepi. Börn flytjast á fimmta þrep 

níu til ellefu ára og síðan á sjötta og efsta þrepið ellefu til þrettán ára gömul. 

Ekki verður gerð frekari grein fyrir efstu þrepunum í þessu riti þar sem ekki 

er beint sjónum hér að börnum á þeim aldri. (Sjá töflu 4). 

5.8 Early Numeracy Research Project (ENRP) 

Upphaf hins umfangsmikla þróunarverkefnis Early Numeracy Research 

Project, framvegis skammstafað ENRP, í Viktoríufylki í Ástralíu má rekja til 

ársbyrjunar 1999 (Bobis o.fl., 2005). Það stóð yfir í þrjú ár með þátttöku 35 

tilraunaskóla og sama fjölda viðmiðunarskóla og náði til þriggja fyrstu 

skólaáranna. Markmið þess var þríþætt. Í fyrsta lagi að vinna með kennur-

um að því að skoða viðhorf þeirra og þekkingu á hvernig skilningur 

nemenda á stærðfræði þróast á fyrstu árum skólagöngunnar og hvernig 

hægt er að efla þann skilning. Í öðru lagi að meta hvaða áhrif vel útfært 

faglegt skipulag hefur á árangur nemenda og í þriðja lagi að draga fram 

árangursríkar leiðir í stærðfræðikennslu byrjenda. 

Til að ná fyrrgreindum markmiðum var fernt lagt til grundvallar (Bobis 

o.fl., 2005; Department of Education and Early Childhood Development, 

e.d.-a). Tvennt af því er sérlega athyglisvert með tilliti til mats á talnalæsi 

ungra barna. Þar er fyrst að nefna ramma sem felur í sér þau þrep sem 

rannsóknir hafa sýnt að eru í þróun skilnings ungra barna á tölum og 

aðgerðum. Hitt er matsviðtal sem lagt er fyrir af kennurum svo að þeir geti 

metið stöðu einstaklinga og hópa og byggt kennsluna á þeim niðurstöðum. 

Hinar grunnstoðir ENRP voru víðtækt þróunarstarf í tilraunaskólunum þar 

sem sérfræðingar hittu kennarateymi með reglubundnu millibili og greining 

á framkvæmd kennslu þeirra kennara sem náðu sérstaklega góðum árangri 

með nemendur sína.  

Ákveðið var að inntaksáhersla stærðfræðinnar yrðu tölur, mælingar og 

rýmisvitund (Bobis o.fl., 2005). Ramminn um hvern inntaksþátt skyldi 

endurspegla rannsóknarniðurstöður á hverju sviði, bæði innlendar og 

erlendar, og lögð skyldi áhersla á mikilvægar hugmyndir um skilning ungra 

barna á stærðfræði. Settur var upp rammi með hnitmiðuðum vörðum á leið 

til þroska, fimm til sex fyrir hvern inntaksþátt. Þessar vörður urðu vegvísar 

fyrir næsta skref sem var að búa til matstæki út frá þeim. Þróun aðgerða-

skilnings í samlagningu og frádrætti er sett fram í eftirfarandi þrepum og 
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eru þau sýnd hér sem dæmi um umræddar vörður (Bobis o.fl., 2005; Clarke 

og Cheeseman, 2000). Þrepin eru: 

 0 – frumstig. Barnið ræður ekki við að setja saman og telja tvö söfn af 
hlutum, 

 1 – telur allt. Barnið setur saman tvo hópa og telur frá byrjun, 

 2 – telur áfram. Barnið telur frá fyrri tölu þegar það leggur saman tvö 
söfn af hlutum, 

 3 – telur til baka / telur niður að / telur upp að. Barnið velur eitt af 
þessu þrennu í frádrætti, 

 4 – kann staðreyndir um lágar tölur utan að, svo sem með því að 
kunna tvöföldun, víxlun og „tíuvini“, 

 5 – hagræðir tölum, svo sem að fylla tug, um það bil tvöfalda, að 
bæta níu við og fylla næsta tug, 

 6 – notar fjölbreyttar þróaðar leiðir. Getur leyst verkefni með meira 
en eins stafs tölum í huganum og notar til þess viðeigandi aðferðir og 
góðan skilning á lykilhugtökum. 

Þroskaferlið er í grófum dráttum svona en alltaf verður einhver skörun á 

milli þrepa og sum börn fara til dæmis aldrei á þrep þrjú (Clarke og 

Cheeseman, 2000). Athuga ber að þetta eru einungis vörðurnar í einum af 

þeim fjórum inntaksþáttum sem snúa að skilningi á tölum og aðgerðum. 

Hinir inntaksþættirnir eru talning, sætiskerfið og margföldun og deiling. Á 

vef Department of Education and Early Childhood Development (e.d.-b) er 

að finna lista yfir skilning og færni sem búast má við að börn á síðasta ári 

leikskóla og fyrstu tveimur árum grunnskóla séu að tileinka sér innan hvers 

af inntaksþáttunum fjórum.  

ENRP–matstækið er ætlað fimm til átta ára börnum (Clarke og 

Cheeseman, 2000). Það er í heild sinni um 60 verkefni en ekkert barn þarf 

að leysa þau öll (Bobis o.fl., 2005). Viðmælandinn, sem gert er ráð fyrir að 

sé bekkjarkennarinn, býður barninu að velja sér ævintýri sem viðmælandinn 

fléttar verkefnin inn í samkvæmt leiðbeiningum. Geti barnið leyst eitt verk-

efni er næsta verkefni í röðinni lagt fyrir það en takist því það ekki er 

annaðhvort skipt um inntaksþátt eða farin hjáleið til að freista þess að fá 

betri mynd af því hvers vegna barnið ræður ekki við að leysa verkefnið. 

Viðtölin fara fram tvisvar á skólaárinu og standa í um það bil 40 mínútur í 

hvort skipti. Hlutverk viðmælandans er að hlusta á það sem börnin segja og 

taka eftir hvaða aðferð þau nota til að leysa verkefnin (Clarke o.fl., 2006). 

Einnig að spyrja þau spurninga og taka vel eftir hvernig þau gera grein fyrir 

hugsun sinni. Algengustu spurningarnar, sem börnin eru spurð, eru um 
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hvernig þau hafi fundið niðurstöðuna og hvort þau hefðu getað farið 

einhverja aðra leið að henni. Það sem máli skiptir er að ná fram þróuðustu 

leiðinni sem barnið hefur yfir að ráða (Clarke og Cheeseman, 2000). ENRP–

matstækið hefur verið gefið út á rafrænu formi, en eftir sem áður er gert 

ráð fyrir að það sé lagt fyrir í viðtali (Department of Education and Early 

Childhood Development, e.d.-b). Rafræna útgáfan er hins vegar ekki 

aðgengileg hverjum sem er. Með því að leggja prófið fyrir rafrænt verður til 

tölvuskráður ferill fyrir hvert barn sem auðveldar yfirsýn og þar með gerð 

einstaklingsmiðaðra kennsluáætlana. 

Í skrifum sínum um árangur ENRP við að þroska stærðfræðilega hugsun 

nemenda með frávik í vitsmunaþroska lýsa Clarke og Faragher (2004) verk-

efnum í matsviðtali sem var lagt fyrir þau börn sem voru að hefja skóla-

göngu. Það var einnig lagt fyrir eldri börn sem réðu ekki við að telja rétt 

fjölda allt að 20 hluta. Matsviðtalið samanstendur af þremur verkefnum. 

Fjöldinn, sem unnið er með, fer aldrei yfir 20. Í fyrsta verkefninu er sjónum 

beint að talningu allt að fimm hluta, hugtökunum meira en og minna en og 

hvort barnið hafi náð þeim þroska að átta sig á að þótt formi sé breytt 

haldist fjöldinn sá sami. Í öðru verkefninu er könnuð þekking á stað-

setningarhugtökunum við hliðina á, fyrir aftan og fyrir framan, hvort barnið 

áttar sig á einföldu mynstri og geti framlengt það og hvort það veit hvað 

raðtölurnar upp í fimm merkja. Í þriðja verkefninu er kannað hvort barnið 

þekkir talnamynstrin fyrir nokkrar af tölunum upp í níu í sjónhendingu, 

hvort það getur raðað þeim upp í rétta röð eftir fjölda, hvort það þekkir 

tölustafina frá núll til níu og geti parað þá saman við réttan fjölda punkta á 

mynd. Einnig er kannað hvort barnið getur sýnt gefinn fjölda með fingrun-

um og hvort það áttar sig á að hægt er að gera það á mismunandi vegu eftir 

því hvað margir fingur eru notaðir á hvorri hönd í hvert sinn. Kannað er 

hvort barnið skilur hugtökin talan á undan og talan á eftir og getur nefnt 

þær út frá nokkrum tölum undir 20. Athugað er hvort barnið áttar sig á 

einkvæmri svörun með því að para einungis einn hlut í mengi á móti einum 

hlut í öðru mengi þó að fjöldi í tveimur ólíkum mengjum hluta sé ekki sá 

sami. Kannað er hvort barnið getur raðað upp í stærðarröð og hvort það 

þekkir hugtökin stærstur og minnstur. Sé dregið saman hvað verið er að 

meta í matsviðtalinu þá er það fjöldaskilningur barnsins, færni í talningu, 

þekking á tölustöfum, skilningur á raðtölum, skilningur á röðunar- og 

staðsetningarhugtökum, sjónræn þekking á fjölda, hvort varðveisluþroskan-

um er náð og hvort barnið áttar sig á að sömu tölu er hægt að setja saman á 

marga vegu. Þetta matsviðtal er hið eina sem fannst aðgengilegt af 

matsviðtölum ENRP. (Sjá töflu 4). 
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5.9 Mathematics Recovery Programme (MRP) 

Á árunum 1992–1995 fór fram þróunarvinna í samstarfi stjórnvalda og 

skólakerfisins í New South Wales í Ástralíu sem hafði það að markmiði að 

þróa heildstætt kerfi sem styrkti talnalæsi ungra barna (Wright, Martland og 

Stafford, 2006a). Umrædd þróunarvinna var byggð á fyrirliggjandi rann-

sóknum fræðimanna á námi barna, meðal annars róttækri hugsmíðihyggju 

sem gerð var skil hér að framan (Wright, 2000). Samkvæmt Wright (2000) er 

bakgrunnur þróunarvinnunnar einnig rannsóknir Carpenter o.fl. frá 1982, 

Fuson frá 1988, Steffe o.fl. frá 1983 og Steffe og Cobb frá 1988 á hvernig 

ung börn læra að reikna og Capenter og Fennema frá 1992, Cobb o.fl. frá 

1991 og 1992, Yackel o.fl. frá 1991, Fuson frá 1992, Fuson o.fl. frá 1992 og 

Resnick frá 1992 á hvernig tengja má saman rannsóknir á námi og rannsókn-

ir á kennslu. 

Afrakstur þróunarvinnunnar er Mathematics Recovery Programme, hér 

eftir nefnt MRP, sem hefur fjórar meginstoðir. Þær eru snemmtæk íhlutun, 

mat, kennsla og þróun fagmennsku (Wright o.fl., 2006a). Hver þessara stoða 

er ítarlega útfærð en matið er fyrsti hlekkurinn í keðjunni. Matsverkefnun-

um er ætlað að vera verkfæri kennarans við að meta færni sex til sjö ára 

barna í meðferð á tölum og leiðum sem þau fara við beitingu reikniaðgerð-

anna fjögurra. Viðfangsefnin eru lögð fyrir börnin í viðtali og þau er hægt að 

leggja fyrir oftar en einu sinni til að meta framfarir sem orðið hafa frá einum 

tíma til annars. Markmiðið er að finna út hvað barnið kann og hvernig það 

ber sig að við að leysa stærðfræðileg viðfangsefni svo að hægt sé að taka 

mið af því við framkvæmd kennslu. 

Í MRP er lærdómi um tölur og aðgerðir skipt í fjóra meginhluta, A, B, C 

og D, sem síðan er skipt enn frekar niður og er hluti A þeirra mikilvægastur 

að dómi Wright o.fl. (2006a). Í honum er annars vegar kannaður skilningur 

barnsins á tölum og aðgerðum og hins vegar hversu langt barnið er komið í 

að tileinka sér skilning á tugakerfinu. Samkvæmt Wright o.fl. (2006a) er 

talningunni skipt í sex þrep sem taka mið af niðurstöðum úr rannsóknum 

fræðimannanna Steffe, Cobb og Wright á þróun í talningarfærni barna sem 

gerðar voru á árabilinu 1983 – 1992. Skilningur á tugakerfinu er flokkaður í 

þrjú þrep í samræmi við rannsókn sem Cobb og Weathley gerðu árið 1988 

(Wright o.fl., 2006a). Sérhvert þessara þrepa er vandlega skilgreint. Þrepin 

sem flokkað er eftir varðandi skilning á tölum og aðgerðum eru: 

 0 – ræður ekki við að telja tíu hluti eða færri, 

 1 – telur fjölda sýnilegra hluta upp í að minnsta kosti tíu, 
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 2 – telur fjölda hluta sem sýndir hafa verið, en síðan huldir, upp í að 
minnsta kosti tíu og telur frá einum, 

 3 – telur frá annarri tölunni í samlagningu tveggja talna, 

 4 – telur niður að lægri tölunni í frádrætti, 

 5 – notar þróaðri talningarleiðir. 

Þrepin í grunnskilningi á tugum eru: 

 1 – ekki er litið á tug sem heild heldur sem tíu einingar, 

 2 – litið er á tug sem eina heild sem búin er til úr tíu einingum, 

 3 – tugurinn er notaður sem heild þegar fengist er við útreikninga. 

Prófhluti B tengist mikilvægum þáttum í þekkingu barna á tölum og 

byggist á rannsóknum Wright frá 1991 og 1994 (Wright o.fl., 2006a). Metið 

er hvað barnið ræður við háar tölur í talningu áfram og aftur á bak. Einnig er 

kannað hvort barnið ræður við að nefna næstu tölu á eftir og næstu tölu á 

undan gefinni tölu innan þess talnabils sem það ræður við að telja á og 

hversu háar tölur það getur lesið. Þrepin varðandi kunnáttu í talningu áfram 

og skilningi á næstu tölu á eftir eru eftirfarandi: 

 0 – getur ekki talið frá einum upp í tíu, 

 1 – kann talnaröðina frá einum upp í tíu. Getur ekki nefnt næstu tölu 
á eftir gefinni tölu á bilinu einn til tíu, 

 2 – kann talnaröðina frá einum upp í tíu. Nefnir næstu tölu á eftir tölu 
á bilinu einn til tíu en telur frá einum, 

 3 – kann talnaröðina frá einn til tíu. Nefnir næstu tölu á eftir tölu á 
bilinu einn til tíu án þess að telja frá einum, 

 4 – kann talnaröðina frá einum upp í 30 eða hærra. Nefnir næstu tölu 
á eftir á því talnabili án þess að telja frá einum, 

 5 – kann talnaröðina frá einum upp í 100 eða hærra. Nefnir næstu 
tölu á eftir á því talnabili án þess að telja frá einum. 

Samsvarandi þrep og og talin voru upp varðandi samlagningu og næstu tölu 

á eftir eru í kunnáttu á talningu aftur á bak og á næstu tölu á undan. Þau 

eru (Wright o.fl., 2006a): 

 0 – getur ekki talið til baka frá tíu niður í einn, 

 1 – getur talið til baka frá tíu eða hærri tölu. Getur ekki nefnt tölu 
næst á undan tölu. 
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 2 – getur talið til baka frá tíu eða hærri tölu. Getur nefnt tölu næst á 
undan tölu en telur frá einum, 

 3 – getur talið til baka frá tíu eða hærri tölu. Getur nefnt tölu næst á 
undan tölu án þess að telja frá einum. Á erfitt með að nefna næstu 
tölu á undan hærri tölu en tíu, 

 4 – getur talið til baka frá 30 eða hærri tölu. Getur nefnt næstu tölu á 
undan tölu á þessu talnabili án þess að telja frá einum, 

 5 – getur talið til baka frá 100 eða hærri tölu. Getur nefnt tölu næst á 
undan tölu á þessu talnabili. 

Þekking á tölustöfum er mikilvægur hluti af talnalæsi yngri barna (Wright 

o.fl., 2006a). Sú þekking er það síðasta sem er athugað í prófhluta B. Fjögur 

þrep eru sett fram varðandi þekkingu á tölustöfum. Þrepin eru eftirfarandi: 

 0 – þekkir ekki alla tölustafina frá 1 til 10 

 1 – þekkir tölustafina frá 1 til 10 

 2 – þekkir tölustafina frá 1 til 20 

 3 – þekkir tölustafina upp í 100 

 4 – þekkir tölustafina upp í 1000 

Hluti C beinir sjónum að fimm þáttum sem greina má samhliða því að 

barnið leysir önnur viðfangsefni matsins (Wright o.fl., 2006a). Þessi hluti 

snýr að ýmsum mynstrum sem gjarnan birtast í lausnaleiðum barna og gefa 

mikilvægar upplýsingar um færni þeirra í meðferð talna og aðgerða. Á talna-

sviðinu frá núll til 20 er metin færni í að bæta við og taka af, að þekkja 

talnamynstur, átta sig á regluleika í mynstrum, hvernig og hvort barnið 

notar fingramynstur og hvort barnið hugsar fimm sem eina heild. Þetta eru 

allt mikilvæg atriði sem fléttast inn í hina hlutana þrjá, A, B og D, auk þess 

sem þau eru innbyrðis tengd, samanber fingramynstur og mynstur með 

fimm í.  

Hluti D metur skilning á margföldun og deilingu í fimm þrepum (Wright 

o.fl., 2006a). Þessi hluti var ekki með í upphaflega prófinu en var bætt inn 

árið 2000 og byggist eins og hinir hlutarnir á víðtækum rannsóknum á 

börnum. Skilningur á margföldun og deilingu verður til við uppstokkun á 

aðferðum sem börn beita við talningu, samlagningu og frádrátt. Margföldun 

er ekki einungis endurtekin samlagning og deiling er ekki bara að skipta í 

hópa heldur greina þessar aðgerðir sig frá samlagningu og frádrætti að því 

leyti að ákveðinn fjöldi verður að grunneiningu sem unnið er út frá. Fimm 

þrep eru í skilningi á margföldun og deilingu. Þau eru: 
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 1 – skiptir safni í jafna hópa með því að telja einn og einn, 

 2 – skiptir í jafn stóra hópa og notar sýnilega hópa sem heild (einingu) 
í talningu, 

 3 – telur ósýnilega hópa með því að nota hopptalningu. (Hefur að 
minnsta kosti náð þrepi 3 í A hluta), 

 4 – endurtekur samsettar einingar án þess að hafa þær fyrir augunum 
(sambærilegt við þrep 5 í A hluta). Getur notað endurtekna samlagn-
ingu til að leysa margföldun og endurtekinn frádrátt til að leysa 
deilingu, 

 5 – notar margföldun og deilingu sem reikniaðgerðir. Áttar sig á 
víxlun og að aðgerðirnar eru andhverfar. 

Prófhlutarnir eru alls sex og ná yfir ellefu þætti í þróun talnaskilnings 

barna (Wright o.fl., 2006a). Tvö próf eru í hverjum hluta A, B og D en síðara 

prófið í hverjum flokki er ekki lagt fyrir börn sem skora lágt. Ekkert sérstakt 

próf er fyrir hluta C heldur eru vinnubrögð og hugsanaferli, sem fram koma í 

hinum hlutunum, lögð til grundvallar við mat á þeim hluta.  

Gefnar hafa verið út þrjár bækur með ítarlegum leiðbeiningum um 

framkvæmd stöðumatsins og um íhlutun í kjölfar þess (Wright o.fl., 2006a; 

Wright, Martland og Stafford, 2006b; Wright, Stanger, Stafford og Mart-

land, 2006c). Höfundar matsverkefnanna eru Robert J. Wright, prófessor í 

stærðfræðimenntun við Southern Cross University í Ástralíu, James 

Martland, yfirmaður á menntavísindasviði Háskólans í Liverpool og Ann K. 

Stafford sem vinnur að innleiðingu vinnubragðanna í Bandaríkjunum. Fyrsta 

bókin, Early Numeracy: Assessment for teaching and intervention (Wright 

o.fl., 2006a) inniheldur þá sex flokka matsverkefna, sem nefndir voru hér að 

framan, ásamt leiðbeiningum um hvernig þau skuli lögð fyrir og nákvæmum 

skilgreiningum á þeirri færni sem hvert þrep miðast við. Þannig er hægt að 

greina stöðu hvers og eins barns nákvæmlega. Hinar bækurnar tvær, 

Teaching Number. Advancing children´s skills and strategies (Wright o.fl., 

2006b) og Teaching Number in the Classroom: with 4-8 year-olds (Wright 

o.fl., 2006c) veita ítarlegar leiðbeiningar um hvernig hægt er að vinna 

markvisst með einstaklinga, litla hópa og heila bekki út frá niðurstöðum 

matsins. Notkun þessa heildstæða kennsluverkefnis hefur teygt sig frá 

Ástralíu yfir höf og álfur því að það hefur verið innleitt í mörgum ríkjum 

Bandaríkjanna, víða á Bretlandseyjum, á Írlandi, á Bahamaeyjum og í 

Kanada (Wright o.fl., 2006a). (Sjá töflu 4). 
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Tafla 4. Yfirlit yfir helstu matsþætti erlendu matstækjanna. 

Matstæki Helstu matsþættir 

TEMA–3 

Aldur: 3 – 9 ára 

Leikni í meðferð talna, samanburður á fjölda, að lesa úr 

tölum, reiknifærni, hugtakaskilningur. 

Malmer 

Aldur: 6 ára 

Hugtakaskilningur, talnaröðin, fjöldaskilningur, reiknifærni, 

tölustafir (fjöldi, nafn, ritun), skynjun tímans, rýmisskynjun. 

Lunde 

Aldur: 8 – 9 ára 

Hugtakaskilningur, tölustafir (röð, ritun), talnaröðin, tuga- og 

sætiskerfið, færni í að beita reikniaðgerðunum, skilningur 

orðadæma, mælingar, form, minni, einbeiting. 

Alle teller 

Aldur: 6– 15 ára 

Fyrir sex ára: Tölustafir (nafn, ritun), talning, fjöldaskilningur, 

röðun, skynjun á fjölda, reiknifærni, hugarreikningur. 

ENT 

Aldur: 4– 7 ára 

Fjöldaskilningur, flokkun, einkvæm svörun, töluorð, talning, 

aðgerðaskilningur. 

FsiM 

Aldur: 3 – 13 ára 

Fyrir sex ára: Talning, fjöldaskilningur, aðgerðaskilningur, 

skilningur á varðveislu, skilningur á fjölbreyttri samsetningu 

talna. 

ENRP 

Aldur: 5 – 8 ára 

Fyrir sex ára: Hugtök, fjöldaskilningur, talning, tölustafir, 

röðun, varðveisla, fjölbreytt samsetning talna, einkvæm 

svörun, aðgerðaskilningur. 

MRP 

Aldur: 6 – 7 ára 

Talning (sýnilegra og ósýnilegra hluta), fjöldaskilningur, 

tölustafir, skilningur á tugum, aðgerðaskilningur, mynstur. 

 

5.10 Niðurlag 

Til að stærðfræðikennslan geti tekið mið af stöðu hvers og eins þurfa 

kennarar að geta metið hver hún er. Kortlagningin þarf að vera í formi 

stöðumats fremur en prófa sem hafa þann tilgang einan að kanna hvað 

nemandinn hefur tileinkað sér af afmörkuðu efni og ekkert er unnið frekar 

úr. Hér að framan hefur verið gerð grein fyrir átta mismunandi stöðuprófum 

sem meta talna- og aðgerðaskilning ungra barna og sum þeirra fleiri 

inntaksþætti stærðfræðinnar. Svo virðist sem fullkomin samstaða sé um að 

stöðumat sé lagt fyrir í viðtali því að öflun gagna með umræddum 

stöðuprófum fer að lang mestu leyti fram með viðtölum sem í flestum 

tilvikum eru framkvæmd af bekkjarkennara.  
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Að baki allra matstækjanna sem kynnt voru í kaflanum liggja rannsóknir 

á talna- og aðgerðaskilningi barna. Það er því ekki að undra þótt þeim svipi 

að mörgu leyti saman. Einungis bandaríska matstækið TEMA–3 er staðlað 

en það er ætlað til notkunar fyrir sérfræðinga. Matstæki Lunde (2002b) er 

hugsað sem framlag til sérkennslunnar þótt það henti einnig almennum 

kennurum. Þó svo að umrætt efni sé hugsað fyrir nemendur, sem búnir eru 

að vera tvö til þrjú ár í skóla, virðist einfalt að aðlaga matið að yngri 

nemendum ekki síður en eldri nemendum. Það má gera með því til dæmis 

að lækka talnasviðið niður í 100 eða jafnvel 20 en styðjast við þá ramma 

sem eru gefnir. Hin matsverkfærin sex sem kynnt voru eru ætluð almennum 

bekkjarkennurum til að afla upplýsinga um stöðu nemenda. Þau eru öll 

óstöðluð. Þrjú af þeim má rekja til víðtæks þróunarstarfs í Ástralíu þar sem 

stöðumatið var einn hlekkurinn í þróunarstarfinu og niðurstöður matsins 

lagðar til grundvallar áframhaldandi kennslu. Sérfræðingar voru í samstarfi 

við kennarana og studdu þá í að styrkja færni sína í að vinna með nemanda í 

samræmi við þroska og skilning hvers og eins nemanda. Eitt matstækið til 

viðbótar er upprunnið í Ástralíu þótt það hafi verið gefið út og staðfært í 

Noregi. Af þessu má ljóst vera að mikið starf hefur verið unnið í þeirri 

heimsálfu til að efla talnalæsi ungra barna. Hollenskt matstæki, sem hefur 

gefið góða raun meðal annars fyrir börn sem enn þá eru í leikskóla, var 

einnig kynnt til sögunnar og þar að auki matsaðferðir hinnar sænsku 

Gudrun Malmer sem leggur áherslu á að meta ekki einungis leikni 

nemandans í meðferð talna og aðgerða heldur einnig hugtakaskilning, 

hugsanaferli og viðhorf til eigin stærðfræðináms. 

Höfundar matstækjanna ganga almennt út frá því að töluverður þroska-

munur sé á börnum á sama aldri og því þurfi að miða kennsluna við það 

þroskaþrep sem nemandinn er á fremur en að aldurinn ráði því hvaða 

reynslu honum er boðið upp á í stærðfræðináminu. 
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6 Íhlutun og árangursríkir kennsluhættir 

Öll börn eiga rétt á námi við hæfi í grunnskóla (Lög um grunnskóla, 2008), 

því ber kennurum að koma til móts við þarfir allra nemenda sinna og 

mennta öll börn á árangursríkan hátt (Mennta- og menningarmála-

ráðuneytið, 2011a). Þetta er ekki einfalt enda kennsla flókið og vandasamt 

starf og að mörgu að hyggja svo að vel takist til. Jafnframt því að skipuleggja 

kennslu út frá niðurstöðum stöðumats er mikilvægt að taka mið af fyrir-

liggjandi vitneskju um hvernig þekking barna á stærðfræði byggist upp og 

hvaða leiðir eru líklegar til árangurs fyrir alla nemendur. Hér á undan hefur 

verið rýnt í þróunarferli eins hluta stærðfræðinnar, talna og aðgerða-

skilning, og skoðað hvar í því ferli sé líklegt að börn sem eru að hefja göngu 

sína í grunnskóla séu stödd. Í því sem á eftir fer verður hugað að nokkrum 

þáttum sem séu líklegir til að skila börnunum árangri. 

Ýmis kennsluverkefni hafa verið sett saman og prófuð erlendis, bæði 

íhlutunarefni fyrir börn með litla færni miðað við aldur og efni sem er ætlað 

leikskólum. Mörg þessara kennsluverkefna hafa reynst árangursrík og er 

ástæða til að gefa þeim nánari gaum. Það verður gert í þessum kafla en fyrst 

verður rætt almennt um íhlutun. 

6.1 Íhlutun 

Kennslufræðileg íhlutun ætti að grundvallast á þroskastöðu viðkomandi 

barns og felast í vinnu með barnið við jaðar þroska þess hvort sem það er 

gert í hópi eða með einu barni (Chaiklin, 2003). Þegar búið er að kortleggja 

styrkleika og veikleika hvers nemanda, misskilning og marklausar leiðir sem 

þeir eru að fara er skipulögð einstaklingsmiðuð íhlutun (Wright o.fl., 2006a). 

Slík íhlutun á hvergi betur heima en á fyrstu aldursstigunum. Þannig er hægt 

að koma í veg fyrir að neikvætt viðhorf þróist í garð stærðfræðinnar og að 

erfiðleikar með tölur hafi áhrif á aðra þætti stærðfræðinámsins.  

Nokkur munur er á færni nemenda þegar þeir hefja skólagöngu. Sum 

börn hafa náð tökum á ákveðinni færni fjögurra ára á meðan önnur öðlast 

ekki sambærilega færni fyrr en við sjö ára aldur (Wright, 2000). Fái nem-

endur ekki nám við hæfi má búast við að þessi þriggja ára munur við upphaf 

skólagöngu verði orðinn að sjö ára þroskamun við lok hennar.  

Ástæða er til að bregðast við gagnvart öllum börnum, sem fara hægt af 

stað, hvort sem um er að ræða skertan vitsmunaþroska eða aðrar ástæður. 

Van Luit (2009) rannsakaði árangur íhlutunar fyrir nemendur á leikskólaaldri 

sem voru í sérkennslu vegna vægrar þroskaskerðingar og einhverfu. Með 
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tveimur rannsóknum hefur hann sýnt fram á að einstaklingsmiðuð og vel 

skipulögð vinna með talnalæsi styrkir stöðu þessara barna töluvert. 

Niðurstaða rannsóknar á íhlutun samkvæmt íhlutunaráætluninni 

Extending Mathematician Understanding, sem tengist hinu ástralska Early 

Numeracy Research Program, er að íhlutunaráætlun fyrir talnaskilning sex 

og sjö ára barna þurfi að einkennast af eftirfarandi (Gervasoni, 2005): 

 sveigjanleika svo hægt sé að mæta ólíkum námsþörfum barnanna, 

 kennslu og endurgjöf sem er klæðskerasniðin að hverju barni og 
byggð á vitneskju um stöðu barnsins á hverjum tíma, 

 að unnið sé samhliða með talningu, sætiskerfið, samlagningu, 
frádrátt, margföldun og deilingu en ekki hvern þátt fyrir sig, 

 kennarar fái tækifæri til að auka þekkingu sína á hvernig hægt er að 
skapa árangursríkar námsaðstæður. 

Þeir þættir sem hlutast þarf til um til að bæta árangur ungra barna í 

stærðfræði eru að ná fram auknu öryggi og meiri sjálfvirkni í að kalla fram 

staðreyndir um tölur, að nemendur komi sér upp árangursríkum talningar-

leiðum og þroski ýmis grundvallaratriði í talnaskilningi, einkum samanburð á 

fjölda og færnina í að nota talnalínu (Gersten o.fl., 2005). Einnig þarf að 

leggja áherslu á hugtök innan stærðfræðinnar og orðaforða sem gerir nem-

endum kleift að skilja orðfærið og að geta tjáð hugsun sína. 

6.2 Íhlutunaráætlanir 

Í kafla fimm var sagt frá nokkrum matstækjum sem eru hluti af rannsóknar-

tengdum þróunarverkefnum. Íhlutunaráætlanir eru annar hluti þeirra og 

rannsóknarniðurstöður sýna að þær skila árangri (Clarke og Faragher, 2004; 

Dowker, 2005; Gervasoni, 2008; Van de Rijt og Van Luit, 1998; Van Luit, 

2009). Lítum á hvað felst í íhlutun Early Numeracy Research Program, Early 

Numeracy Test og Mathematic Recovery Programme og rannsóknar-

niðurstöður um árangur þeirra. 

6.2.1 Íhlutun MRP 

Í framhaldi af stöðumatinu í Mathematics Recovery Programme er sett upp 

einstaklingsmiðuð áætlun til að bregðast við þeim börnum sem eru stutt á 

veg komin miðað við aldur. Viðfangsefnin sem þeim eru valin, ákvarðast af 

því hvar þau raðast í þrepin, sem skilgreind eru í rammanum um þróun 

talna- og aðgerðaskilnings barna og er grunnurinn að MRP (Wright o.fl., 

2006b). Verkefnin eru mjög ítarleg og nákvæmar leiðbeiningar eru gefnar 
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um hvernig skuli leggja þau fyrir, hvort sem er fyrir heilan bekk eða fáa 

einstaklinga (Wright o.fl., 2006b; Wright o.fl., 2006c). Hvert þessara barna 

fær 30 mínútna einstaklingsmiðaða kennslu daglega í 12 til 14 vikur. Að 

þeim tíma liðnum fara þau aftur í stöðumat og út frá þeim niðurstöðum er 

ný áætlun gerð eða þau útskrifuð. Rannsóknir sýna að þessi íhlutun skilar 

góðum árangri og að alltaf eru nokkrir nemendur sem ná aldurstengdum 

markmiðum námskrár að íhlutun lokinni (Dowker, 2005). 

6.2.2 Íhlutun ENRP 

Extending Mathematical Understanding (EMU) er íhlutunaráætlun sem var 

þróuð í tengslum við Early Numeracy Research Program. Hún beinist að sex 

og sjö ára nemendum sem sýna veikleika í talningu, skilningi á sætiskerfinu, 

samlagningu og frádrætti og margföldun og deilingu (Gervasoni, 2008). 

Vinnubrögðin byggjast á kenningum um hugsmíði þar sem þess er krafist af 

nemendum að þeir beiti hugsun sinni, ígrundi viðfangsefni sín og tjái sig um 

hvað þeir lærðu og hvernig þeir fóru að. Áhersla er lögð á að efla orðaforða 

svo að börnin geti tjáð sig um stærðfræði og lýst lausnaleiðum sínum auk 

þess sem unnið er að því að efla trú þeirra á eigin getu. 

Um er að ræða 30 mínútna kennslustundir sem eru daglega í 10 til 20 

vikur allt eftir framförum nemenda (Gervasoni, 2008). Hver kennslustund 

skiptist þannig að í 10 mínútur er unnið með talningu og sætiskerfið, í 15 

mínútur er fengist við þrautalausnir þar sem aðgerðirnar fjórar koma 

gjarnan við sögu og síðustu fimm mínúturnar eru notaðar til að ígrunda 

meginatriðin sem farið hefur verið yfir í kennslustundinni. Þjálfaður kennari 

vinnur að hámarki með þrjá nemendur í senn og leggur áherslu á að beina 

athygli barnanna stöðugt að lykilatriðum sem ýtt geta nemandanum áfram. 

Samkvæmt niðurstöðu könnunar, sem Gervasoni gerði árið 2004 

(Gervasoni, 2008), skilaði EMU góðum árangri fyrir talnaskilning og sjálfs-

traust beggja aldurshópanna. Það var mat bæði foreldra og kennara sem 

þátt tóku í könnuninni að mikilvægt væri að grípa inn í strax við sex ára 

aldurinn, en fresta því ekki fram til sjö ára. 

Einn skóli, sem eingöngu er ætlaður sérkennslunemendum, tók þátt í 

ENRP–verkefninu (Clarke og Faragher, 2004). Algengast var að nemendur 

skólans hefðu mælst með greind á bilinu 50–70. Unnið var markvisst út frá 

upplýsingum sem fengust í viðtölum við nemendur. Væntingar til barnanna 

voru þær að allir gætu lært stærðfræði og þeim var skapað gefandi 

umhverfi þar sem þrautalausnir lágu til grundvallar stærðfræðináminu. 

Mikilvægt viðhorf og árangursríkara en að horfa fyrst og fremst á hvað 

nemendur geta ekki. Niðurstaða íhlutunarinnar var sú að hver einasti 



 

78 

nemandi jók stærðfræðifærni sína meira en nemandinn sem var til 

viðmiðunar í samanburðarskólanum. 

6.2.3 Íhlutun ENT 

Eins og áður sagði sýndu 25% fjögurra til sjö ára nemenda sem tóku þátt í 

forkönnun á Early Numeracy Test–prófinu vísbendingar um lítinn talna- og 

aðgerðaskilning (Van de Rijt og Van Luit, 1998). Þessi hópur var markhópur í 

rannsókn á árangri íhlutunar sem skipulögð var út frá matstækinu og 

kölluðu Additional Early Mathematics (AEM). Viðfangsefni íhlutunarinnar 

eru í takt við flokkana átta, sem ENT er smíðað út frá og nefndir eru í kafla 

5.6, en reynt er að flétta þá saman í verkefnum sem hafa skýrskotun til 

reynsluheims nemenda, svo sem eins og til fjölskyldunnar, dýra og inn-

kaupaferða. Áætlunin gerir ráð fyrir 26 kennslustundum á 13 vikum sem 

hver stendur í 30 mínútur. Fyrstu kennslustundirnar eru á talnasviðinu frá 

einn til fimm og síðan er talnasviðið víkkað hægt og hægt uns það er komið 

upp í 20. Forkönnunin staðfesti að íhlutunin hafði jákvæð áhrif á þroska 

nemenda á öllum átta sviðunum (Van de Rijt og Van Luit, 1998). 

Með tveimur rannsóknum hefur Van Luit (2009) sýnt fram á að 

einstaklingsmiðuð og vel skipulögð vinna út frá færniflokkunum styrkir 

stöðu nemenda á leikskólaaldri sem eru í sérkennslu vegna vægrar þroska-

skerðingar og einhverfu. Nemendur fengu kennslu í þriggja til fjögurra 

manna hópum tvisvar sinnum í viku hálfa klukkustund í senn á sömu nótum 

og lýst var hér að framan en talnasviðið náði aðeins upp í 15. Framfarir 

þeirra sem voru með einhverfu reyndust sérstaklega góðar en rétt er að 

taka fram að greindarvísitala þeirra var átta stigum hærri en hinna. Niður-

stöður rannsóknanna sýna að með því að byrja með hlutbundna vinnu efli 

það sjálfstæði þessara barna. Síðan þurfi þau að fá þjálfun í að taka næsta 

skref sem er að nota myndir og tákn í stað raunverulegra hluta. Þetta er 

liður í að þjálfa yfirfærsluna frá hinu hlutbundna til hins óhlutbundna. Á 

endanum þarf að þjálfa börnin í að leysa viðfangsefnin í huganum. Líklegt er 

að slök málleg færni, minnisörðugleikar og erfiðleikar með að túlka 

viðfangsefnin skerði hæfnina til að tengja á milli hlutbundinnar vinnu og 

táknmálsins og þess vegna þurfi að vinna að því eftir vel skipulögðu ferli 

(Van Luit, 2009). Áður en farið er að vinna á þennan hátt þarf að tryggja að 

frumskilningur á tölum sé til staðar og sé hann það ekki þarf að byrja á því 

að treysta þann grunn. 



 

79 

6.3 Árangursríkir kennsluhættir 

Vegna þess að stærðfræðinám byggir stöðugt ofan á fyrri þekkingu er flókið 

að kenna fjölmennum hópi nemenda þannig að allir séu virkir og nýti til fulls 

það sem fram fer í kennslustofunni. Stóra spurningin er hvaða leiðir er hægt 

að fara til að koma til móts við alla nemendur þannig að þeir læri með 

skilningi og hafi nægilega traustan grunn til að geta byggt ofan á hann. 

6.3.1 Forsendur fyrir árangursríku stærðfræðinámi 

Stærðfræðiþekking byggist að mati Kilpatrick, Swafford og Findell (2001) á 

fimm megin þáttum. Þeir tengjast hver öðrum svo náið að þeim má líkja við 

þræði í samofinni fléttu. Umræddir þættir eiga jafnt við um talna- og 

aðgerðaskilning og aðra inntaksþætti stærðfræðinnar. Þessir þræðir eru: 

 að átta sig á hugtökum, aðgerðum og venslum innan stærðfræðinnar. 
Þarna er verið að höfða til þess að skilningur sé megin málið og að 
nauðsynlegt sé að nemendur geti séð hlutina í víðu samhengi ásamt 
því að geta tjáð hugsun sína bæði munnlega og skriflega, 

 hæfni til að beita sveigjanleika, nákvæmni og viðeigandi aðgerðum 
við lausn viðfangsefna. Undir þetta fellur meðal annars ýmis færni í 
meðferð talna, svo sem að kunna reiprennandi svörin þegar reikni-
aðgerðunum er beitt á lágar náttúrulegar tölur (8 + 5, 17 – 4, 4 x 5), 
nægilegur skilningur á tugakerfinu til að geta flýtt fyrir sér (8 x 2 = 16 
þá er 8 x 20 =160) og að sjá tengslin milli skólastærðfræðinnar og 
stærðfræðinnar í hinu daglega lífi, 

 færni í að leggja niður fyrir sér, túlka og leysa stærðfræðitengd við-
fangsefni. Þarna er meðal annars átt við leikni í að leysa verkefni þar 
sem meira en eitt þrep aðgerða þarf til að finna lausn, 

 hæfni til rökrænnar hugsunar, ígrundunar, útskýringa og röksemda-
færslu. Í þessu felst meðal annars að setja fram hugmyndir að 
lausnum, sannreyna þær og færa fyrir þeim rök, 

 tilhneiging til að sjá stærðfræði sem eitthvað sem skiptir máli, gagn-
lega og þess virði að ástunda hana. Líklegt er að því meira sem 
nemandi skilur þeim mun vitrænni verði stærðfræðin í hans huga og 
trú hans á getu sína til að leysa viðfangsefnin meiri. 

Svo að nemandinn nái tökum á stærðfræðinni þarf að styrkja alla þessa 

þætti samhliða, ekki einungis einn eða tvo þeirra. Þeir verða auk þess að 

mynda eina órofa heild svo að stærðfræðilegur þroski verði hnökralaus. 

Takist það telja Kilpatrick o.fl. (2001) að nemandinn ætti að ráða við þá 

stærðfræði sem mætir honum í daglegu lífi og frekara námi. Nemendur 
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ættu að fá þjálfun í að vinna eins og stærðfræðingar (Milgram, 2007). Þá 

þurfa þeir einnig að fá tækifæri til að takast á við viðfangsefni sem þarf að 

leggja djúpa hugsun í, en jafnframt þarf að þjálfa færni nemenda í að fást 

við tölur og aðgerðir svo að þeir geti til dæmis umhugsunarlítið kallað 

einfaldar staðreyndir fram úr minni sínu. Fái nemendur að beita vinnu-

brögðum stærðfræðingsins er þeim ekki einungis gefinn kostur á að greina 

vandamál, setja fram tilgátur og ræða þær við aðra heldur einnig að hafa 

ánægju af stærðfræðinni og læra með þeim hætti sem skilar þeim mestri 

þekkingu (Boaler, 2009). 

Greinargóð þekking á stærðfræðinni, sem á að kenna, ásamt þekkingu á 

hvernig börn hugsa og öðlast skilning og færni hefur afgerandi áhrif á að 

bæta stærðfræðikennslu (Clements og Sarama, 2004). Því þurfa kennarar að 

tileinka sér þau vinnubrögð við skipulagningu kennslu að taka tillit til fyrri 

þekkingar nemenda og þess sem vitað er um hvernig stærðfræðiþekking 

byggist upp (Kilpatrick o.fl., 2001). Námskrá er einungis leiðarvísir um hvert 

ber að stefna með nemendur og hafa ber í huga að ekki sé hægt að kenna 

öllum á sama aldri það sama á sama tíma vegna mismunandi þroska 

(Richardson, 2004). Áskorunin fyrir kennara felst í að þróa kennsluhætti sem 

hámarka nám hvers nemanda og veita öllum kennslu við hæfi. Að nám sé 

við hæfi þýðir að það ögrar nemandanum en sé viðráðanlegt fyrir hann, 

nægilega sveigjanlegt til að mæta mismunandi færni nemenda og sé í 

samræmi við hvernig börn hugsa og læra (Clements, 2004). 

Börn þurfa að fá að glíma við fjölbreytt og krefjandi viðfangsefni þar sem 

þau þurfa að beita hugsun sinni og eru krafin svara við spurningum sem 

draga fram kjarna málsins (Richardson, 2004). Eigi að þröngva leið kennar-

ans upp á barnið áður en það hefur öðlast skilning á viðfangsefnunum er 

hætt við að ferlið hjá barninu truflist og það verði óöruggt. Við það hættir 

barnið að treysta á sjálft sig og fer að bíða eftir staðfestingu kennarans á 

hvort niðurstaðan er rétt eða röng. Leggi kennarinn áherslu á að nemendur 

komist sem oftast að réttri niðurstöðu, fremur en að leitast við að draga 

fram þekkinguna sem barnið býr yfir, getur það haft blekkjandi áhrif og 

börnin virst vita meira en þau raunverulega gera (Richardson, 2004). Þá 

hefur þeim ekki verið boðið upp á reynslu sem nægir til að þroska skilning á 

viðkomandi efni. Jafnframt er hætt við að þau nálgist stærðfræðinámið eins 

og verkefni sem þarf bara að ljúka fremur en að skilja ferlið. Ástæðan er sú 

að aðstæðurnar, sem þeim eru búnar, verða einhæfar og miða ekki að yfir-

færslu þekkingarinnar á annars konar aðstæður. Það þarf því að byggja nám 

á skilningi barnsins eins og rakið var í kafla tvö. 
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Malmer (2002) telur meginorsök þess að margir nemendur lenda í 

erfiðleikum með stærðfræðina að þeim sé ekki ætlaður sá tími sem þeim er 

nauðsynlegur til að skilja grundvallarhugtök hennar heldur sé of fljótt hafist 

handa við hið skriflega táknmál hennar. Malmer setti fram líkan fyrir 

árangursríka kennslu byggt á reynslu hennar og rannsóknum. Þar skiptir hún 

kennsluferlinu niður í sex þrep og það sé ekki fyrr en á fjórða þrepi sem 

farið er að vinna með hið formlega táknmál. Á fyrsta þrepi eru viðfangsefnin 

tengd reynsluheimi nemenda og þeir látnir nota tungumálið til að hugsa og 

tala saman um ný hugtök. Annað þrepið er að nemandinn fær áþreifanlegan 

efnivið, svo sem kubba og pinnabretti til að handfjatla og prófa sig áfram 

með. Á þriðja þrepi er myndræn skráning notuð til að leita lausna og 

lausnaleiða, til dæmis að teikna myndir, mynstur og töflur. Þegar hér er 

komið hefst vinna með hið formlega táknmál en með því er meðal annars 

átt við stærðfræðitákn, jöfnur, algebru og formúlur. Fimmta skrefið er að 

setja hina nýju þekkingu í samhengi við fyrri þekkingu og stuðla að skapandi 

hugsun. Að lokum þarf að gefa nemendum kost á að ígrunda, lýsa og 

rökræða efnið. Þetta ferli er frá hinu hlutbundna yfir til hins óhlutstæða og 

táknbundna. 

6.3.2 Leiðir í anda hugsmíði 

Engin ein einföld leið er til að kenna ungum nemendum stærðfræði en 

Ginsburg (2009) bendir á tvær leiðir sem gefi góða raun. Sú fyrri er mjög í 

samræmi við kenningar Vygotsky og hin samræmist kenningum Piaget. 

Byrjum á að rifja upp kjarna kenninga Vigotskys sem gerð var grein fyrir í 

kafla 2.3. Hann lagði áherslu á þátt tungumálsins í námi og að með stuðningi 

sér færari einstaklings ykist barnið að þroska væri ekki farið út fyrir mögu-

legt þroskasvæði þess. Ginsburg (2009) bendir á að árangursríkt geti reynst 

að fá nemendum í bekk verkefni sem þeir eiga að geta leyst á sinn hátt með 

þeirri þekkingu sem þeir búa yfir. Síðan séu lausnaleiðirnar teknar til 

umræðu í hópnum og sjónum beint að formlegri stærðfræði viðfangsefnis-

ins. Kennarinn ákveður í hvaða röð lausnir eru kynntar og hversu margar í 

hvert sinn. Byrjað er á frumstæðustu lausninni og endað á þeirri fljótvirk-

ustu sem er þá væntanlega nálægt þeirri aðferð sem kennarinn ætlast til að 

nemendur tileinki sér. Til nánari skýringar er vert að skoða eftirfarandi 

dæmi um vinnuferlið við að kenna margföldun tugatölu með einingu. 

Viðfangsefnið er að margfalda saman 23 og 4 sem nemendur hafa ekki áður 

séð skrifað lóðrétt upp. Nemandi 1 fór þá leið að skrifa 20 upp fjórum 

sinnum, lagði síðan þrjá saman fjórum sinnum og lagði að lokum saman 80 

og 12. (Mynd 2). Út frá þessari lausn gefast nokkrir möguleikar á að beina 
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sjónum að stærðfræðinni, svo sem að tugakerfinu, sætiskerfinu og að sam-

bandi samlagningar og margföldunar. Nemandi 2 var kominn aðeins lengra í 

hugsun og vann út frá 20 x 4 og 3 x 4 og lagði síðan saman 80 og 12. (Mynd 

2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Út frá þessum tveimur lausnum bendir Ginsburg (2009) á að kjörið sé að 

gera samanburð á samlagningarleið nemanda 1 og margföldunarleið nem-

anda 2 sem er þróaðri leið og komin nálægt hefðbundnu reikniriti sem er þá 

orðið eðlilegt næsta skref. Þetta er það sem kallað hefur verið þrautalausna-

leiðin í stærðfræðikennslu. 

Í kafla 2.1 var gerð grein fyrir kenningum Piaget um ferli samlögunar og 

aðlögunar sem leiðir á endanum til þess að jafnvægi kemst á. Síðari leiðin, 

sem Ginsburg (2009) mælir með, er í anda þeirra kenninga og snýst um að 

skapa aðstæður sem leiða til vitsmunalegrar togstreitu hjá barninu. Slíkt 

geti hentað sérlega vel ef leiðrétta þarf misskilning sem barnið situr uppi 

með. Gott dæmi um þetta er barn sem reiknar á blaði að 17 sé eftir þegar 9 

er tekið af 12. Barnið komst að þessari niðurstöðu þegar það beitti lóðréttri 

uppsetningu og lagaði verkefnið að þekkingu sinni á að 9 mínus 2 er 7 og sá 

ekkert athugavert við að segja að 2 mínus 9 væru 7. (Mynd 3). 

 

  

 

Mynd 3. Frádráttur gagnrýnislaust lagaður að fyrri þekkingu. 

Leið nemanda 1 

20      3  80 + 12 = 92 

     + 20   + 3 

     + 20   + 3 

     + 20   + 3 

        80    12 

 

Leið nemanda 2 Leið nemanda 2 

20     3  80 

    x     4              x  4            + 12 

        80   12  92 

 Mynd 2. Lausnaleiðir  tveggja nemenda í margföldun tugatölu með einingu. 

12 

      –   9 

 17 
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Til að sannreyna niðurstöðuna eru barninu fengin gögn til að telja. Við það 

skapast togstreita vegna mismunandi lausna. Í þessari stöðu verður barnið 

að ákveða hvort það treystir betur talningarleiðinni eða formlegu aðferðinni 

og færa rök fyrir hvers vegna. Átti barnið sig á hvað það gerði rangt og hvers 

vegna hefur það aðlagað skema sitt að nýrri þekkingu sem er viðbótin við 

fyrri skilning á frádrætti. 

6.3.3 Töframáttur spilanna 

Að spila við börn er ánægjuleg iðja fyrir þau flest og ekki síður lærdómsrík. 

Flest spil krefjast einhverrar rökhugsunar og mjög mörg þeirra styðja beint 

við skilning á tölum og aðgerðum, efla formskyn og þjálfa minni. Þau styrkja 

því nokkra þeirra þráða sem Kilpatrick og fleiri (2001) töldu að þyrfti að 

styrkja þótt þau nái ekki til þeirra allra. Til eru rannsóknarniðurstöður sem 

sýna óyggjandi árangur af mjög einfaldri íhlutun fyrir ung börn (Siegler og 

Ramani, 2009). Sú íhlutun fólst í að spila borðspil í anda slönguspilsins. 

Spilaborð slönguspilsins býður upp á tölutáknin í réttri röð. Það þjálfar 

skilning á línulegri röðun og afstöðu talna auk þess sem það þjálfar lestur 

talna og býður upp á kynni af því hvernig tölur eru táknaðar. Punktamynstur 

teninganna sýna mynstur fyrir tölurnar upp í sex og færslan á peðinu eykur 

skilning á að eitt stak á teningnum svarar til eins reits á borðinu. Síðast en 

ekki síst þjálfar barnið talningu þegar spilað er við það. Sé talan nefnd sem 

peðið er fært af og síðan tölurnar í reitunum, sem komið er við á, þjálfar 

það talningu frá tölu þegar einhverju er bætt við. 

Í Bandaríkjunum hefur verið áhyggjuefni að börn úr lægri stéttum þjóð-

félagsins standa jafnöldrum sínum, sem eiga efnameiri og menntaðari 

foreldra, nokkuð að baki og það strax á leikskólaaldri. Samkvæmt Siegler og 

Ramani (2009) sýndi rannsókn Case, Griffin og Kelly frá 1999 að þetta á 

sérstaklega við um kunnáttu barnanna í stærðfræði. Munurinn kemur ekki 

fram í skynjun þeirra á tölum en þegar tungumálið og táknin koma til birtist 

munurinn og það á mörgum sviðum. Þar er til að taka leikni í að telja áfram 

á einum, telja upp að tölu eða til baka frá tölum hærri en einn, að þekkja 

tölustafi, að leggja saman, að draga frá og að bera saman fjölda (Siegler, 

2009). Til að komast að því hvort íhlutun í skilning á tölum gæti styrkt stöðu 

umræddra barna gerðu Siegler og Ramani (2009) rannsókn á hvaða áhrif 

það hefði á þroska þeirra að spila við þau borðspil þar sem peð er flutt eftir 

talnaröðinni líkt og í slönguspili. Spilaborðið sem var notað í umræddri 

rannsókn, var með talnaröðinni frá einn til tíu. Hluti af hópnum notaði spila-

borð þar sem tölunum var raðað upp í beina línu með töluna einn lengst til 

vinstri og annar hluti spilaborð þar sem talnaröðin myndaði hring. Í stað 
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tenings var notuð plata með tölustafnum 1 á annarri hliðinni og 2 á hinni. 

Þessari plötu var snúið og þegar 1 kom upp átti að færa um einn reit og um 

tvo þegar 2 komu upp. Þegar fært var skyldi talan, sem peð leikmanns stóð 

á, nefnd fyrst og síðan tölurnar á reitunum sem leikmaður hafði viðkomu á.  

Börnin, sem þátt tóku í rannsókninni, voru fjögurra og fimm ára. Hvert 

þeirra spilaði spilið um það bil 20 sinnum við rannsakandann á þeim þremur 

vikum sem rannsóknin stóð yfir. Þau hittu rannsakandann fimm sinnum á 

tímabilinu og spiluðu í 15 – 20 mínútur í senn. Hver leikur stóð yfir í tvær til 

fjórar mínútur. Niðurstöðurnar sýndu marktækan árangur þrátt fyrir að 

einungis hafi verið um rúmlega klukkustundar íhlutun að ræða. Árangurinn 

birtist í aukinni færni í að meta fjarlægð milli talna, að bera saman magn, að 

telja, að ákvarða fjölda og að læra svör við reikningsdæmum. Framfarirnar 

urðu meiri hjá þeim börnum, sem skoruðu lægra í upphafi, en hjá þeim sem 

voru í meðallagi og árangurinn var viðvarandi samkvæmt mælingum sem 

gerðar voru níu vikum síðar. Umrædd rannsókn var líka samanburðarrann-

sókn á því hvort mismunandi niðurstöður fengjust eftir því hvort talnalínan 

var sett fram sem bein röð eða hvort henni var raðað upp í hring. Niður-

staðan var að beina línan skilaði meiri framförum en sú hringlaga sem gefur 

vísbendingar um að slík uppröðun sé börnunum auðveldari. Ekki eru það 

einungis borðspil sem geta aukið talnaskilning. Lunde (2002c) bendir meðal 

annars á yatzy, 31 og kasínu sem leið til að auka hann. 

6.3.4 Samstarf við heimili 

Talnaskilningur ungra barna tengist að einhverju leyti þeirri reynslu af tölum 

sem þau fá heima hjá sér (Gersten o.fl., 2005). Samkvæmt Siegler (2009) var 

niðurstaða rannsóknar Blevins–Knabe og Musun–Miller frá 1996 sú að 

foreldrar, sem hafa áhuga fyrir viðfangsefnum sem tengjast tölum, eiga 

börn sem hafa meiri stærðfræðiþekkingu en önnur börn. Rannsókn Sheldon 

og Epstein (2005) gaf ótvíræðar vísbendingar um að viðfangsefni, sem 

hvetja til þátttöku foreldra í stærðfræðinámi barna þeirra, bæti árangur 

nemenda en að ekki sé sama hvers konar viðfangsefni þeim er boðið upp á 

af hendi skólans. Viðfangsefnin þurfa að hvetja til samræðna um stærð-

fræðina og efni þeirra að vera sérstaklega hugsað sem samstarfsverkefni 

fjölskyldunnar. Stærðfræðiverkefnin, sem börnum og foreldrum er ætlað að 

vinna heima, eiga ekki að krefjast mikillar stærðfræðiþekkingar heldur 

sérstakrar nálgunar að stærðfræðinni sem allir ráða við (Boaler, 2009). 

Til að kveikja áhuga ungra barna sinna á stærðfræði ættu foreldrar að 

skapa þeim aðstæður sem eru líklegar til að kveikja hjá þeim stærðfræði-

legar hugmyndir og spurningar (Boaler, 2009). Þeir ættu einnig að gera 
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sameiginlega upplifun af stærðfræði eins ánægjulega og mögulegt er og 

skapa sem flestar gæðastundir með viðfangsefnum sem styðja við stærð-

fræðiþroska ekki síður en lestrarstundir sem víðtæk samstaða er um að 

skipti miklu máli til að efla málþroska. 

6.4 Heildstæð námsverkefni fyrir yngri börn 

Eins og fram kom í inngangi hefur sú leikni með tölur, sem barn býr yfir 

þegar það hefur grunnskólagöngu, forspárgildi um gengi í stærðfræði til 

framtíðar litið og raunar líka um almennt gengi í bóklegu námi (Duncan o.fl., 

2007). Í ljósi þess er mikilvægt að markviss og fagleg vinna í stærðfræði sé 

unnin á meðan börnin eru enn þá í leikskóla. Mikil vakning hefur orðið í þá 

veru og töluvert þróunarstarf hefur verið unnið, að minnsta kosti í Banda-

ríkjunum, síðasta rúmlega áratuginn. Til að fyrirbyggja misskilning þá er 

hugsunin ekki sú að færa skuli það sem fram til þessa hefur verið fengist við 

á fyrsta ári grunnskólans niður í leikskólann. Markmiðið ætti að vera að 

vinna á fjölbreyttan hátt að því að efla skilning barnanna á tölum og 

aðgerðum án þess að nota hið hefðbundna ritaða táknmál stærðfræðinnar. 

Hér verða nefnd þrjú þróunarverkefni fyrir leikskóla en aðeins einu þeirra 

verða gerð rækileg skil þar sem það gefur mjög góða innsýn í hvernig hægt 

er að vinna í samræmi við þroskaferil talnaskilnings, sem lýst var í kafla 3.2, 

og í anda kenninga um hugsmíði. 

6.4.1 Big Math for Little Kids 

Heildstæða kennsluefnið Big Math for Little Kids er ætlað fjögurra og fimm 

ára börnum (Greenes, Ginsburg og Balfanz, 2004). Að baki því standa fræði-

mennirnir sem hér er vitnað til. Þeir byggðu efnið á fyrirliggjandi niður-

stöðum rannsókna og eigin athugunum á vettvangi. Kennsluefnið hefur að 

markmiði að bjóða ungum börnum upp á skemmtilega, merkingarbæra og 

auðuga reynslu af stærðfræði sem leggur grunninn að árangri þeirra í skóla. 

Viðfangsefnin tengjast flestum inntaksþáttum stærðfræðinnar. Kenning 

höfundanna, eftir að hafa fylgst með börnum sem unnið hafa eftir þessu 

kennsluefni, er að ung börn geti mun meira í stærðfræði heldur en rann-

sóknir hafa almennt sýnt fái þau rétta örvun. Þeir nefna dæmi um fjögurra 

ára börn sem hafi lært að telja að minnst kosti upp í 100 í gegnum hreyfi-

leiki. Þau hafi fjótt áttað sig á því að halda áfram með talnarununa þegar 

þeim var sagt að 101 væri næsta tala. Þau virtust skynja mynstrið. Það er 

einnig kenning þeirra að stærðfræðinám sé órjúfanlega tengt málþroska og 

samskiptafærni sem þroskast samhliða því að þau eru látin lýsa hugsun sinni 



 

86 

og gera grein fyrir hvers vegna þau völdu þær leiðir, sem þau fóru, til að 

leysa hin ýmsu viðfangsefni. 

6.4.2 Building Blocks 

Building Blocks er tölvutækt efni fyrir börn á aldrinum um það bil fjögurra til 

átta ára. Efnið er byggt upp í samræmi við niðurstöður rannsókna á því 

hvernig ung börn læra stærðfræði. Stærðfræði í daglegum athöfnum barn-

anna er útgangspunktur í viðfangsefnunum (Sarama, 2004). Markmiðið með 

námsefninu er að börnin öðlist góða þekkingu á inntaki stærðfræðinnar og 

eflist í rökfastri hugsun. Það er ætlað til notkunar jafnt heima sem í skólum 

og sniðið að fjölbreyttum bakgrunni, leikni og áhugamálum barna. Höfund-

arnir gengu út frá því að stærðfræði með leikskólabörnum snerist annars 

vegar um rúmfræði og rýmisskynjun og hins vegar um tölur og fjölda. 

Mynstur, flokkun og röðun væru sameiginlegir þræðir þarna og eru sam-

þættir í verkefnunum. Nafnið Building Blocks hefur auk hinnar eiginlegu 

merkingar tilvísun í að byggja upp stærðfræðilega færni, að þroska vits-

munalega færni og nota það tvennt til að byggja upp stærðfræðiþekking-

una. Fyrstu niðurstöður athugana á árangri af þessu efni sýndu að það 

skilaði börnunum vel áfram. 

6.4.3 Number Worlds 

Number Worlds–líkanið er byggt á rannsóknum Griffin og fleiri fræðimanna 

á hvernig stærðfræðiskilningur barna þroskast og er ætlað fyrir leikskóla og 

upp í annan bekk (Griffin, 2004). Það samanstendur af fimm ímynduðum 

löndum, Hlutalandi, Myndalandi, Línulandi, Himinlandi og Hringjalandi. 

Nöfn þeirra eru lýsandi fyrir hvernig fjöldi er táknaður í hverju þeirra og röð 

þeirra er í samræmi við hvernig þroska barna vindur fram. Lögð er áhersla á 

að nota samhliða ólíkar framsetningar talna. Um það bil 15 verkefni á 

þremur þyngdarstigum tilheyra hverju landi. Í upphafi skólaárs er unnið 

samhliða á fyrsta þrepi allra landanna og síðan taka hin við hvert af öðru 

eftir því sem líður á skólaárið. 

Í Hlutalandi eru notaðir fingur, kubbar, peningar eða annars konar hlutir 

sem tákn fyrir fjölda (Griffin, 2004). Í fyrstu er unnið með raunverulega hluti 

en síðan koma myndir af hlutunum í þeirra stað. 

Í Myndalandi eru punktamynstur notuð til að tákna fjölda (Griffin, 2004). 

Þessi framsetning byggir brú milli hluta, sem hægt er að færa úr stað, og 

óhlutbundinna tákna. Þar sem ekki er hægt að taka einn og einn þessara 

punkta og færa til þurfa börnin að búa sér til huglægar myndir af hverri tölu 

og hugsa næstu tölu sem einum fleiri punkta en eru í næstu tölu á undan. 



 

87 

Tölustafir eru einnig notaðir í síðari verkefnum Myndalands. Teningaspil og 

venjuleg spil eru mikið notuð í þessu landi þar eð þau búa yfir myndrænum 

táknum yfir fjölda. 

Í Línulandi er hlutur færður eftir talnalínu (Griffin, 2004). Markmiðið er 

að börnin átti sig á að hver tala á sér aðeins einn stað á talnalínunni, en 

sama tala getur líka haft margþættari merkingu eins og að segja til um lengd 

færslu eða hversu oft leikmaður hefur gert. Mikilvægt er að ná því markmiði 

að börnin þroskist frá því að nota teljanlega hluti við að leggja saman og 

draga frá yfir í að skilja að færsla áfram hefur sömu merkingu og að bæta 

við og færsla til baka skilar sömu niðurstöðu og að taka af. Ef barn gerir sér 

ekki grein fyrir þessu eru það ófært um að vinna huglægt. Borðspil þar sem 

tölur eru skráðar í samfelldri röð, svo sem slönguspilið sem áður var nefnt, 

henta vel í Línulandinu. 

Í Himinlandi eru lóðréttar súlur notaðar til að tákna tölur (Griffin, 2004). 

Hugsunin, sem að baki liggur, er sú að hærri tölur standi ofar og jafnframt 

að kynna börnunum tengsl talna við mælingar. Hitamælirinn hentar vel til 

að ná þessum markmiðum. 

Síðasta landið er Hringjalandið (Griffin, 2004). Það er þróaðast allra 

landanna vegna þess að talnaröðin endurtekur sig aftur og aftur eins og 

gerist með klukkuna. Þarna er lagður grunnur að skilningi margra stærð-

fræðilegra hugmynda sem byggjast á endurtekningu. 

Mikilvægustu aðferðamarkmið kennsluaðferðarinnar eru þrautalausnir, 

samræður, röksemdafærslur og að verkefnin henti öllum nemendum óháð 

þroskastigi þeirra (Griffin, 2004). Þetta eru sömu markmið og Hiebert o.fl. 

(1997) benda á sem forsendu þess að hægt sé að byggja upp skilning. Unnið 

er með þetta í gegnum ýmsa leiki og gjarnan í litlum hópum sem gefa kost á 

samræðum um það sem fengist er við (Griffin, 2004). Spjöld með spurning-

um eru notuð til að spyrja viðeigandi spurninga í hverju verkefni svo að 

draga megi fram stærðfræðina í þeim og taka mið af stöðu hvers einstaks 

nemanda. Reynt er að virkja bæði innsæi og áunna þekkingu og áhersla er 

lögð á að láta nemendur spá fyrir um hvað muni gerast. 

Þegar unnið er eftir Number Worlds–kennsluefninu byrjar hver kennslu-

stund á sameiginlegri upphitun með öllum nemendum þar sem farið er yfir 

ýmis þjálfunaratriði eins og talningu (Griffin, 2004). Upphitunin stendur í 

fimm til tíu mínútur og nemendurnir sitja gjarnan í hring á gólfinu á meðan 

á henni stendur. Síðan tekur við verkefnavinna ýmist í fjögurra manna 

hópum eða stærri, jafnvel með öllum bekknum. Sú vinna varir í 20 til 40 

mínútur eftir aldri nemenda. Þá er oft unnið á stöðvum með mismunandi 

viðfangsefnum, gjarnan leikjum og spilum, sem hæfa getustigi hvers hóps. 
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Reynt er að gera börnin sem sjálfstæðust við þetta þannig að kennarinn geti 

einbeitt sér að samræðum við nemendahópa á meðan á þessari vinnu 

stendur. Síðasti hluti kennslustundarinnar er síðan samantekt og samræða 

allra nemenda um það sem þau voru að gera og hvað þau lærðu. Einstaka 

nemendur gera þá grein fyrir niðurstöðu þess hóps sem þeir tilheyrðu. 

Hlutverk kennarans er hér að spyrja vandaðra spurninga, sem beina sjónum 

barnanna að því sem markmiðið var að þau lærðu, og einnig að hjálpa þeim 

að dýpka og víkka skilning sinn. Auk þessa er kennurum ætlað að nýta þau 

tækifæri sem bjóðast til að virkja hugsun um stærðfræði í daglegu starfi og 

aðstæðum hversdagsins. 

Rannsóknir á árangri af því að vinna eftir þessu líkani sýna að hann er 

góður og hefur ekki síst bætt stöðu þeirra sem höllustum fæti standa 

(Griffin, 2004). Annað sem niðurstöður sýna og vert er að staldra við er að 

viðhorf bæði kennara og nemenda í garð stærðfræðinnar verður mjög 

jákvætt og litið er á stærðfræðivinnuna sem uppsprettu gleði og ánægju. 

Viðhorfsbreyting kennaranna reyndist mikil. 

6.5 Niðurlag 

Í þessum kafla kemur fram að árangursríkir kennsluhættir byggjast á því að 

kennarinn viti hvað hver nemandi kann og að tekið sé mið af því. Sú kennsla 

þarf að hafa skilning að leiðarljósi. Til þess að byggja hann upp er þörf á að 

leggja áherslu á hugtök, aðgerðaskilning, sveigjanleika í lausnaleiðum, að 

nemendur geti gert aðgerðaáætlun, sett fram hugmyndir að lausnum, fært 

rök og sjái gagnsemi þess að leggja stund á stærðfræði. Nemendur ættu að 

fá að vinna eins og stærðfræðingar og læra að skilgreina vandamál sem þarf 

að leysa, setja fram tilgátur, prófa þær og deila jafnframt hugsun sinni með 

öðrum.  

Meðal þess sem eykur fjölbreytni í kennslu eru hvers kyns spil og í ljós 

hefur komið að þau geta verið árangursrík til að efla talnaskilning barna. 

Foreldrarnir eru auðlind sem ávinningur er í að virkja en til þess þarf skólinn 

að breyta áherslum í heimanámi á þann veg að það verði sameiginlegt 

viðfangsefni fjölskyldunnar að fást við heimaverkefnin. Spil eru meðal 

annars kjörin leið til að ná því fram.  

Heildstæð námsverkefni fyrir börn á aldrinum fjögurra til átta ára lofa 

góðu um að með markvissri vinnu á þeim aldri geti börn mun fyrr náð 

tökum á undirstöðuatriðum stærðfræðinnar en ella og þau að einhverju 

leyti brúað bilið milli þeirra sem heimilin hlúa best að og hinna sem skortir 

örvun á þessu sviði. Einnig lítur út fyrir að þessi heildstæðu verkefni styðji 

vel við nám barna með þroskaskerðingu. Því fyrr sem íhlutun er sett af stað 
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með börnum sem hafa slakan talna- og aðgerðaskilning þeim mun líklegra 

er að hægt sé að koma í veg fyrir stærðfræðiörðugleika þegar á skóla-

gönguna líður.  
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7 Niðurstöður og umræður 

Í þessum kafla verða niðurstöður dregnar saman, rök færð fyrir þeim og 

þær ræddar. Með það sem skrifað hefur verið í fyrri köflum að leiðarljósi 

verður leitast við að svara rannsóknarspurningunum sem eru:  

 Hvaða færni í meðferð talna og reikniaðgerða má vænta að börn búi 
yfir þegar þau hefja nám í grunnskóla?  

 Hvernig er hægt að leggja mat á talna- og aðgerðaskilning barna við 
upphaf grunnskólagöngu?  

 Hvers konar íhlutun sýna rannsóknir að sé árangursrík í byrjenda-
kennslu svo að hámarka megi árangur þeirra sem búa yfir lítilli færni í 
stærðfræði?  

7.1 Færni sex ára barna í meðferð talna og reikniaðgerða 

Eins og fram kom í kafla 3.2. búa börn yfir mikilli óformlegri þekkingu á 

stærðfræði við upphaf skólagöngu í grunnskóla og þeir sem hafa átt kost á 

góðri örvun hafa líka tileinkað sér eitthvað af formlegri stærðfræði sem 

kennd er í skólum. Þessi óformlega þekking er grunnurinn að hinu formlega 

stærðfræðinámi (Geary, 2000). 

Erfitt er að setja aldurstengd viðmið um talna- og aðgerðaskilning þar 

sem börn þroskast misjafnlega hratt. Þroskamunur við sex ára aldur getur 

numið allt að þremur árum (Sarama og Clements, 2009). Bráðþroska barn 

getur tileinkað sér ákveðinn talnaskilning við fjögurra ára aldur á meðan 

seinfærara barn hefur sömu færni ekki á valdi sínu fyrr en sjö ára. Börnin 

sem styst eru á veg komin kunna þá jafnvel einungis fyrstu tölurnar í 

talnaröðinni og hafa ekki fjöldaskilning nema upp í fimm sé tekið mið af 

líklegri stöðu fjögurra ára barna samkvæmt Gelman og Gallistel (1978). Þau 

ráða hugsanlega ekki við að telja til baka frá fimm og geta ekki nefnt næstu 

tölu á undan eða næstu tölu á eftir þessum lágu tölum. Samkvæmt MRP má 

búast við að þriðjungur sex ára barna ráði ekki við að telja fjölda í tveimur 

hópum sem settir hafa verið saman og samtals eru færri en tíu (Bobis o.fl., 

2005). Börnin, sem eru best á vegi stödd, eru líkleg til að kunna að telja 

áleiðis í þriggja stafa tölurnar og vera farin að leggja saman tveggja stafa 

tölur í huganum. Þau vita orðið svör við einhverjum samlagningardæmum 

þar sem fengist er við tvær tölur með gildi upp í tíu og eru hugsanlega farin 
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að nýta sér að hagræða tölum við útreikninga (Carpenter o.fl., 1999). Sem 

dæmi má taka að fyrst 7 + 7 eru 14 þá sé 7 + 8 einum meira. 

Þótt gera verði ráð fyrir miklum mun á nemendum í sama árgangi má þó 

draga ákveðnar ályktanir út frá fyrirliggjandi rannsóknum um líklega kunn-

áttu nemenda þegar þau hefja skólagöngu í grunnskóla. Yfirlit yfir þá 

kunnáttu var gefið í töflu 3 í fjórða kafla. Miðað við það sem fram kom þar 

og í þriðja kafla hafa sex ára börn almennt náð þeim þroska að vita að sé 

afstöðu hluta breytt haldist fjöldinn sá sami og að síðasta talan sem nefnd 

er þegar eitthvað er talið segir til um fjöldann. Þau ráða flest við að bera 

saman mengi tveggja hluta þar sem þau átta sig orðið á að einn hlutur í 

öðrum hópnum parast á móti einum hlut í hinum. Búast má við að sex ára 

barn kunni talnaröðina að minnsta kosti upp í 20 en ekki er víst að það átti 

sig á hvaða fjöldi stendur á bak við hverja tölu þegar komið er yfir tíu. Þegar 

tölurnar hækka má búast við að börnin ruglist í talnaröðinni þegar þau telja 

yfir heila tugi. Sex ára börn geta talið áfram og aftur á bak um einn eða tvo 

frá gefinni tölu allt að tíu. Þau eru einnig líkleg til að ráða við samlagningu 

og frádrátt sýnilegs fjölda upp í tíu og sum geta það þótt þau hafi hlutina 

ekki fyrir augunum á meðan þau leita lausnar. Á þessum aldri eru börnin á 

mörkum þess að þurfa að hlutgera aðstæður og að ráða við að telja á einum 

frá annarri tölunni í samlagningu lágra talna, en þó nokkur hluti er kominn á 

það stig. Ætla má að sex ára barn þekki að minnsta kosti sum tölutáknin 

fyrir tölurnar frá núlli upp í níu og geti tengt þau við réttan fjölda. Barnið 

kann nokkrar fyrstu raðtölurnar og getur raðað hlutum í röð eftir 

eiginleikum. Sex ára börn geta flest leyst orðadæmi með lágum tölum. Um 

það bil sem þau hefja skólagöngu hafa þau lært að skrifa tölustafi sem tákn 

fyrir fjölda og átta sig á að þá má einnig nota til að tákna röðun. 

7.2 Mat á talna- og aðgerðaskilningi sex ára barna 

Í kafla fimm var gerð grein fyrir átta mismunandi matstækjum sem koma úr 

ýmsum áttum. Niðurstaða mín er að eitt þeirra henti öðrum fremur til að 

nota í íslenskum skólum með börnum sem eru að hefja grunnskólagöngu. 

Það eru matsverkefnin sem tilheyra Mathematics Recovery Programme.  

Matstækin sem kynnt voru eiga ýmislegt sameiginlegt en annað sem 

greinir þau að. Ekki verður annað séð en að þau byggi öll að meira eða 

minna leyti á fyrirliggjandi rannsóknum á því hvernig talna- og aðgerða-

skilningur ungra barna þróast. Sú hugsun liggur að baki þeim öllum að 

grafast þurfi fyrir um hvar í þroskaferli skilnings á tölum og aðgerðum 

barnið er statt og mæta hverjum og einum miðað við niðurstöðurnar. Í 

öllum tilvikum er niðurstaðan að það verði best gert með viðtölum við 
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börnin. Í viðtölum er hægt að komast eins nálægt skilningi barnsins og 

kostur er með því að biðja barnið að gefa skýringar á hvernig það hafi 

komist að þeirri niðurstöðu sem það komst. Þarna leikur tungumálið býsna 

stórt hlutverk og áherslan á að þekking byggist á skilningi. Sum mats-

tækjanna hafa verið unnin af einum einstaklingi en á bak við önnur hafa 

staðið teymi rannsakenda sem lagt hafa mikla vinnu í að fara í gegnum 

rannsóknir á því hvernig börn þroska með sér talna- og aðgerðaskilning.  

Af matstækjunum átta er einungis eitt staðlað og það er bandaríska 

prófið TEMA–3 sem gefur upplýsingar um röðun miðað við aldur en einnig 

upplýsingar um á hvaða þroskaþrepi barnið er. Fyrirlögn þess virðist háð því 

að sérfræðingur sjái um hana og þar af leiðandi hentar það ekki vel til 

almennrar notkunar. Stöðlun þess miðast við Bandaríkin og í mínum huga er 

enginn ávinningur í stöðluðu prófi þar sem ekki er verið að sækjast eftir 

tölfræðilegum upplýsingum um barnið. Hins vegar hefur prófið þann kost að 

hægt er að nota það til að meta stöðu barna allt niður í þriggja ára aldur. 

(Sjá töflu 5). 

Matstillögur Malmer eru mjög einfaldar að gerð og sérstaklega ætlaðar 

börnum á mörkum leikskóla og grunnskóla. Þær eru einungis ábendingar 

um hvernig hægt er að framkvæma mat á þeim sviðum, sem á að kort-

leggja, því verkefnin eru ekki tíunduð í smáatriðum. Malmer leggur meiri 

áherslu á skilning á hugtökum en gert er annars staðar. Ég tel að með þessu 

matstæki megi afla hagnýtra upplýsingar í byrjun grunnskólagöngunnar. 

Jafnframt er ég þeirrar skoðunar að það henti ekki síður til að afla upp-

lýsinga um stöðu barna á síðasta ári leikskóla. Þar mætti síðan skipuleggja 

vinnu með börnunum út frá niðurstöðunum. (Sjá töflu 5). 

Stöðumat Lunde, Kartlegging af matematikvansker, er hugsað fyrir sér-

kennsluna þó að almennir kennarar geti allt eins lagt yfirlitsprófið fyrir og 

það jafnvel fyrir nokkra nemendur í einu. Matstækinu er ætlað að kortleggja 

stöðu nemenda sem ekki hafa náð fullnægjandi tökum á stærðfræðinni eftir 

fyrstu tvö námsár grunnskólans. Stöðumatið mætti laga að þörfum yngri 

nemenda og grípa þar með ennþá fyrr inn í en Lunde gerir ráð fyrir að sé 

gert. Að leggja stöðumatið fyrir í heild sinni gefur glögga mynd af stöðu 

nemenda vegna þess hve víðtækt það er. Ókostir þess eru hins vegar að 

mikinn tíma tekur að leggja allt matið fyrir. (Sjá töflu 5). 

Almennt hefur Alle teller þann kost að hægt er að leggja það fyrir heilan 

bekk í byrjun og fylgja niðurstöðunum síðan eftir með stuttum viðtölum. 

Með því að hafa þennan hátt á sparast nokkur tími. Búast má við að það 

verði þó á kostnað þess hve djúpt er hægt að kafa í skilning barnanna. Þetta 

á ekki við um þann hluta þess sem er ætlaður börnum sem eru að hefja 
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skólagöngu. Sá hluti er alfarið lagður fyrir í viðtali. Matstækið tekur mið af 

aldurstengdum markmiðum norsku námskrárinnar en ekki af þeirri breidd í 

færni sem ganga verður út frá að sé fyrir hendi í einum árgangi. Matstækið 

býður hins vegar upp á verkefni til að meta talnaskilning á hverju námsári 

grunnskólans. Því tel ég kjörið að nota þau verkefni fyrir eldri nemendur 

sem eiga í erfiðleikum með stærðfræðina. Með þeim er hægt að kanna 

hvort skýra megi þær hindranir sem mæta nemendunum í stærðfræðinám-

inu með skorti á talnaskilningi. Markmiðið með Alle teller er ekki síst að 

grafast fyrir um hvort nemendur eru að kljást við ófullkominn talnaskilning 

sem kemur í veg fyrir að þeir nái árangri í námi í stærðfræði. Handbókin 

með matstækinu veitir gagnlegar upplýsingar um ranghugmyndir, sem geta 

skýrt niðurstöður nemenda, og veitir jafnframt margvíslegar leiðbeiningar 

sem eflaust geta hjálpað til við að nemendur nái betri tökum á talna og 

aðgerðaskilningi. Mat mitt er að handbókin sé góð lesning fyrir þá sem fást 

við að kenna stærðfræði. (Sjá töflu 5). 

Hollenska matstækið Early Numeracy Test hefur reynst áreiðanlegt í 

notkun (Van Luit, 2009) og sýnishorn af verkefnum úr því vekja áhuga um 

frekari skoðun. Ég hef ekki haft aðgang að þessu prófi og því ekki náð að 

kynna mér það til hlítar. Umræðan um það í kafla 5.5 er einungis byggð á 

því sem um það hefur verið skrifað. Rannsóknir sýna að auk þess að hafa 

reynst vel í Hollandi hefur það reynst vel í Finnlandi (Aunio, 2006). Þetta 

matstæki gæti því verið góður kostur enda liggja rannsóknir virtra fræði-

manna því til grundvallar (Van de Rijt og Van Luit, 1999). (Sjá töflu 5). 

Fjögur af matstækjunum eru upprunnin í Ástralíu og hafa átt langan 

þróunarferil. Þegar hefur verið lagt mat á Alle teller, sem er eitt þeirra, þótt 

það hafi síðan verið lagað að norskum aðstæðum. Á bak við hin þrjú standa 

teymi rannsakenda sem lagt hafa mikla vinnu í að taka saman og vinna úr 

rannsóknum á því hvernig börn þroska með sér talna- og aðgerðaskilning. 

Raunar nær First Steps in Mathematics einnig yfir mælingar, rúmfræði, töl-

fræði og líkindi og spannar aldurinn frá fimm ára og upp í áttunda bekk. 

Early Numeracy Research Program býður einnig upp á mat á og íhlutun í 

aðra inntaksþætti stærðfræðinnar en tölur og aðgerðir. Svo er hins vegar 

ekki með Mathematic Recovery Programme. (Sjá töflu 5). 

FSiM lýsir ítarlega færni barna á fimm stigum. Færnin sem einkennir 

hvert stig er vandlega skilgreind auk þess sem gerð er grein fyrir hvernig 

ófullkominn skilningur getur birst hjá börnum sem eru um það bil að færast 

upp á næsta stig. Hluti af þessu efni eru íhlutunarverkefni á mismunandi 

þyngdarstigum eftir því hvað það er á hverju stigi sem matið sýnir að nem-

andi þarfnast. Þetta er því það efni, sem hér er til umfjöllunar, sem er víð-
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tækast að allri gerð. Vegna þess hve yfirgripsmikið matið er dreg ég í efa að 

það komi til með að verða mikið notað af almennum kennurum. Ég er hins 

vegar ekki í vafa um að efnið henti vel til að greina nákvæmlega hver staða 

nemenda er og gagnlegt við að finna hentug úrræði. Allt umrætt efni er til 

útgefið á ensku og ætti því að vera aðgengilegt flestum þeim kennurum sem 

vilja nota það. (Sjá töflu 5). 

Early Numeracy Research Project spannar mælingar og rúmfræði auk 

talna- og aðgerðaskilnings. Matsverkefnin eru ætluð fimm til átta ára börn-

um. Tölvutækt form þess lítur út fyrir að vera áhugaverður valkostur. Sá 

prentaði hluti sem ég komst yfir af matstækinu nær til talna- og aðgerða-

skilnings nemenda sem eru að hefja nám í grunnskóla (Clarke og Faragher, 

2004). Þau verkefni væri athyglisvert að prófa að leggja fyrir elstu nemend-

ur leikskóla ekki síður en nemendur í fyrsta bekk. Með verkefnunum eru 

nákvæmar leiðbeiningar um hvernig útfæra á viðtalið þannig að auðvelt 

ætti að vera að leggja verkefnin fyrir. Á færnilistann með ENRP (Department 

of Education and Early Childhood Development, e.d.-b) mætti skrá þegar 

einhverju færniviðmiði er náð óháð því hvaða matsaðferð er notuð. Listana 

getur kennarinn haft í möppu og merkt inn á þá jafn óðum og hann sér að 

barn hefur náð færni sem þar er skráð. Notkun færnilistanna gæti hafist í 

leikskólanum og þeir fylgt barninu inn í grunnskólann. (Sjá töflu 5). 

Enn þá er ótalið það matstæki sem ég mæli með til notkunar á fyrsta ári í 

íslenskum grunnskólum. Það er gagngert samið til að meta talna- og 

aðgerðaskilning sex til sjö ára barna. Þetta matstæki er hluti af Mathematics 

Recovery Programme og er öllum aðgengilegt þar sem það hefur verið gefið 

út á ensku í bók sem ber heitið Early Numeracy: Assessment for teaching & 

intervention (Wright o.fl., 2006a). Í kafla 5.8 var gerð grein fyrir baksviði 

matstækisins sem er meðal annars róttæk hugsmíðihyggja og það sem best 

er vitað um þróunina í talningarfærni barna. Grafist er fyrir um skilning 

barnsins í viðtali og hugsunin er að kennslan miðist síðan við jaðar þroska 

barnsins. Mat mitt er að MRP–matstækið uppfylli allt það sem skiptir máli 

að skoða varðandi talna- og aðgerðaskilning hjá börnum sem eru að hefja 

nám í grunnskóla. Niðurstaða mín er því sú að öllu betur verði ekki gert 

enda er þetta stöðumat byggt á mikilli sérfræðiþekkingu. Matstækið er 

auðvelt að nálgast á ensku en þar sem þýðing þess er háð leyfi, sem ég hef 

ekki aflað mér, fylgir það ekki hér með í íslenskri þýðingu. Bækurnar, sem 

gefnar hafa verið út undir merkjum Mathematics Recovery Programme, eru 

þrjár talsins. Þegar hefur verið gerð grein fyrir efni þeirrar fyrstu en í henni 

eru auk prófsins aðgengilegar leiðbeiningar um fyrirlögn þess. Hinar 

bækurnar tvær gefa ábendingar um úrræði í samræmi við niðurstöður 

matsins. Íhlutunarefninu fylgja geisladiskar með gögnum til að prenta út og 
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nota síðan með börnunum. Vísað er til þessara bóka um fyrirlögn og íhlutun 

í kjölfarið (Wright o.fl., 2006a; Wright o.fl., 2006b; Wright o.fl., 2006c). Tafla 

5 gefur yfirlit yfir helstu matsþætti hvers matstækis, kosti þeirra og ókosti. 

Tafla 5. Yfirlit yfir erlendu matstækin. Helstu matsþættir þeirra, kostir og ókostir. 

Matstæki Helstu matsþættir Kostir Ókostir 

TEMA–3 

 

Aldur: 

3 – 9 ára 

Leikni í meðferð talna. 
Samanburður á fjölda.  
Að lesa úr tölum. 
Reiknifærni. 
Hugtakaskilningur. 

Metur börn niður í 
þriggja ára aldur. 
Veitir upplýsingar um 
þroskaþrep. 
Viðtal. 

Fyrirlögn háð sér-
fræðingi. 
Staðlað miðað við 
Bandaríkin. 
Erfitt að nálgast. 

Malmer 

 

Aldur: 

6 ára 

Hugtakaskilningur. 
Talnaröðin. 
Fjöldaskilningur. 
Reiknifærni. 
Tölustafir (fjöldi, nafn, 
ritun). 
Skynjun tímans. 
Rýmisskynjun. 

Ætlað fyrir sex ára. 
Hentar almennum 
kennurum. 
Einfalt í notkun. 
Viðtal. 
Gæti hentað elsta 
stigi leikskóla. 
Auðvelt að nálgast. 

Ef til vill of einfalt til 
að finna þá 
nemendur sem 
skara fram úr og 
þurfa sérstaklega 
ögrandi verkefni.  

Lunde 

 

Aldur: 

8 – 9 ára 

Hugtakaskilningur. 
Tölustafir (röð, ritun). 
Talnaröðin. 
Tuga- og sætiskerfið. 
Færni í að beita reikni-
aðgerðunum. 
Skilningur orðadæma. 
Mælingar. 
Form. 
Minni og einbeiting. 

Ætlað almennum 
kennurum jafnt sem 
sérkennurum. 
Yfirlitspróf– lagt fyrir 
fleiri en einn í einu. 
Undirpróf– lögð fyrir 
með viðtölum. 
Ábendingar um úr-
ræði. 
Auðvelt að nálgast. 

Ekki hugsað fyrir 
sex til sjö ára en þó 
mögulegt að aðlaga 
það. 
Tímafrekt að leggja 
allt matið fyrir. 

Alle teller 

 

Aldur: 

6– 15 ára 

Fyrir sex ára: 
Tölustafir (nafn, ritun). 
Talning. 
Fjöldaskilningur. 
Röðun. 
Skynjun á fjölda. 
Reiknifærni. 
Hugarreikningur. 

Mat á talnaskilningi 
upp í 10. bekk. 
Góð handbók með 
kennslufræðilegum 
upplýsingum. 
Viðtal fyrir sex ára. 
Einfalt í notkun. 
Auðvelt að nálgast. 

Ef til vill eru 
verkefnin fyrir sex 
ára börnin of létt. 

Aldursviðmið taka 

mið af norskri nám-

skrá. 

ENT 

 

Aldur: 

4– 7 ára 

Fjöldaskilningur. 
Flokkun. 
Einkvæm svörun. 
Töluorð. 
Talning. 
Aðgerðaskilningur. 

Hægt að nota frá 
fjögurra ára aldri. 
Vel rannsakað. 
Viðtal. 

Erfitt að nálgast á 
ensku. 
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Matstæki Helstu matsþættir Kostir Ókostir 

FsiM 

 

Aldur: 

3 – 13 ára 

 

Fyrir sex ára: 
Talning. 
Fjöldaskilningur. 
Aðgerðaskilningur. 
Skilningur á varðveislu. 
Skilningur á fjölbreyttri 
samsetningu talna. 

Byggt á mjög 
víðtækum rann-
sóknum. 
Hægt að nota frá 
þriggja ára aldri. 
Hentar almennum 
kennurum. 
Nær til flestra inn-
taksþátta stærðfræð-
innar. 
Viðmiðunarþrepin 
færnimiðuð. 
Góð verkefni í 
framhaldi af niður-
stöðum mats. 
Auðvelt að nálgast. 

Mikil vinna að 
kynna sér efnið til 
hlítar. 

ENRP 

 

Aldur: 

5 – 8 ára 

 

Fyrir sex ára: 
Hugtök. 
Fjöldaskilningur. 
Talning. 
Tölustafir. 
Röðun. 
Varðveisla. 
Fjölbreytt samsetning 
talna. 
Einkvæm svörun. 
Aðgerðaskilningur. 

Byggt á niðurstöðum 
rannsókna. 
Viðmiðunarþrepin 
eru færnimiðuð. 
Einfaldir færnilistar 
fylgja. 
Hentar almennum 
kennurum.  
Nær einnig til 
mælinga og 
rúmfræði. 
Til í rafrænni útgáfu. 
Hægt að nota á  
elsta stigi leikskóla. 
Viðtal. 

Erfitt að nálgast 
efnið í heild. 

MRP 

 

Aldur: 

6 – 7 ára 

 

Talning (sýnilegra og 
ósýnilegra hluta).  

Fjöldaskilningur. 
Tölustafir. 
Skilningur á tugum. 
Aðgerðaskilningur. 
Mynstur. 

Samið fyrir börn sem 
eru að hefja 
grunnskólagöngu. 
Byggt á viðurkennd-
um rannsóknum.  
Viðmiðunarþrepin 
eru færnimiðuð.  
Góð verkefni í 
framhaldi af 
niðurstöðum mats. 
Viðtal. 
Auðvelt að nálgast. 

Ef til vill tímafrekt 
að leggja fyrir. 
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7.3 Íhlutun og árangursríkir kennsluhættir 

Íhlutunaráætlanirnar, sem rætt er um í kafla 6.2, sýna allar að markviss, 

tímabundin en stöðug íhlutun reyndist í öllum tilvikum skila góðum árangri. 

Í öllum áætlununum var lagt upp með 30 mínútna vinnu í senn. Tvær þeirra 

miðuðu við að kennt væri daglega í þrjá til fjóra mánuði að lágmarki en 

sumum nemendum lengur. Þrátt fyrir að rannsóknir sýni að allar íhlutunar-

áætlanirnar hafi skilað góðum árangri (Dowker, 2005; Gervasoni, 2008; Van 

de Rijt og Van Luit, 1998) er engin leið að meta hvort ein er betri en önnur 

þar sem ekki er hægt að bera árangurinn saman. Hins vegar tel ég eðlilegt 

að nota verkefnin, sem fylgja MRP, í þessum tilgangi enda eru þau í beinum 

tengslum við matstækið sem ég mælti með hér á undan. Að beina sér-

kennslunni í þennan farveg finnst mér mjög skynsamlegt þar sem það vekur 

vonir um að færri börn upplifi sig sem tapara í glímunni við stærðfræðina. 

Ávinningurinn af því að grípa svo fljótt inn í er margþættur náist sambæri-

legur árangur og umræddar rannsóknarniðurstöður sýna. Færri nemendur 

kæmu til með að upplifa niðurbrot, fjármunir spöruðust þegar til lengri tíma 

er litið og skipulag kennslu yrði auðveldara vegna minni munar á færni 

nemenda. 

Í þessu riti hefur víða verið komið inn á hvað almennt einkennir kennslu-

hætti sem miða að því að mæta hverjum og einum nemanda miðað við 

færni hans og þroska og að hann læri stærðfræðina með skilningi. Sam-

kvæmt því sem sagt er í kafla 6.3 um árangursríka kennsluhætti og kafla tvö 

um kenningar um stærðfræðinám og stærðfræðiskilning þarf að hverfa frá 

beinni kennslu yfir í að nemandinn byggi sjálfur upp þekkingu sína og 

skilning í eigin huga. Að öðrum kosti verður um utanbókarlærdóm að ræða 

sem minni einstaklingsins getur ekki haldið utan um til lengri tíma. Nemend-

ur ættu að fá að vinna eins og stærðfræðingar og læra að skilgreina 

vandamál sem þarf að leysa, setja fram tilgátur, prófa þær og deila 

jafnframt hugsun sinni með öðrum. Í anda Malmer (2002) ætti notkun 

táknmáls stærðfræðinnar ekki að vera fyrsta skrefið í formlegu stærðfræði-

námi barna. Byrja þarf á að vinna út frá tungumálinu, taka svo inn áþreifan-

lega hluti sem myndræn táknun leysir af hólmi og fara þaðan yfir í tölutákn 

og aðgerðamerki.  

Sníða ætti viðfangsefni að færni hvers og eins með opnum verkefnum og 

spurningum sem dýpka hugsun nemenda. Þetta er ekki síður hægt að gera 

þegar viðfangsefni eru krufin með heilum bekk en í viðtali við einstaka 

nemendur. Þó svo að góðir kennsluhættir miði að skilningi er nauðsynlegt 

að nemendur læri ákveðnar staðreyndir um lágar tölur utan að svo sem 

samlagningu tveggja eins stafs talna þar sem það flýtir fyrir við lausn 
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annarra viðfangsefna. Ég tel að setja ætti það markmið að við lok annars 

bekkjar kunni nemendur svör við öllum samlagningardæmum þar sem tölur 

allt að 10 + 10 eru lagðar saman og geri sér grein fyrir hvernig hægt er að 

nota þær til að flýta fyrir sér í frádrætti líka. Skoðun mín er einnig sú að í 

fjórða bekk ætti sambærilegt markmið að gilda fyrir margföldunartöfluna og 

hvernig má nota hana til að flýta fyrir sér í deilingu.  

Miðað við niðurstöður Siegler (2009) og Siegler og Ramani (2009) getur 

notkun spila í kennslu talist til góðra kennsluhátta fyrir ung börn. Spil eru 

tilvalin til að ná ákveðnum markmiðum í kunnáttu á tölum og aðgerðum. 

Væri krufið til mergjar hvað bæði venjuleg spil og teningaspil fela í sér af 

mikilvægum þáttum sem raktir eru í kaflanum um þróun talna- og aðgerða-

skilnings ungra barna gæti það komið skemmtilega á óvart. Vekja ætti 

athygli foreldra ungra barna á mikilvægi þess að spila við börn og virkja 

meðal annars þannig þá lítt virkjuðu auðlind sem býr í foreldrum. Þeir geta 

ef rétt er að staðið haft mikil og jákvæð áhrif á stærðfræðifærni barna 

sinna. 

Heildstæð námsverkefni fyrir börn á aldrinum fjögurra til átta ára, sem 

sagt var frá í kafla 6.4, lofa góðu um að með markvissri vinnu á þeim aldri 

geti börn náð tökum á undirstöðuatriðum stærðfræðinnar mun fyrr en ella. 

Þau gætu að einhverju leyti brúað bilið milli þeirra barna sem heimilin hlúa 

best að og hinna sem skortir örvun á þessu sviði. Einnig lítur út fyrir að þau 

styðji við nám barna með þroskaskerðingu. Í ljósi þessa þarf að koma á 

markvissri vinnu með tölur og talnaskilning í leikskólum þrátt fyrir að í nám-

skrá þeirra sé í meginatriðum gert ráð fyrir því að stærðfræðin fléttist fyrst 

og fremst inn í daglegt starf leikskólans (Mennta- og menningarmála-

ráðuneytið, 2011b). Í því efni gætum við litið til TAL–verkefnisins hollenska 

(Van den Heuvel–Panhuizen, 2008a) og sambærilegs efnis sem gefið hefur 

verið út þar í landi um rúmfræði og mælingar (Van den Heuvel–Panhuizen, 

2008b). Með markvissu stærðfræðinámi í leikskóla á ég ekki við að dyrnar 

séu opnaðar fyrir hina formlegu stærðfræði, sem kennd er í grunnskólum, 

heldur fyrir ýmiss konar vinnu sem styrkir grunninn sem hin táknbundna 

stærðfræði byggist síðan á.  

7.4 Niðurlag 

Eins og fram hefur komið er erfitt að gefa aldurstengd viðmið um færni 

barna í að fást við tölur og reikniaðgerðir. Þó má gera ráð fyrir því að 

almennt geti sex ára börn unnið á margvíslegan hátt með tölur upp í tíu en 

ganga verður út frá því að mikill munur sé á færni barnanna. Flest þeirra 

ráða við að telja að minnsta kosti upp í 20 og mörg mun hærra en hætt er 
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við að fjöldaskilningur fylgi ekki. Meiri hluti barnanna er ennþá hlutbundinn 

í hugsun en einmitt á þessum aldri eru þau að færast yfir á talningarstigið, 

þegar unnið er með lágar tölur, sem þýðir að þau geta varðveitt stærð í 

huganum og unnið út frá henni. Þegar talningarstiginu er náð eru börnin 

ekki lengur háð því að hafa hluti til að handfjatla. Almennt þekkja börnin 

tölustafina upp í 9 og geta tengt fjölda við þá. Einnig kunna þau orðið að 

skrifa að minnsta kosti nokkra tölustafi. 

Þegar lagt var af stað með þetta verkefni lá fyrir að ekki var til matstæki 

eða opinberar íhlutunaráætlanir hér á landi fyrir börn sem eru á mörkum 

leikskóla og grunnskóla. Nú liggur fyrir að erlent matstæki, Mathematics 

Recovery Programme (MRP), sem ég hafði upp á eftir víðtæka efnisöflun 

stendur á þeim fræðilega grunni sem vegferðin hófst á. Það prófar öll þau 

grundvallaratriði talna- og aðgerðaskilnings sem rannsóknir sýna að geti 

sagt til um hver þekking sex til sjö ára barns er. Ég tel mig hafa sýnt fram á 

með fræðilegri umræðu að miðað við kenningar og rannsóknarniðurstöður 

svari þetta matstæki spurningunni um hvernig hægt sé að meta talna- og 

aðgerðaskilning barna við upphaf grunnskóla.  

Ekki liggur fyrir hvort umrætt matstæki henti íslenskum aðstæðum og 

ólíklegt er að það komist í almenna notkun nema það verði þýtt yfir á 

íslensku. Til þess þarf að afla tilskilinna leyfa. Aðrar takmarkanir á notagildi 

þess eru skortur á þekkingu almennra kennara á hvernig talna- og aðgerða-

skilningur barna þróast og vandamál við að finna tíma og aðstæður til að 

leggja það fyrir. Ég mæli með því að við fyrirlögn verði bekkjarkennarinn 

leystur af. Síðan fái hann aðstoð sérkennara við að túlka niðurstöðurnar og 

að þeir vinni sameiginlega kennsluáætlanir út frá þeim. Vonandi getur sú 

fræðilega umræða sem sett var fram hér í köflum þrjú og fjögur hjálpað til 

við að skilja og túlka úrlausnir nemenda. Einnig geta yfirlitstöflurnar með 

Stærðfræðikennslu byggðri á skilningi barna verið stuðningur við að lesa úr 

atferli barnanna og útskýringum þeirra á hvernig þau hugsa lausnirnar. 

Töflurnar er að finna í viðaukum A, B, C og D. 

Markvissar íhlutunaráætlanir, framkvæmdar á fyrsta ári skólagöngu og 

standa tímabundið yfir, hafa sýnt sig vera að skila bættri stöðu barna í talna- 

og aðgerðaskilningi. Í framhaldi af stöðumati er þá unnið, í hálfa klukku-

stund á dag í nokkrar vikur, sérstaklega með börnin sem höllum fæti standa. 

Matstækinu, sem ég mæli með, tengist aðgengilegt íhlutunarefni sem 

rannsóknir hafa sýnt fram á að skilar góðum árangri sé unnið eftir því. Í ljósi 

þess að rannsóknir sýna að staða talna- og aðgerðaskilnings barna við 

upphaf náms í grunnskóla hefur fylgni við stærðfræðinám á síðari stigum 
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finnst mér mikilvægt að íhlutun verði sett af stað strax í leikskóla sem 

heildstæð verkefni í anda þeirra er nefnd voru í kafla 6.4.  

Áhugavert viðfangsefni væri að gera tilraun með Number Worlds og 

rannsaka áhrif kennsluefnisins á stærðfræðiþroska nemenda þótt það væri 

einungis sá hluti þess sem ætlaður er til notkunar í leikskóla. Einnig væri 

áhugavert að skoða hvort matsverkefnin úr ENRP eða frá Malmer henta til 

að meta stöðu barna á síðasta ári leikskóla eins og ég lagði til hér að 

framan. 
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8 Lokaorð 

Þessu verki var ætlað að leggja mat á og velja heppilegt matstæki til að 

meta stærðfræðifærni barna við upphaf grunnskóla. Farið var af stað stað 

með þá fyrirætlun að matstækið næði til almennrar stærðfræðifærni en 

þróaðist síðan yfir í að takmarkast við talna- og aðgerðaskilning. Til þess 

lágu þær ástæður að útlit var fyrir að ég væri að reisa mér hurðarás um öxl 

og einnig að niðurstöður rannsókna sýndu að talna- og aðgerðaskilningur 

væru líklega mikilvægustu inntaksþættir stærðfræðinnar þegar horft væri til 

barna á þessum aldri. Við það þrengdi ég rannsóknarspurningarnar frá því 

að beinast almennt að stærðfræði í að beina einungis sjónum að talna- og 

aðgerðaskilningi. Ég er mjög sátt við þá afmörkun og einnig með að hafa 

komist í kynni við þau athyglisverðu matstæki sem gerð var grein fyrir. Hefði 

ég vitað af tilvist Mathematic Recovery Programme áður en ég hóf 

heimildaöflun geri ég ráð fyrir að viðfangsefni mitt til meistaraprófs hefði 

orðið rannsókn á notagildi þess við íslenskar aðstæður. Tækifærið býðst nú 

öðrum að taka við boltanum og vinna rannsókn á því hvort MRP veitir þær 

upplýsingar um talna- og aðgerðaskilning sex til sjö ára barna sem mikil-

vægar eru til að hægt sé að vinna einstaklingsmiðað með nemendur. Einnig 

væri áhugavert viðfangsefni að rannsaka hvort íhlutunarefnið, sem tilheyrir 

MRP, skili árangri sé farið eftir því. 

Hvernig og hvort matstækið sem ég mæli með verður notað hérlendis á 

eftir að koma í ljós. Ég tel þetta í það minnsta mikilvægt framlag af minni 

hálfu til að opna augu kennara fyrir því að nauðsynlegt er að huga sem fyrst 

að stöðu talna- og aðgerðaskilnings barna vegna þess að með réttum 

aðgerðum í framhaldinu má koma í veg fyrir að mörg börn missi tökin á 

stærðfræðináminu. Að tapa í glímunni við stærðfræðina er skaðlegt fyrir 

sjálfsmynd barnsins og líklegt til að rýra starfshæfni þess á fullorðinsárum. 

Mikill lestur liggur að baki þessu verki. Hann hefur skilað mér víðari sýn 

en ég hafði áður á stærðfræðinám ungra barna. Áður en ég hóf vinnuna var 

ég sannfærð um að hvernig staðið væri að stærðfræðinámi nemenda á 

fyrstu árum grunnskólans væri mikilvægt fyrir árangur þeirra síðar. Ég hef 

enn frekar styrkst í þessari trú og jafnframt komist að því að markvissa 

stærðfræðivinnu verður að hefja í leikskólum þrátt fyrir litla áherslu á 

stærðfræði í Aðalnámskrá leikskóla (Mennta- og menningarmálaráðuneytið, 

2011b). Þessi skoðun er studd niðurstöðum rannsókna á því að mögu-

leikarnir sem elstu börn leikskólans búa yfir séu vanmetnir.  

Rannsóknir styðja að árangur yngri nemenda sé háður þekkingu kennara 

á stærðfræði og stærðfræðinámi (Hill, Rowan og Ball, 2005). Eftir að hafa 
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kynnt mér áströlsku þróunarverkefnin til nokkurrar hlítar og árangurinn sem 

af þeim hefur hlotist sé ég að ekki er nóg að leggja vel uppbyggð mats-

verkefni fyrir nemendur. Þær áætlanir, sem taka við, þurfa einnig að taka 

mið af því sem best er vitað um hvernig börn læra og vitneskjunni um hvað 

einkennir ófullkominn skilning. Til þess að það verði faglega gert þarf að efla 

þekkingu kennara. Sú leið sem farin var í áströlsku þróunarverkefnunum var 

að sérfræðingar frá háskólum sáu um fræðslu til kennara og störfuðu með 

kennarateymunum sem héldu utan um verkefnið í skólunum. Kennarar sem 

tóku þátt Early Numeracy Research Project lýstu því sem hagnýtri reynslu 

sem hefði kennt þeim að skilja betur hvernig þroska barna vindur fram og 

það hafi þeir nýtt sér í bekkjarkennslu (Dowker, 2005). 
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Viðauki A 

Flokkun orðadæma í samlagningu og frádrætti samkvæmt SKSB 

 

Tegund 
verkefnis 

Samsetning (Niðurstaða 
óþekkt) 
Konný átti 5 
glerkúlur. Jóhann 
gaf henni 8 kúlur 
til viðbótar. Hvað 
átti Konný þá 
margar glerkúlur 
samtals? 
5 + 8 = __ 

(Breyting óþekkt) 
Konný á 5 
glerkúlur. Hvað 
þarf hún margar 
kúlur til viðbótar 
svo hún eigi 
samtals 13 
glerkúlur? 
 
5 + __= 13 

(Upphaf óþekkt) 
Konný átti nokkrar 
glerkúlur. Jóhann 
gaf henni 8 til 
viðbótar svo nú á 
hún 13 kúlur. Hvað 
átti Konný margar 
glerkúlur í upphafi? 
 
__ + 8 = 13 

Aðskilnaður (Niðurstaða 
óþekkt) 
Konný átti 13 
glerkúlur. Hún gaf 
Jóhanni 5 þeirra. 
Hvað átti Konný 
margar glerkúlur 
eftir? 
13 – 5 = __ 

(Breyting óþekkt)  
Konný átti 13 
glerkúlur. Hún gaf 
Jóhanni nokkrar. 
Þá átti hún 5 
kúlur eftir. Hvað 
gaf Konný Jóhanni 
margar glerkúlur? 
13 – __= 5 

(Upphaf óþekkt) 
Konný átti nokkrar 
glerkúlur. Hún gaf 
Jóhanni 5 þeirra og 
átti þá 8 kúlur eftir. 
Hvað margar 
glerkúlur átti Konný 
í upphafi? 
__ – 5 = 8 

Hluti-hluti-
heild 

(Heild óþekkt) 
Konný á 5 rauðar glerkúlur 
og 8 bláar. Hvað margar 
glerkúlur á hún samtals? 
5 + 8 = __ 

(Hluti óþekktur) 
Konný á 13 glerkúlur. 5 þeirra 
eru rauðar en hinar eru bláar. 
Hvað margar bláar glerkúlur á 
Konný?                5 + __ = 13 

Saman-
burður 

(Mismunur 
óþekktur) 
Konný á 13 
glerkúlur. Jóhann 
á 5 kúlur. Hvað 
eru glerkúlur 
Konnýjar mikið 
fleiri en Jóhanns? 
13 – 5 = __ eða  
5 + __ = 13 

(Samanburðar-
fjöldi óþekktur) 
Jóhann á 5 
glerkúlur. Konný á 
8 kúlum meira en 
Jóhann. Hvað 
margar glerkúlur 
á Konný? 
 
5 + 8 = __ 

(Það sem vísað er 
til er óþekkt) 
Konný á 13 
glerkúlur. Hún á 5 
fleiri en Jóhann. 
Hvað margar 
glerkúlur á Jóhann? 
 
__ + 5 = 13 eða 
13 – 5 = __ 

(Carpenter o.fl., 1999) bls. 12. 
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Viðauki B 

Lausnaleiðir barna sem er á stigi hlutrænna líkana í samlagningu og 
frádrætti 

 

Aðgerð Viðfangsefni Hvað gerir barnið? 

 
Samsetning 
(niðurstaða 
óþekkt) 

Ellen átti 3 tómata. Hún 
tíndi 5 tómata til 
viðbótar. Hvað er Ellen 
með marga tómata 
núna? 

Notar hluti eða fingurna og býr 
til mengi með 3 hlutum og 
mengi með 5 hlutum. Mengin 
eru sameinuð og barnið telur 
allt. 

 
Samsetning 
(breyta óþekkt) 

Kalli átti 3 hnetur. Klara 
gaf honum nokkrar til 
viðbótar. Nú á Kalli 8 
hnetur. Hvað gaf Klara 
Kalla margar hnetur? 

Býr til mengi með 3 hlutum. 
Bætir síðan við hlutum þar til 
fjöldinn er orðinn 8. Telur 
hlutina sem bættust við. 

 
Aðskilnaður 
(niðurstaða 
óþekkt) 

8 selir voru að leika sér. 
3 syntu burt. Hvað voru 
þá margir selir enn að 
leika sér? 

Myndar mengi með 8 annað 
hvort með hlutum eða 
fingrunum. Fjarlægir síðan 3 
hluti og telur það sem eftir er. 

 
Aðskilnaður 
(hluti óþekktur) 

Í strætó voru 8 farþegar. 
Nokkrir farþegar fóru úr 
vagninum svo nú eru 3 
farþegar eftir. Hvað fóru 
margir úr? 

Telur 8 hluti eða fingur. 
Fjarlægir síðan hluti þar til 3 
eru eftir. Telur hlutina sem 
það fjarlægði. 

 
Samanburður 
(mismunur 
óþekktur) 

Maggi á 3 límmiða. 
Rannveig á 8 límmiða 
Hve miklu fleiri límmiða 
á Rannveig en Maggi? 

Býr til mengi með 3 hlutum og 
annað með 8 hlutum. Para 
síðan saman einn á móti 
einum þar til annað mengið er 
tómt. Telur síðan það sem 
eftir er í hinu menginu. 

 
Leitaraðferð 
(upphaf óþekkt) 

Dóra var með nokkrar 
bækur. Hún fór á 
bókasafnið og fékk 3 
bækur til viðbótar. Nú 
er hún með 8 bækur. 
Hvað var hún með 
margar bækur í 
upphafi? 

Setur nokkra hluti saman í 
mengi. Bætir síðan 3 hlutum 
við eða fjarlægir og telur 
fjöldann. Séu hlutirnir 8 hefur 
upphaflegi fjöldinn í menginu 
verið lausnin, ef ekki er byrjað 
með annan fjölda og ferlið 
endurtekið. 

(Carpenter o.fl., 1999) bls. 19. 
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Viðauki C 

Lausnaleiðir barns sem er á talningarstigi í samlagningu og frádrætti 

 

Aðgerð Viðfangsefni Hvað gerir barnið? 

 
Samsetning 
(niðurstaða 
óþekkt) 

 

Ellen átti 3 tómata. Hún 
tíndi 5 tómata til 
viðbótar. Hvað er Ellen 
með marga tómata 
núna? 

Telur áfram frá fyrri tölu 

Byrjar að telja á 3 og telur 5 
áfram. Lausnin er síðasta 
talan sem það nefnir. 

 
Samsetning 
(niðurstaða 
óþekkt) 

 

Ellen átti 3 tómata. Hún 
tíndi 5 tómata til 
viðbótar. Hvað er Ellen 
með marga tómata 
núna? 

Telur áfram frá hærri tölu 

Byrjar að telja á 5 og telur 3 
áfram. Lausnin er síðasta 
talan sem það nefnir. 

 
Samsetning 
(breyta óþekkt) 

 

Kalli átti 3 hnetur. Klara 
gaf honum nokkrar til 
viðbótar. Nú á Kalli 8 
hnetur. Hvað gaf Klara 
Kalla margar hnetur? 

Telur áfram að 

Telur áfram frá 3 þar til það 
nefnir töluna 8. Lausnin er 
fjöldi töluheitanna sem 
nefnd voru. 

 

Aðskilnaður 
(niðurstaða 
óþekkt) 
 

 

8 selir voru að leika sér. 
3 syntu burt. Hvað voru 
þá margir selir enn að 
leika sér? 

Telur niður  

Telur niður frá 8 og nefnir 3 
tölur. Lausnin er síðasta 
talan sem það nefnir. 

 

Aðskilnaður 
(breyta óþekkt) 

 

Í strætó voru 8 farþegar. 
Nokkrir farþegar fóru úr 
vagninum svo nú eru 3 
farþegar eftir. Hvað fóru 
margir úr? 

Telur niður að 

Telur niður frá 8 og heldur 
áfram þar til það nefnir 
töluna 3. Lausnin er fjöldi 
töluheitanna sem nefnd 
voru. 

(Carpenter o.fl., 1999) bls. 23. 
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Viðauki D 

Flokkun orðadæma og lausnaleiðir barna samkvæmt SKSB 

Margföldun og deiling 

 

Flokkur Dæmigert 
viðfangsefni 

Hvað gerir 
barnið? 

Hlutrænt líkan 

Hvað gerir barnið? 

Talning 

Margföldun  

(Fjöldi hópa 
og fjöldi í hópi 
er gefið) 

Margrét á 5 
poka með 
kexkökum. Í 
hverjum poka 
eru 3 kökur. 
Hvað á Margrét 
margar kökur 
alls? 

Býr til 5 hópa 
með 3 kubbum í 
hverjum. Telur 
heildarfjöldann. 

Telur 3-6-9-12-15 og 
lyftir einum fingri 
upp til að telja fjölda 
hópa.  

Deiling sem 
endurtekinn 
frádráttur 
(Heildarfjöldi 
og fjöldi í hópi 
er gefið) 

Margrét á 15 
kexkökur. Hún 
setur 3 kökur í 
hvern poka. 
Hvað setur hún í 
marga poka? 

Setur 15 kubba í 
hópa með 3 
kubbum í 
hverjum hópi. 
Telur fjölda 
hópa. 

Svipað og þegar það 
margfaldar  

Deiling sem 
skipting 

(Heildarfjöldi 
og fjöldi hópa 
er gefið) 

Margrét á 15 
kexkökur. Hún 
setur þær í 5 
poka og hefur 
jafn margar í 
hverjum þeirra. 
Hvað eru 
margar kökur í 
hverjum poka? 

Skiptir 15 
kubbum í 5 jafna 
hópa. Telur hvað 
eru margir í 
einum hópi. 

Notar leitaraðferð, 
t.d. 4-8-12-16, 
passar ekki. 3-6-9-
12-15, passar. Lyftir 
fingri í hvert sinn 
sem það nefnir tölu. 

(Carpenter o.fl., 1999)bls. 34 og 39. 

 


