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Útdráttur 
Aukinn skilningur og betri greiningartækni á raunhegðun járnbentra burðareininga leiða til 
betri hönnunar. 

Meginmarkmið þessa verkefnis var að kanna möguleika á að nota frjálsan hugbúnað til að 
herma ólínulega raunhegðun einfalt undirstuddra bita úr járnbentri steinsteypu upp að broti. 
Aðallega var stuðst við OpenSees hugbúnaðinn sem þróaður er af Pacific Earthquake 
Engineering Research Center (PEER) sem hefur höfuðstöðvar við Berkeley háskóla í 
Kaliforníu. Önnur opin forrit voru einnig skoðuð en ekki verður nánar fjallað um þau í 
þessu verkefni. Til samanburðar við OpenSees var skrifað sértækt forrit, kallað M-kappa, 
sem getur hermt ólínulegar formbreytingar í bæði innspenntum svifbitum og einfalt 
undirstuddum bitum. Loks var ítarlega fjallað um notkun handreikninga til nálgunar 
ólínulegra formbreytinga þótt þeir séu í eðli sínu að hluta til byggðir á línulegum 
aðferðum.  

Stuðst var við tilraunaniðurstöður þriggja bitaprófana í verkefninu. Prófanirnar voru 
framkvæmdar í Toronto í Kanada árið 2003 auk bitaprófana sem gerðar voru í tilraunastofu 
Háskóla Íslands VR-III vorið 2011 og haustið 2012. Alls voru 16 bitar hermdir í tölvu-
forritum. 

Bitarnir sem prófaðir voru í VR-III vorið 2011 sýna hegðun þar sem beygja er ráðandi 
þáttur en bitar sem prófaðir voru haustið 2012 sýna svörun sem er samblanda af beygju- og 
skúfáhrifum. Torontobitarnir hafa hins vegar hátt járnhlutfall og ólínulegar skúfform-
breytingar eru ráðandi. 

Þær ólínulegu FEM einingar (e. Finite Element) sem OpenSees styðst við taka ekki tillit til 
ólínulegra skúfformbreytinga. Í verkefninu er fjallað um mögulegar leiðir til að 
betrumbæta reiknilíkön OpenSees með tilliti til þessa. Að öðru leyti gera ólínulegu FEM 
einingarnar úr OpenSees það sem til er ætlast og niðurstöður hermana eru ágætar þegar 
beygjuáhrif eru ráðandi. 
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Abstract 
Increased understanding and improved diagnostic techniques on actual behaviour of 
reinforced structural members leads to a better design. 

The main objective of this thesis was to use open source software to simulate actual 
behaviour of simple supported reinforced beams. The work was mainly based on the 
OpenSees software developed by the Pacific Earthquake Engineering Research Center, 
PEER, with headquarters at Berkeley University in California. Also a new program was 
written which can simulate nonlinear behaviour in both suspension beams (cantilever) and 
simple supported beams. The use of handcalculations to approach nonlinear behaviour in 
beams was also examined though in essence handcalculations are partly based on linear 
methods. 

Experimental results of three separate beam tests have been acquired. Experimental results 
from a beam test carried out in Toronto Canada in 2003 and beam tests that were carried 
out in the experimental laboratory at the University of Iceland, building VR-III, in spring 
2011 and autumn 2012. All in all 16 beams were simulated. 

Beams tested in VR-III in the spring of 2011 show behaviour where bending is the 
dominant factor. The beams tested in autumn 2012 show a response that is a combination 
of bending and shear deformation. The Toronto beams, however, have high reinforcement 
ratios and nonlinear shear deformations are dominant. 

The nonlinear beam element that OpenSees uses does not take into account nonlinear shear 
deformations. The thesis also focuses on possible ways to improve modelling in OpenSees 
with respect to shear deformations. However, it is clear that nonlinear beam elements in 
OpenSees do what is intended and simulations are good when bending effect is dominant. 
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Inngangur 
Járnbentar steinsteyptar burðareiningar verða fyrir ólínulegum formbreytingum þegar álag fer 
yfir ákveðin mörk sem þó gerist sjaldan undir venjulegum kringumstæðum. Slíkt gerist þegar 
álag (t.d. vind, snjó- og jarðskjálftaálag) verður hærra en reiknað er með í hönnun. 
Burðarþolshönnun skiptist í greiningu á mannvirkjum í not- og brotmarkástandi. Í fyrrnefnda 
tilfellinu eru mannvirki hönnuð fyrir venjulegar aðstæður og er stuðst við línuleg reiknilíkön 
þar sem gert er ráð fyrir að formbreytingar og stífni burðareininga sé á línulegu sviði. Í 
síðarnefnda tilfellinu er farið inn á ólínulega sviðið með notkun öryggisstuðla sem taka tillit 
til óvissu í hönnunarútreikningum, álagi, efnisstyrk og fleiri þáttum til að ná ásættanlegu 
brotöryggi. Með betri reiknilíkönum og auknum afköstum í tölvuvinnslu má draga úr 
hönnunaróvissunni í brotmarkástandi og þegar fram líða stundir er líklegt að hönnun komi til 
með að byggja stöðugt meira á ólínulegri greiningu burðareininga. 

Ólínuleg hegðun járnbentra steinsteyptra burðareininga er flókið fyrirbæri og enn hefur ekki 
tekist að útskýra að fullu þá fjölbreytilegu svörun og brotmynstur sem sumar einingar hafa 
sýnt í tilraunum. 

Margar tilraunir hafa verið gerðar sem miða að því að kanna og útskýra ólínulega hegðun 
burðareininga úr járnbentri steinsteypu. 

Markmið þessa verkefnis er að kanna samverkandi ólínulega hegðun stáls og steypu með 
hjálp frjáls hugbúnaðar. Miðað er við að endurskapa tilraunaniðurstöður með hermunum í 
tölvulíkönum. Notast verður við mæligögn sem fengust annars vegar úr bitaprófunum við 
Háskóla Íslands og hins vegar frá Toronto háskóla í Kanada. Stuðst er við OpenSees 
hugbúnaðinn (Mazzoni og fleiri, 2007) en einnig var samið og þróað sérstakt ólínulegt 
bitaforrit til að herma tilraunirnar og kallast forritið M-kappa. Loks er handreikningum beitt 
eins og kostur er til samanburðar. 

Í ritgerðinni er fjallað um ólínuleg efnislíkön stáls og steypu sem nota má til að herma og 
greina álagssvörun bitaeininga úr járnbentri steinsteypu í tölvutækum reiknilíkönum. Jafn-
framt verður fjallað um hvað liggur að baki uppbyggingu ólínulegra burðareininga í tölvu-
forritum. 

Þeir bitar sem hermdir eru í tölvuforritunum eru allir einfalt undirstuddir með stakan kraft á 
miðju hafi. 

Ritgerðin skiptist í fjóra hluta. Fræðilegan hluta sem telur átta fyrstu kaflana. Tilraunakafla 
þar sem niðurstöður bitaprófana eru kynntar (kafli 9). Niðurstöðukafla þar sem niðurstöður 
hermana úr OpenSees og M-kappa eru kynntar auk handreikninga (kafli 10). Að lokum eru 
settar fram tillögur að áframhaldandi vinnu með skúfformbreytingar í huga (kafli 11). Fyrstu 
átta kaflarnir eru tíundaðir hér að neðan. 

Kafli 1 fjallar almennt um OpenSees hugbúnaðinn. Kafli  2 fjallar um ólínulega hegðun járn-
bentrar steinsteypu. Kafli 3 fjallar um ólínuleg efnislíkön sem OpenSees styðst við. Kafli 4 
fjallar um klassíska bitafræði skv. Euler Bernoulli. Kafli 5 fjállar um lausnaraðferð og 
bitaeiningar í OpenSees. Kafli 6 fjallar um notkun handreikninga til samanburðar við 
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ólínulega hegðun bita. Kafli 7 fjallar um skúfþol bita skv. Eurocode 2. Kafli 8 fjallar um forrit 
(M-kappa) sem reiknar vægis-krappa feril og niðurbeygjur bita á ólínulegu sviði og eru 
hermanir bornar saman við OpenSees. 
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1 OpenSees 
OpenSees (e. Open System for earthquake engineering simulation) er opinn, frjáls 
hugbúnaður sem ætlaður er til að greina áhrif jarðskjálfta á burðarvirki. OpenSees býður 
einnig upp á ólínuleg efnislíkön fyrir jarðveg og er t.a.m. hægt að herma samverkandi svörun 
undirstaða og jarðvegs vegna álags. Hugbúnaðurinn byggir á einingaraðferðinni (e. Finite 
Element Method - FEM). OpenSees er þróað af PEER (Pacific Earthquake Engineering 
Research Center) með höfuðstöðvar við Berkeley háskóla í Kaliforníu (Fenves og fleiri, 
2004). 

OpenSees hugbúnaðurinn er skrifaður í C++ forritunarmálinu en uppsetning líkana (keyrslu-
skráa) styðst við Tcl forritunarmálið og það má setja upp í hvaða ritvinnsluforriti sem til boða 
stendur. OpenSees er í stöðugri þróun hjá bæði umsjónaraðila og notendum. Hugbúnaðurinn 
er opinn öllum án endurgjalds (frjáls hugbúnaður) og er notendum jafnframt gert kleift að 
þróa eigin FEM burðareiningar, efnislíkön og lausnaraðferðir með hjálp C++, C eða 
FORTRAN forritunarmálanna sem síðan má innleiða í OpenSees. Grunnkóði (e. source code) 
OpenSees er jafnframt aðgengilegur öllum. 

Hugbúnaðurinn býður upp á fjölda línulegra og ólínulegra burðareininga og fjölbreytilegar 
lausnaraðferðir fyrir mannvirki undir bæði varanlegu og hreyfanlegu álagi. 

Hermanir (e. simulations) í OpenSees má framkvæma með einmenningstölvum en einnig má 
keyra þær í gegnum netþjóna NEES (Network for Earthquake Engineering Simulation) sem 
bjóða upp á hraðvirkari leið fyrir lausn á stórum flóknum burðarvirkjum (McKenna og fleiri, 
2011). 

Í þessum kafla ritgerðarinnar er lögð áhersla á þá þætti sem snúa að bita undir krafta- og 
færslustýrðri burðarþolsgreiningu undir varanlegu álagi (e. static load controlled or 
displacement controlled pushover analysis). Einföld uppsetning líkans er í viðauka A. 

1.1 Tcl 
Tcl forritunarmálið (e. Tool command language) sér um allar skipanir gagnvart OpenSees og í 
því er reiknilíkanið sem greina á skilgreint. Tcl forritunarmálið er, rétt eins og OpenSees, opið 
öllum án endurgjalds. Eins og við á um önnur forritunarmál má skilgreina breytur, reikna og 
umrita formúlur og skrifa skilyrðissetningar í Tcl. Einnig er hægt að láta það kalla á aðrar 
textaskrár og þannig má skipta framsetningu líkans upp í fleiri einingar (Mazzoni og fleiri, 
2007). 

1.2 Uppsetning 
Eins og í öðrum FEM greiningum þarf í upphafi að skilgreina víddir og frelsisgráður líkans. 
Skilgreina þarf hnútpunkta, randskilyrði og álag í hnútpunktum háð víddum líkansins í 
víðtæka hnitakerfinu (e. global coordinate system).  Hnútpunktar eru síðan tengdir saman með 
burðareiningum sem byggja þá annað hvort á línulegum eða ólínulegum efniseiginleikum. 
Burðareiningar eru skilgreindar í staðbundnu hnitakerfi (e. local coordinate system) og því 
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þarf að kalla á hnitaskiptafylki (e. geometric transformation matrix) fyrir vörpun yfir í 
víðtæka hnitakerfið. 

1.3 Burðareiningar 
OpenSees býður upp á fjölda burðareininga, t.d. grindur (e. truss), bita, plötur, skeljar og 
kubbaeiningar. Tvær ólínulegar bitaeiningar eru í boði sem byggja á kraftaaðferð annarsvegar 
og formbreytingaraðferð hinsvegar. 

Bitaeiningunni sem byggir á kraftaaðferð má skipta upp í línulegan innri hluta og ólínulegan 
endahluta. Bitaeiningarnar sem falla best að greiningu járnbentra bita gera þó ráð fyrir 
ólínulegum eiginleikum eftir öllum langási bitans. Ítarlegri umfjöllun um ólínulegar 
bitaeiningar í OpenSees er í kafla 5. 

1.4 Efnislíkön 
OpenSees býður upp á fjölmörg einása efnislíkön sem eru þróuð bæði af umsjónaraðilum og 
notendum (t.a.m. Steypa04, sjá síðar). Nánari umfjöllun um þau líkön sem mest eru notuð við 
hermun bita er í kafla 3. 

1.5 Þversnið 
Þversnið má skilgreina sérstaklega fyrir bæði einsleitar og misleitar (e. isotropic and 
nonisotropic) bitaeiningar. Í OpenSees má skilgreina einsleit línuleg (e. elastic) þversnið sem 
og þversnið sem samanstanda af þráðum (e. fiber) þar sem hver þráður fylgir skilgreindu 
efnislíkani, hvort sem er línulegt eða ólínulegt. Á þennan hátt má með þráðum skilgreina 
mismunandi styrkleika steypu eftir staðsetningu í þversniðinu og einnig staðsetja járn í 
þversniðinu þar sem þræðir geta bæði verið hringlaga og ferhyrningar. Hafa þarf í huga að 
járn eru skilgreind í forritinu ofan á steypuþræði. Því þarf að taka tillit til þess þegar líkan er 
skilgreint (sjá kafla 10).  

 

 

Mynd 1-1: Þversnið úr þráðum. 



5 

Í þrívíðu líkani þarf að skilgreina vindustífni (e. torsional stiffness) og tengja hana við 
þversnið bitaeiningarinnar (gert með „section aggregator“ skipun). Við eftirfarandi hermanir 
bita er þó eingöngu verið að leita eftir hegðun bita undir tvíásaformbreytingu (beygja og 
áslægar færslur) og því eru líkönin sett upp í 2 víddum. Nákvæmni líkans veltur þá eingöngu 
á fjölda þráða í stefnu álags. 

1.6 Greining 
Greiningu í OpenSees má gera undir bæði varanlegu (e. static) og hreyfanlegu (e. dynamic) 
álagi. Eftirfarandi umfjöllun takmarkast þó við krafta- og færslustýrða burðarþolsgreiningu 
undir álagi (e. static load) frá 0 til ܨ௠௔௫. 

Undir kraftastýrðri greiningu (e. load control) er álag á mannvirki aukið upp að broti með 
fyrirfram skilgreindum skrefafjölda ܰ og FEM greining gefur samsvarandi færslur. 

௜ܨ  ൌ ௜ିଵܨ	 ൅ ܨ݀ ݅ ൌ 1, 2, 3…ܰ (1.1)

 er hlutfall af skilgreindu varanlegu álagi á ܨ݀ ௜er krafturinn við skref i og álagsaukninginܨ
mannvirkið. 

Undir færslustýrðri aðferð (e. displacement control) verður mannvirki fyrir færsluaukningu 
með fyrirfram skilgreindum skrefafjölda og FEM greining gefur álag sem samsvarar hverri 
færsluaukningu. 

 ௜ܷ ൌ ௜ܷିଵ ൅ ܷ݀ ݅ ൌ 1, 2, 3…ܰ (1.2)

௜ܷ er færslan í skrefi i og dU er færsluaukningin. 

Þegar greining er framkvæmd í OpenSees þarf að: 

 Skilgreina hvernig randskilyrðum er framfylgt í greiningunni, en það er gert með 
„constraints“ skipun. Ýmsir möguleikar í boði. 

 Skilgreina röðun jafna í stífnifylki mannvirkisins við samsvarandi frelsisgráður, sem er 
gert með „numberer“skipun. Möguleikar í boði eru „Plain“ og „RCM“.  

 Skilgreina með hvaða hætti jöfnuhneppi eru leyst í greiningunni (ሾܭሿሼܷሽ ൌ ሼܳሽ). Það 
er gert með „system“ skipun. K er kerfisstífnifylki, U er færsluvigur og Q er 
álagsvigur. Ýmsir möguleikar eru í boði. 

 Skilgreina lausnaralgrím (e. solution algorithm) sem notuð eru til ítrunar að lausn, en 
það er gert með „algorithm“ skipun. Vegna þess að hægt er að skilgreina 
skilyrðissetningar í Tcl forritunarmálinu má setja upp lausnaraðferð sem samanstendur 
af mörgum lausnaralgrímum. Í þeim tilfellum sem einstakt lausnaralgrím nær ekki 
samleitni (e. convergence) má skipta um lausnaralgrím og auka þannig líkurnar á að 
samleitni náist. OpenSees býður upp á fjölmörg lausnaralgrím, t.d. „Newton 
Rhapshon“, „Modified Newton“ , „Newton with line search“ og „Broyden“ (Mazzoni 
og fleiri, 2007). 

 Skilgreina hvaða samleitnipróf (e. convergence test) eru notuð samfara ofangreindum 
lausnaralgrímum, sem er gert með „test“ skipun. Þá þarf einnig að skilgreina þolmörk 
(e. tolerance) og hámarksfjölda ítrunarskrefa að samleitni. OpenSees býður upp á 
nokkur samleitnipróf. 
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 Skilgreina tegund greiningar, þ.e. undir varnalegu eða hreyfanlegu álagi. Það er gert 
með „analysis“ skipun. 

 Skilgreina skrefafjölda N í þolmarkagreiningunni, sem er gert með „analyze“ skipun. 

1.7 Niðurstöður greininga 
Niðurstöður greininga eru kallaðar fram með svokölluðum „Recorders“ sem skilgreina þarf 
sérstaklega með tilliti til þeirra breyta sem notandi sækist eftir t.d. færslur, spennur og streitur. 
Niðurstöður má prenta út annað hvort í textaskrá eða í Excel skjali. Í textaskrám birtast 
niðurstöður greiningar í dálkum án yfirskriftar (e. label) en í Excel skjali birtast þær í 
fellilistum með yfirskrift viðkomani breyta. Kalla má fram niðurstöður úr hnútpunktum 
mannvirkis, í tegurpunktum burðareininga og í staðsetningu einstakra þráða í þversniði 
bitaeininga. 

Einföld uppsetning líkans sem tekur tillit til flestra ofangreindra skipana er í viðauka A. 
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2 Ólínuleg hegðun járnbentrar steypu 
Við hönnun mannvirkja í notmarkástandi er oftast gerð sú nálgun að hegðun burðareininga sé 
línuleg. Í raun er hegðun steypu og stáls strax ólínuleg í notmarkástandi og síðan enn meira 
brotmarkástandi. Tilraunaniðurstöður fyrir bita úr járnbentri steypu undir stigvaxandi álagi 
koma fram á mynd 2-1. 
 

 
Mynd 2-1: Tilraunaniðurstöður fyrir einfalt studdan járnbentan steyptan bita sem á verkar stigvaxandi lóðréttur 

kraftur á miðju. 

Samkvæmt Chen (1982) má skipta hegðun járnbentra burðarþolseininga upp í 3 svið: 

 Fjaðursvið, þegar þversnið er órifið og formbreytingar vegna álags eru afturkræfar. 
 Sprungumyndun, þegar steypa á togsvæði burðarþolseiningar rifnar.  
 Plastískt svið, þegar flot hefst í járnum og þrýstibrot verður í steypu. 

Aðrir þættir hafa þó einnig áhrif á ólínulega hegðun járnbentra burðarþolseininga sem erfitt er 
að herma, t.d. ófullkomin samloðun steypu og stáls sem getur leitt til heftibrots þegar járnin 
dragast til inni í steypunni (e. bond slip). Fylliefnalæsing (e. aggregate interlock) þegar hrjúft 
yfirborð steypu á samliggjandi sprunguflötum hefur ákveðna læsingu og nær þannig að 
yfirfæra skúfáraun út í undirstöðurnar (meðan sprunguvíddir eru litlar). Dóravirkni í járnum 
(e. dowel action) þar sem járn ber eða flytur krafta yfir opnar eða lokaðar sprungur. Enn aðrir 
og tímaháðir áhrifaþættir á ólínulega hegðun eru vegna skriðs (eingöngu vegna langtíma 
álags), rýrnunar (óháð útrænu álagi) og hitastigsbreytinga (óháð útrænu álagi). 

 Fjaðursvið

 Sprungumyndun

 Plastískt svið

Formbreyting

Á
la

g
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Ólínulegar formbreytingar samanstanda aðallega af formbreytingum vegna beygjuáhrifa, en 
einnig að einhverju leyti af formbreytingum vegna skúfáhrifa. 

2.1 Formbreytingar undir beygju 
Í grönnum bitum eða bitum með mikla haflengd er beygjuvægi ráðandi þáttur í formbreytingu 
bita. Í til dæmis í einfalt undirstuddum bita með álag ܲ á miðju hafi eykst beygjuvægi eftir því 
sem haflengd bita vex en aftur á móti er skúfkrafturinn sá sami í öllum bitanum óháð haflengd 
eða ܲ/2. Þegar beygja er ráðandi hegðun bita eru spennur vegna vægis einnig ráðandi og 
skúfspennur litlar. Formbreytingar má þá reikna út frá klassískri bitafræði og vægis-krappa 
sambandi þversniðs þar sem gert er ráð fyrir að streitudreifing sé línuleg eftir hæð 
þversniðsins.  

Þegar biti þar sem beygja er ráðandi áraun formbreytist, myndast lóðréttar sprungur í tog-
svæði hans. Þegar álag er aukið stækka sprungur þangað til þær ná út að þrýstisvæði bita. Að 
lokum brotnar bitinn með annaðhvort þrýstibroti steypunnar eða togbroti steypustyrktar-
stálsins. Brot bita undir beygjuáhrifum má sjá á myndum 9-4 til 9-6. 

2.2 Skúfformbreytingar 
Brotmyndir (e. failure mechanism) í bitum eru háðar ýmsum þáttum (O‘Brien & Dixon, 
1995): 

 Járnahlutfalli (langjárn). 
 Skúfbendingu (með/án), stærð og styrkleika skúfjárna sem og fjarlægð milli skúfjárna. 
 Staðsetningu og formi álags á bita. 
 Rúmfræði bita (þversnið, lengd). 

Skúfmótstaða bita sem innihalda skúfbendingu vex þegar hlutfall skúfjárna í rúmi bita er 
aukið (CEN, 2005). Þegar járnahlutfall (langjárn) í bita er aukið eykst skúfmótstaðan 
jafnframt lítillega. 

Skúfkraftar valda myndun þrýstistrengja í bitum sem leita út í undirstöðurnar. Skúfbrot eru 
stökk í bitum með enga eða litla skúfbendingu. Helsta ástæðan fyrir þessu er skortur á 
teygjanleika burðarþolseiningar ef togjárn ná litlu eða engu floti áður en steypa brotnar 
skúfbroti. Ef niðurstöður Toronto tilraunarinnar eru skoðaðar (kafli 10.3.3) má sjá að 
skúfjárnin koma í veg fyrir skyndilegt skúfbrot bita. Skúfjárnin binda steypuna jafnframt 
saman og gefa þannig steypunni hærri þrýstistyrk (sjá kafla 3.2.2, Mander líkan). Jafnframt 
styðja skúfjárnin við togjárnin og þannig virðist fást aukinn teygjanleiki og þar af leiðandi 
meiri burðargeta í bitum með skúfbendingu, sjá mynd 10-14. 

Sprungur vegna skúfáraunar breiðast út eftir skástrengjum neðan við þrýstisvæði steypu, niður 
eftir togsvæði og mæta sprungum vegna beygju sem aftur á móti myndast neðst í togsvæði og 
ferðast upp að þrýstisvæði bitans. Sprungumyndun eins og sú sem er lýst hér að framan tekur 
oft á sig bjöllulaga form, sjá mynd 9-16. 

Bitabrot vegna skúfáraunar getur þó tekið á sig ýmsar aðrar myndir. Gróft mat má leggja á 
gerð brotmynda með því að skoða hlutfall haflengdar þverkrafts (fjarlægð þverkrafts frá 
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nærliggjandi undirstöðu) út í undirstöður á móti virkri dýpt bita (dýpt niður í flatarmiðju 
togjárna) eða ܽ௩/݀ hlutfall, sjá mynd 2-2. 

 

 

Mynd 2-2: Skýringarmynd fyrir stuðla av og d (CEN, 2005). 

Samkvæmt O‘Brien & Dixon (1995) má flokka brotmyndir vegna skúfáraunar út frá ܽ௩/݀ 
hlutfalli sem: 

 Flokkur I, 0 ൏ ܽ௩/݀ ൑ 1. Djúpir bitar falla í þennan flokk. Bitabrot getur orðið þegar 
járn dregst úr steypu við undirstöðu þegar togkraftar verða stærri en samloðunar-
styrkur (vegna hrýfni járna) milli járna og steypu, þ.e. festa járna gefur sig. Ef næg 
hefting járna (e. anchoring) er hins vegar fyrir hendi verður þrýstibrot í steypu yfir 
undirstöðu. 

 Flokkur II, 1 ൏ ܽ௩/݀ ൑ 2,5. Útræni þverkrafturinn er fjær undirstöðu en í flokki I og 
nokkrar mismunandi brotmyndir geta komið til greina. Dóravirkni í járnum (e. dowel 
failure), getur leitt til þess að járnin sprengja steypuhuluna af sér. Þrýstibrot getur 
einnig átt sér stað undir útræna þverkraftinum (e. shear compression failure). 
Sprungumyndun eftir skáþrýstistrengjum vegna skúfáraunar nær yfirleitt niður í ystu 
trefjar steypu á toghlið bita, en sprungur geta einnig orðið eftir endilöngu togjárna og 
út í undirstöður og dregur þá úr festu járnanna (e. shear bond failure). Þetta getur leitt 
til þess að steypuhula molnar utan af járnum, sjá mynd 9-16 (B1). 

 Flokkur III, 2,5 ൏ ܽ௩/݀ ൑ 6. Skáhallandi skúfsprungur myndast yfirleitt í framhaldi 
lóðréttra sprunga vegna beygju í bita (e. diagonal tension failure). Skúfbrot bita í 
þessum flokki geta verið skyndileg og stökk. Samkvæmt O‘Brien & Dixon (1995) má 
gera ráð fyrir að burðargeta bita í flokki III geti verið allt að helmingi minni en fyrir 
bita í flokki II. 

 Flokkur IV, 	6 ൏ ܽ௩/݀. Brot bita verður vegna beygjuáhrifa. Þá myndast lóðréttar 
sprungur í togsvæði bita og togstál ná yfirleitt töluverðu floti áður en þrýstibrot verður 
í þrýstisvæði steypu. Brot af þessu tagi eru yfirleitt teygjanleg og þannig fæst viðvörun 
áður en biti gefur sig endalega, sjá nánari umfjöllun í kafla 2.1. 

Hafa skal í huga að ofangreindar brotmyndir og ܽ௩/݀ hlutföll eiga einna helst við um bita sem 
eru án skúfjárna en þó virðist hegðun bita með skúfjárnun um margt lík þessu.  

2.2.1 Reiknilegar skúfformbreytingar 

Þær bitaeiningar sem OpenSees býður upp á til að herma bita og súlur, taka ekki tillit til skúf-
formbreytinga með beinum hætti (sjá kafla 5). Á línulegu sviði má reikna skúfformbreytingar 
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Hermanir í OpenSees, þar sem skúfformbreytingar eru nálgaðar með einása efnislíkani og 
„section aggregator“ skipun (sjá ofar), bornar saman við beina innleiðingu jöfnu (2.1) með 
handreikningum sýna sáralítinn mun, jafnvel þótt skúfkraftur sé mikill. Þó virðist OpenSees 
gefa örlítið stífari lausn samanborið við handreikninga. 

Ljóst er að á ólínulegu sviði eru skúfformbreytingar ólínulegar og elastískt líkan nær ekki að 
túlka þær. Líkan sem túlkar formbreytingar skúfáraunar á sem  raunhæfastan máta þarf að 
byggja á tilraunaniðurstöðum þar sem skúfformbreytingar eru metnar sérstaklega utan 
formbreytinga vegna beygju. Jafnframt þarf uppsetning raunhæfs líkans sem túlkar 
skúfformbreytingar í bitum á ólínulegu sviði að vera háð stuðlum sem taka tillit til forms bita, 
staðsetningar járna og járnamagns sem og styrkleika stáls og steypu. 
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3 Efnislíkön 
Einása þrýstiprófanir á steypu gefa til kynna að sterkt samband ríki á milli upphafs-
fjaðurstuðuls og þrýstistyrks, sjá mynd 3-1 (Chen, 1982, bls. 22-23). 

 

 

Mynd 3-1: Einása þrýstiprófanir á mismunandi styrkleika steypu (streitueining er í prómillum). 

Samkvæmt núgildandi útgáfu Eurocode 2 er þetta samband gefið sem (CEN, 2005): 

௖ܧ  ൌ 22 ቈ ௖݂
ᇱ

10
቉
଴.ଷ

ሾGPaሿ (3.1)

Lægri gildi fást skv. eldri útgáfu Eurocode 2(CEN, 1991): 

௖ܧ  ൌ 9500ሺ ௖݂௞ ൅ 8ሻଵ/ଷ ൌ 9500ሺ ௖݂
ᇱሻଵ/ଷ (3.2)

Hér er ௖݂௞ einkennandi gildi þrýstistyrks samkvæmt staðlinum (5% hlutfallsmörk) og ௖݂
ᇱ 

meðalgildi þrýstistyrks. Fjaðurstuðull fyrir meðalstyrkleikasteypu ௖݂
ᇱ ൌ 22,6 MPa sem 

mældur var í Toronto tilrauninni (bitar OA1, A1, B1 og C1, sjá nánar síðar) er ekki í neinu 
samræmi við ofangreindar líkingar, sjá töflu 9-3. Niðurstöður niðurbeygjuferla Toronto 
tilraunarinnar gefa þetta einnig til kynna, enda ætti ferill niðurbeygju á fjaðursviði að vera í 
fullu samræmi við fjaðurstuðul steypu. Líklega ástæða fyrir þessu eru mistök í mælingum á 
fjaðurstuðlinum enda ætti veikasta steypan að vera með lægsta fjaðurstuðulinn. 

Fyrir steypu með mældan efnisstyrk undir 50 MPa má gera ráð fyrir samsvarandi streitu 
௖ߝ ൌ 0,002 við hæstu spennu og brotstreitu ߝ௖௨ ൌ 0,0035 í þrýstingi (CEN, 2005). 
Samkvæmt Chen (1982) má gera ráð fyrir brotstreitu í togi, ߝ௧ ൌ 0,0007. 
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Í þeim tilvikum sem togstyrkur steypu er óþekktur eða mæld gildi ófáanleg má fyrir steypu 
með þrýstistyrk undir 50 MPa áætla meðalgildi hans sem (CEN, 2005): 

 ௖݂௧
ᇱ ൌ 0,3ሺ ௖݂௞ሻଶ/ଷ ൌ 0,3ሺ ௖݂

ᇱ െ 8ሻଶ/ଷ (3.3)

Við hermanir bita í tölvuforritum verður stuðst við ofangreind gildi nema mæld gildi séu 
fáanleg eða annað sé skýrt tekið fram. 

OpenSees býður upp á fjölda stál- og steypuefnislíkana. Við hermarnir bita verður einkum 
stuðst við Stál02 (e. Steel02) og Steypa04 (e. Concrete04) líkönin sem fjallað er um í næstu 
köflum. 

3.1 Stállíkan 
Stál02 efnislíkanið sem innbyggt er í OpenSees var upphaflega sett fram af Giuffré og 
Pinto (1970) og síðar notað af Menegotto og Pinto (1973) (Menegotto & Pinto, 1973). Í 
OpenSees er stál02 líkanið skilgreint í inntaksskrá með setningunni (Mazzoni og fleiri, 2007): 

uniaxialMaterial Steel02 $matTag $Fy $E $b $R0 $cR1 $cR2; 

 

Stál02 líkaninu er lýst með jöfnu (Filippou, Popov, & Bertero, 1983): 

∗ߪ  ൌ ∗ߝܾ ൅
ሺ1 െ ܾሻߝ∗

ሺ1 ൅ ோሻଵ/ோ∗ߝ
 (3.4)

 ,er stöðluð streita með flotstreitu ∗ߝ er stöðluð (e. normalized) spenna með flotspennu og ∗ߪ
þ.e.: 

∗ߪ  ൌ
ߪ
௬ߪ

∗ߝ ൌ
ߝ
௬ߝ

 (3.5)

Líkanið inniheldur streituhörðnun (e. strain hardening) sem er stjórnað með stuðlinum ܾ. 
Líkanið er sýnt á mynd  3-2. Streituhörðnun má skilgreina sem línulega aukningu stálspennu 
eftir að flotspennu er náð. Stífnistuðul stálsins vegna streituhörðnunar má þá skrifa sem 
௣ܧ ൌ ܾ ∗   .௦ er upphafsfjaðurstuðull stálsins (e. Young‘s modulus)ܧ ௦ þar semܧ

Stuðullinn ܴ stjórnar umskiftum (e. transition) af fjaðursviði yfir á plastískt svið (streitu-
hörðnunarkaflann), þ.e. stjórnar geisla bogalínu ferilsins. Fyrir há R-gildi verður Stál02 
líkanið nær tvílínulegt sbr. Stál01 líkan sem einnig er innbyggt í OpenSees (Mazzoni og fleiri, 
2007, bls. 147-151). Lægri R-gildi gera umskiptin mýkri, sjá mynd 3-2. 

Þær lausnaraðferðir sem OpenSees styðst við byggja á því að þversnið bitaeiningar séu byggð 
upp af þráðum (e. fibers). Vegna þessa er ekki hægt að herma hegðun skúfjárna með beinni 
innsetningu skúfjárna í bitaeiningar. Þó er hægt að taka tillit til hærri þrýstistyrks aðþrengdrar 
steypu (e confined concrete) með því að auka þrýstistyrk steypu í þeim þráðum sem eru innan 
skúfjárna (Mander, Priestley & Park, 1988), sjá kafla 3.2.2.  
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Mynd 3-2: Stál02 efnislíkan og áhrif mismunandi R-gildis (b er hallatala ferilsins eftir flot). 

3.1.1 Víxlverkandi álag 

Þegar járnbentur biti er undir víxlverkandi álagi myndast streitur í járnunum. Þrýstistreitur í 
járnunum eru venjulega minni en togstreitur vegna þess að þegar sprungur lokast í steypu 
tekur steypan upp megnið af þrýstispennunum. Vegna þessa ferðast spennu-streitu ferlar járna 
í járnbentum bitum með vaxandi plastískri togstreitu meðan þrýstistreitur í járnunum eru litlar 
þar sem þrýstijárn ná sjaldan floti. 

Undir víxlverkandi álagi (e. cyclic loading), þ.e. þegar álag skiptir um formmerki, má sjá að 
upphafsfjaðurstuðull ferilsins fyrir Stál02 líkan í togi og í þrýstingi eru samsíða, sjá mynd 3-3.  
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Mynd 3-3: Hegðun Stál02 líkans undir víxlverkandi álagi. 

Plastískar formbreytingar stáls undir álagi í eina stefnu valda lækkun flotspennu stálsins undir 
álagi í andstæða stefnu. Þetta er kallað Bauschinger áhrif (Chen, 1982, bls. 352). Þessi áhrif 
eru tekin inn í Stál02 efnislíkanið með lækkun ܴ-stuðuls frá upphaflegu gildi ܴ଴ við 
víxlverkandi álag, þ.e. þegar álag skiptir formerki. Þetta sést greinilega á mynd 3-3. Stuðlar 
ܴܿ1 og ܴܿ2 í Stál02 líkani stjórna líka þessari hegðun, sjá jöfnu (3.6). 

 ܴ ൌ ܴ଴ െ
ܴܿ1 ∗ ߦ
ܴܿ2 ൅ ߦ

 (3.6)

ξ	er	stuðull	sem	uppfærist	þegar	streitur	víxlast,	ߦ ൌ ௜ߦ ∗  .mynd 3-3	sjá	,∗ߝ

Stál02 efnislíkanið hefur verið uppfært í OpenSees frá fyrri framsetningu Menegotto & Pinto 
(1973) og getur núna einnig gert ráð fyrir einsátta streituhörðnun (e. isotropic strain 
hardening). Þá valda plastískar formbreytingar stáls í þrýstingi hækkun flotspennu stálsins 
þegar álaginu er snúið við og stálið er í togi (og öfugt). 

Ítarleg umfjöllun um hegðun Stál02 undir víxlverkandi álagi (e. cyclic loading) er í (Filippou 
og fleiri, 1983) og á heimavefsíðu OpenSees (OpenSees, 2012). 
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3.2 Steypulíkan 
Steypa04 (e. concrete04) efnislíkanið sem innbyggt er í OpenSees samanstendur af þremur 
ferlum fyrir steypu undir þrýstingi og steypu undir togi. Í inntaksskrá er líkanið skilgreint 
sem: 

uniaxialMaterial Concrete04 $matTag $fc $ec $ecu $Ec <$fct $et> 

 

Ferill Steypa04 í þrýstingi fylgir efnislíkani Popovics (Popovics, 1973, bls. 587): 

 ௖݂,௜ ൌ ௖݂଴
ᇱ ൬

௖,௜ߝ
௖௢ߝ

൰
݊

݊ െ 1 ൅ ቀ
௖,௜ߝ
௖௢ߝ

ቁ
௡ 

(3.7)

þar sem: 

 ݊ ൌ
௖ܧ

௖ܧ െ ௦௘௖ܧ
݃݋ ௦௘௖ܧ ൌ

௖݂௢
ᇱ

௖௢ߝ
 (3.8)

௖݂଴
ᇱ  er þrýstistyrkur steypunnar og ߝ௖௢ er samsvarandi streita á því augnarbliki þegar þrýsti-

styrknum er náð.  

Í togi fylgir ferillinn fjaðurstuðli steypunnar upp að togstyrk steypunnar ௧݂ þar sem ferillinn 
fellur með veldisvísifalli niður í skilgreint gildi á brotstreitu ߝ௧ (sjá mynd 3-4).  

 
௧݂,௜ ൌ ௧݂ߚ

ఌ೟,೔ି
௙೟
ா೎

ఌ೟ି
௙೟
ா೎  

(3.9)

Samkvæmt heimavefsíðu OpenSees er mælt með að formstuðullinn ߚ ൌ 0,1. 
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Mynd 3-4: Steypa04 efnislíkanið undir togáraun. 

 

 

Mynd 3-5: Steypa04 líkanið í heild sinni (bæði tog og þrýstingur). 
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Ef fjaðurstuðull steypunnar er settur ܧ௖ ൌ 5000ඥ ௖݂௢
ᇱ  í steypulíkani Popovics fæst steypulíkan 

Mander (Mander og fleiri, 1988). 

Steypa04 líkanið er einnig hægt að skilgreina án togstyrks, sbr. upphaflega rifið þversnið. 

3.2.1 Víxlverkandi álag 

Dæmigerðar tilraunaniðurstöður fyrir steypu undir þrýstingi þar sem álagið er sett á og tekið 
af til skiptis má sjá á mynd 3-6. Fall og ris ferils hysteresuslaufunnar má lýsa með sitt hvorri 
margliðunni (Karsan & Jirsa, 1969). Steypa04 efnislíkanið gerir þó þá nálgun að ferli 
slaufunnar (e. reloading & unloading branch) sé lýst með beinni línu þar sem hallatala 
línunnar er líklega tekin sem sekant módulus milli tveggja punkta A og B, sjá mynd 3-6. 

 

 

Mynd 3-6: Tilraunaniðurstöður steypu undir „víxlverkandi“ álagi (Watanabe og fleiri). 

Dæmigerðar niðurstöður fyrir Steypa04 líkan úr OpenSees undir víxlverkandi álagi má sjá á 
mynd 3-7. Einnig sést að þegar álaginu er snúið við verður ferill slaufunnar (e. hysteresis)  
neikvæður þegar steypan er undir togáraun, þar sem þversniðið er ekki upphaflega rifið. Eftir 
að þversnið steypunnar er fullrifið tekur steypan ekki lengur við togkröftum og því myndast 
ekki neikvæðar spennur í efnislíkaninu. 

Burðareining er þá hverju sinni borin uppi á járnum í togsvæði steypu og af læsingu milli 
sprungna. 
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Mynd 3-7: Steypa04 líkan undir víxlverkandi álagi sbr. niðurstöður úr OpenSees. 

3.2.2 Aðþrengd steypa 

Eins og áður hefur komið fram getur OpenSees ekki hermt hegðun bita með skúfjárnum 
(lykkjubendingu) með beinni innsetningu skúfjárna í líkan. Áhrif skúfjárna á aukinn 
þrýstistyrk steypunnar innan skúfjárna er þó hægt að nálga í OpenSees. 

Aukinn steypustyrkur aðþrengds steypukjarna vegna skúfjárna má skrifa sem (Mander og 
fleiri, 1988): 

 ௖݂௖
ᇱ ൌ ௖݂௢

ᇱ ቌെ1,254 ൅ 2,254ඨ1 ൅
7,94 ௟݂

ᇱ

௖݂௢
ᇱ െ 2 ௟݂

ᇱ

௖݂௢
ᇱ ቍ (3.10)

௟݂
ᇱ eru þrýstispennur á aðþrengdan steypukjarna. Strangt til tekið á jafna (3.10) við um 

spíraljárn og hringlaga lykkjur þar sem umlykjandi spennur frá járnum eru jafnar í allar radíal 
stefnur. Fyrir kassalaga þversnið eru þrýstispennur að öllu jafna mismunandi milli ása, 

௟݂௫
ᇱ ് ௟݂௬

ᇱ . Nákvæm lausn fyrir slík þversnið er til dæmis gefin með fimm stuðla reiknilíkani 
William og Warnke (Chen, 1982, bls. 240-245) og myndrænt skv. (Mander og fleiri, 1988).  

Þó gefur jafna (3.10) nokkuð góða raun með því að taka meðaltal þrýstispenna um höfuðása 
kassaþversniðs að því gefnu að mismunur milli þrýstispennanna sé innan skynsamlegra 
marka. 
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௖௖ܣ ൌ ௖ሺ1ܣ െ ௖௖ߩ	,௖௖ሻ er flatarmál steypu að frádregnu hlutfalli langjárnaߩ ൌ
஺ೞ
஺೎

, innan 

kjarnans. 

Hlutfall skúfjárna á hliðarflatarmál steypukjarna er að sama skapi: 

௫ߩ  ൌ
௦௫ܣ
௖݀ݏ

& ௬ߩ ൌ
௦௬ܣ
௖ܾݏ

 (3.14)

Út frá sambandi krafta og spennu má skrifa virkar hliðarspennur á aðþrengdan steypukjarna 
vegna skúfjárna sem: 

 ௟݂௫
ᇱ ൌ ݇௘ߩ௫ ௬݂௛ & ௟݂௫

ᇱ ൌ ݇௘ߩ௬ ௬݂௛ (3.15)

௬݂௛ er flotstyrkur skúfjárna.  

Með beinni innsetningu á jöfnu (3.15) í jöfnur (3.11) og (3.10) fæst aukning steypustyrks 
innan skúfjárna. Samkvæmt Mander (1988) fæst sambærileg streita við þrýstistyrk 
(þrýstispennu) aðþrengds steypukjarna sem: 

௖௖ߝ  ൌ ௖௢ߝ ቈ1 ൅ 5ቆ ௖݂௖
ᇱ

௖݂௢
ᇱ െ 1ቇ቉ (3.16)

Brotstreita aðþrengds steypukjarna er gefin skv. Eurocode 2 og aðlöguð ofangreindum 
forsendum sem (CEN, 2005, kafli 3.1.9): 

௖௨,௖ߝ  ൌ ௖௨ߝ ൅ 0,2 ௟݂
ᇱ/ ௖݂௢ (3.17)

Við hermanir bita í OpenSees verður stuðst við ofangreindar útleiðslur fyrir steypuefnislíkan 
aðþrengds steypukjarna nema annað sé skýrt tekið fram, sjá mynd 3-9. 
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Mynd 3-9: Steypulíkan Popovics og útfærsla Mander fyrir innilokaða steypu. 

Almennt hafa rannsóknir sýnt að þverspenna vegna skúfjárna og samsvarandi steypustyrkur 
eykst ef (Mander og fleiri, 1988): 

 Bil milli skúfjárna (lykkja) er þétt. 
 Tengijárnum er komið fyrir í þversniðinu. 
 Langjárn eru bæði jafndreifð innan lykkja og bil milli langjárna þétt.  
 Stærri lykkjur eru notaðar. 
 Flotstyrkur lykkja er aukinn. 
 Hringjárn eða spíraljárn notuð í stað rétthyrnda lykkja. 

Áhrif stærðar langjárna á aukningu steypustyrks eru óveruleg þar sem í flestum tilvikum er 
hlutfallið ߩ௖௖ (sjá ofar) lítið. 

Toronto bitar A1-C3 eru með skúfjárnun en vegna þess hve bil milli lykkja er vítt verður 
reiknileg aukning steypustyrks aðþrengds steypukjarna skv. Mander lítil, sjá mynd 3-10 fyrir 
bita A1 og töflu 3-1 fyrir útreikninga Toronto bita A1-C3. 

Ekki er gert ráð fyrir að lykkjur hafi áhrif á togstyrk steypu með neinum hætti. 
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Mynd 3-10: Steypulíkan fyrir frjálsa og aðþrengda steypu sem síðar er notað í hermun bita A1. 

 

Tafla 3-1: Útreikningar fyrir aðþrengda steypu í bitum A1-C3. 

Biti nr. 
௖݂௢
′  

[Mpa] ߝ௖௢ 
௟݂௫
′  

[MPa] 
௟݂௬
′  

[MPa] 
௖݂௖
′  

[MPa] 

Hlutfall

௖݂௖
′ ݋݂ܿ/

′  *௖௨,௖ߝ ௖௖ߝ 

A1 22,6 0,0016 0,1846 0,0851 23,5231 1,0408 0,0019 0,0047 
A2 25,9 0,0021 0,1860 0,0857 26,8315 1,0360 0,0025 0,0045 
A3 43,5 0,0019 0,2476 0,1139 44,7430 1,0286 0,0022 0,0043 
B1 22,6 0,0016 0,1837 0,0649 23,4518 1,0377 0,0019 0,0046 
B2 25,9 0,0021 0,1837 0,0649 26,7533 1,0329 0,0024 0,0045 
B3 43,5 0,0019 0,3037 0,1070 44,9099 1,0324 0,0022 0,0044 
C1 22,6 0,0016 Engin marktæk áhrif 
C2 25,9 0,0021 Engin marktæk áhrif 
C3 43,5 0,0019 Engin marktæk áhrif 

* skv. (CEN, 2005) 
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4 Klassísk bitafræði 
Þær lausnaraðferðir sem OpenSees styðst við fyrir bitaeiningar byggja í grunninn á klassískri 
bitafræði, þ.e. Euler-Bernoulli bitafræði sbr.: 

 
݀ଶ

ଶݔ݀
ቆܫܧ

݀ଶݑ
ଶݔ݀

ቇ ൌ (4.1) ݍ

 .er fjaðurstuðull, I er tregðuvægi þversniðs og u er niðurbeygja bita ܧ ,er álag á bita ݍ

Jafna (4.1) byggir á því að streitudreifing (hlutfallsleg formbreyting um tog- og þrýstisvæði 
ߝ ൌ  sé línuleg í gegnum núlllínu þversniðsins þar sem streitan er núll. Þá má rita (ܮ/ߜ
samband krappa, κ, og streitu sem ߝ ൌ  þar sem y er fjarlægð frá núlllínu. Sé jafnframt gert ,ߢݕ
ráð fyrir línulegri spennudreifingu í þversniði bita má ennfremur rita samband  krappa og 
beygjuvægis, M sem (Megson, 2005): 

ߢ  ൌ
ܯ
ܫܧ

 (4.2)

Samkvæmt stærðfræðilegri útleiðslu er krappi skilgreindur sem (Kopmaz & Gündoğdu, 
2003): 

ߢ  ൌ

݀ଶݑ
ଶݔ݀

ቈ1 ൅ ቀ݀ݔ݀ݑቁ
ଶ

቉
ଷ/ଶ  (4.3)

Hallinn, 
ௗ௨

ௗ௫
 er venjulega lítill í bitum og þar af leiðandi stefnir annað veldi hallans á núll og 

því má skrifa krappann sem: 

ߢ  ൌ
݀ଶݑ
ଶݔ݀

ሺ݊á݈݃݊ݑሻ (4.4)

Með innsetningu jöfnu (4.4) í jöfnu (4.2) fæst samband beygjuvægis og niðurbeygju í bita 
sem: 

ܯ  ൌ ܫܧ
݀ଶݑ
ଶݔ݀

 (4.5)

Fyrsta afleiða (e. differential) á beygjuvæginu gefur skúfkraft í þversniði bita og önnur afleiða 
gefur síðan jöfnu Euler-Bernoulli, sjá jöfnu (4.1). 

Fyrir einfalt undirstuddan bita má á einfaldan hátt leiða út niðurbeygjur fyrir punktálag á 
miðju hafi byggt á ofangreindum fræðum, gert hér með vægisflatarmálsaðferð (Megson, 
2005, bls. 343-349). 
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Mynd 4-1: Dreifing vægis og krappa yfir lengd bita. 

Niðurbeygjur í punkti ݔ ൌ  eru einfaldlega flatarmálið undir ferli krappans sinnum armur 2/ܮ
 sjá mynd 4-1. Niðurbeygjuna má þá rita með hjálp Gauss ,ݓ ,í þyngdarpunkt ferilsins ݔ̅
flatarmálsákvörðun (e. quadrature rule)  sem (Cook og fleiri, 2001, bls. 209-211):  

ݑ  ൌ න ሻݔሺߢ ∗ ݔ̅ ∗ ݔ݀
௫

଴
ൌ ෍ߢሺݔ௜ሻ ∗ ௜ݔ̅

ே

ଵୀଵ

∗ ௜ (4.6)ݓ

Eða þar sem dreifing krappans er línuleg og ferillinn er samhverfur: 

ሻݔሺݑ ൌ ఑ܣ ∗  ݔ̅
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⇒ ሻݔሺݑ	 ൌ ൬
1
2
	
௖ܯ

ܫܧ
൰ݔ	 ∗

2
3
 	ݔ

⇒ ݑ	 ൬ݔ ൌ
ܮ
2
൰ ൌ ൬

1
2
	
௖ܯ

ܫܧ
∗
ܮ
2
൰
2
3
∗
ܮ
2
	 

Þar sem vægið á miðju hafi er ܯ௖ ൌ
௉௅

ସ
. 

 ⇒ ݑ ൬ݔ ൌ
ܮ
2
൰ ൌ

1
48

ଷܮܲ

ܫܧ
 (4.7)

Þá má einnig meta stífni bitans gagnvart útrænum þverkrafti á miðju sem ݇ ൌ ௉

௨
ൌ ସ଼ாூ

௅య
. 

Þessi formbreyting er gefin í handbókum fyrir bita á mynd 4-1 sem er allur á fjaðursviði. 
Ólínulegar niðurbeygjur eru hins vegar ekki í handbókum og því var skrifað forrit (nefnt 
M-kappa) til að reikna ólínulegar niðurbeygjur í bitum og byggir á ofangreindum fræðum, þ.e. 
vægisflatarmálsaðferð með Gauss flatarmálsákvörðun, sjá kafla 8.  

Niðurbeygju á miðju hafi einfalt undirstudds bita á fjaðursviði má einnig finna með því að 
tegra jöfnu (4.5) tvisvar sinnum á hefðbundinn hátt með tilheyrandi randskilyrðum 
(beygjuvægið er fall af x). Niðurbeygja á miðju hafi fæst síðan með innsetningu ݔ	 ൌ  .2/ܮ	
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5 Bitaeiningar í OpenSees 
OpenSees býður upp á tvær gerðir ólínulegra bitaeininga. Önnur gerðin styðst við 
formbreytingaraðferð (e. stiffness-or displacement method) og byggir á að nálga færslusvið 
einingar með margliðu og leiða út stífnifylki hennar (fyrir kraftastjórnaða greiningu). Þessar 
einingar kallast „DispBeamColumn“ í OpenSees. Hin gerðin styðst við kraftaaðferð (e. 
flexibility-or force method) og byggir á þekktu sambandi milli krafta í hnútpunktum og krafta 
í þversniði bitaeiningar, sem er notað til að stilla upp teygjanleikafylki (e. flexibility matrix) 
einingar. Þessar einingar kallast „ForceBeamColumn“ í forritinu. 

Þrepaskipting og vinnuskipulag lausnaraðferða í OpenSees má sjá á mynd 5-1 hér á eftir. 

 

 

Mynd 5-1: Vinnuskipulag lausnaraðferðar. 

Bitarnir, sem eru viðfangsefni þessa verkefnis, voru hermdir með tvívíðu líkani. Við útleiðslu 
á jöfnum í OpenSees er stuðst við þrjú hnitakerfi, sjá mynd 5-2. Í fyrsta lagi grunnhnitakerfi 
(e. basic coordinate system) með þremur frelsisgráðum í hverri einingu, þ.e. tveimur 
snúningum og einni áslægri færslu, þegar unnið er í tvívíðu kerfi (sjá einnig mynd 5-3). Í öðru 
lagi staðbundið hnitakerfi (e. local coordinate system) með tveimur færslum (áslæg og 
þverfærsla) og einum snúningi í hvorum hnútpunkti bitaeiningar. Í þriðja lagi víðtæku 
hnitakerfi (e. global coordinate system) þar sem tekið er tillit til mismunandi stefnu eininga í 
viðkomandi burðarvirki þegar kerfisjöfnur eru byggðar upp. Í útleiðslum hér á eftir eru 
stífnifylki og teygjanleikafylki fundin í grunnhnitakerfinu. Í beinu framhaldi þarf svo að nota 
hnitaskiptajöfnur til að varpa þeim á milli kerfa þótt það sé ekki sýnt sérstaklega. 

Þegar greining er framkvæmd í OpenSees er annaðhvort stuðst við færslustjórnaða (e. 
displacement control) eða álagsstjórnaða greiningu (e. force control). Formbreyting 
mannvirkis er þá annað hvort fengin fram með álagsskrefum eða færsluskrefum. Fyrir hvert 
álagsskref er ákvörðuð tilheyrandi færsla í álagsstýrðri greiningu og öfugt í færslustýrðri 
greiningu. 
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Færsla sem er framkvæmd í víðtæka hnitakerfinu samsvarar þá færslu í staðbundna hnita-
kerfinu gegnum hnitaskipti. Látum u tákna færslu í víðtæka hnitakerfinu, þá er samsvarandi 
færsla í grunnhnitakerfinu ݒ ൌ  ሻ. Viðeigandi greining með einingaraðferðinni í grunn- eðaݑሺݒ
staðbundna hnitakerfinu skilar kröftum sem í gegnum hnitaskipti jafngilda kröftum í víðtæka 
hnitakerfinu.  

Nánar er fjallað um fræðilegan bakgrunn bitaeininga í OpenSees í köflunum hér á eftir.  

 

 

Mynd 5-2: Frelsisgráður bitaeiningar í grunnhnitakerfi, staðbundnu hnitakerfi og víðtæku hnitakerfi (Saritas & 
Filippou, 2009). 

 

 

Mynd 5-3: Formbreytingar í tvívíðu grunnhnitakerfi (Terzic, 2011). 

5.1 Formbreytingaraðferð 
„DispBeamColumn“ bitaeiningin (e. Displacement based beam column element) sem 
innbyggð er í OpenSees byggir lausnaraðferð sína á línulegri dreifingu krappa eftir lengd 
bitaeiningarinnar og stöðugri áslægri streitu sem er fasti eftir langás bitaeiningarinnar. 
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 ൛߶݁ൟ ൌ ሽ (5.2)ߙሼۂܣہ

Hver röð í fylki ሾܣሿ gefur stöðuhnit hnútpunkts fyrir viðeigandi frelsisgráðu, þ.e. með ݔ	 ൌ 	0 
og ݔ	 ൌ  :Þá fæst fyrir ofangreindar forsendur .ܮ	

 ൛߶݁ൟ ൌ ሽߙሼۂܣہ ⇒

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
߶1
1ݔ,߶
߶2
2ۙݔ,߶

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌ ൦

1 0 0 0
0 1 0 0
1 ܮ	 	2ܮ		 3ܮ	

0 1 ܮ2 2ܮ3
൪൞

0ߙ
1ߙ
2ߙ
3ߙ

ൢ (5.3)

Með umritun má skrifa jöfnu (5.3) sem ሼߙሽ ൌ ሾܣሿିଵሼ߶௘ሽ og með beinni innsetningu í jöfnu 
(5.1) fæst: 

 ߶ ൌ ሿିଵሼ߶௘ሽܣሾۂܺہ ൌ ሼ߶௘ሽ (5.4)ۂܰہ

ۂܰہ ൌ 	  :ሿିଵ er vigur formfalla bitaeiningarinnar fyrir ofangreindar frelsisgráðurܣሾۂܺہ

ۂܰہ  ൌ ሿିଵܣሾۂܺہ ൌ ۂଷݔ	ଶݔ		ݔ		1ہ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0
0 1

െ
3
ଶܮ
2
ଷܮ

െ
2
ܮ
1
ଶܮ

					

0 0
0 0
3
ଶܮ

െ
2
ଷܮ

െ
1
ܮ
1
ଶܮ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (5.5)

ۂܰہ	⇒  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ێ െ

ଶݔ3

ଶܮ
൅
ଷݔ2

ଷܮ

ݔ െ
ଶݔ2

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ
ଶݔ3

ଶܮ
െ
ଷݔ2

ଷܮ

െ
ଶݔ

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
்

 (5.6)

Á svipaðan máta má leiða út línuleg formföll fyrir áslægar færslur: 

 ൜
߶ଵ,௫
߶ଶ,௫

ൠ ൌ ቂ1 0
1 ܮ

ቃ ቄ
ଵ,௫ߙ
ଶ,௫ߙ

ቅ (5.7)

Hér táknar ߶௜,௫ áslægar færslur í sitt hvorum hnútpunkti einingar og ߙ௜,௫ samsvarandi frelsis-
gráður. 

ۂܰہ	⇒  ൌ 1ہ ۂݔ ൥
1 0

െ
1
ܮ

1
ܮ
൩ ൌ ඎ

1 െ
ݔ
ܮ

ݔ
ܮ

ඒ

்

 (5.8)
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Grunnhnitakerfið sem OpenSees styðst við hefur sem fyrr segir þrjár frelsisgráður í tvívíðu 
hnitakerfi, eina áslæga færslu og tvo snúninga, sjá myndir 5-2 og 5-3. Tilheyrandi formföll 
eru fengin úr jöfnum (5.6) og (5.8): 

ۂܰہ  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ

ݔ
ܮ

ݔ െ
ଶݔ2

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ

െ
ଶݔ

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
்

 (5.9)

Nú má skrifa formbreytingar í grunnhnitakerfinu sem (sjá mynd 5-3):  

 ൤
ሻݔ௔ሺݑ
ሻݔ௧ሺݑ

൨ ൌ ൦

ݔ
ܮ

0 0

0 ݔ െ
ଶݔ2

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ
െ
ଶݔ

ܮ
൅
ଷݔ

ଶܮ

൪ ൥
ଵݒ
ଶݒ
ଷݒ
൩ (5.10)

 eftir 	ݔ ሻ er lóðréttar formbreytingar (niðurbeygja) í punktumݔ௧ሺݑ ሻ er áslæg færsla ogݔ௔ሺݑ
lengd bitaeiningarinnar og vigur ሾݒሿ inniheldur frelsisgráður (e. generalized displacement 
degrees of freedom) bitaeiningarinnar í grunnhnitakerfinu. 

Samband áslægrar streitu og formbreytingar er: 

ሻݔ௔ሺߝ  ൌ
ሻݔ௔ሺݑ݀
ݔ݀

 (5.11)

Út frá klassískri bitafræði (Euler-Bernoulli) fæst samband krappa og formbreytingar (nálgun), 
sjá kafla 4, sem: 

ሻݔሺߢ  ൌ
݀ଶݑ௧ሺݔሻ
ଶݔ݀

 (5.12)

Með innsetningu á jöfnum (5.11) og (5.12) í jöfnu (5.10) fæst: 

 ൤
ሻݔ௔ሺߝ
ሻݔሺߢ ൨ ൌ

1
ܮ
൥
1 0 0

0
ݔ6
ܮ
െ 4

ݔ6
ܮ
െ 2

൩ ൥
ଵݒ
ଶݒ
ଷݒ
൩ (5.13)

Þá má meta streitur og krappa í öllum þversniðum eftir lengd bitaeiningarinnar. Hér má einnig 
sjá að dreifing krappa er breytileg en jafnframt línuleg eftir langási bitaeiningarinnar og að 
áslægar streitur eru fasti. 

Til hagræðingar, skrifum jöfnu (5.13) að ofan sem: 

ሻݔሺࢋ  ൌ ሻ࢜ (5.14)ݔሺ࡮

Fylki B inniheldur streitu-færslu sambönd sem fall af ݔ eftir lengd bitaeiningarinnar og e(x) 
lýsir formbreytingum í þversniðinu á formi streitu og krappa. 
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Vegna þess að þversniðið er samsett af þráðum (e. fibers) sem innihalda annaðhvort steypu 
eða stál, þá eru þversniðskraftar þ.e. áslægur þverkraftur og vægi metið með því að leggja 
saman áslæga þverkrafta og vægi fyrir hvern þráð fyrir sig. 

Heildarstreitan í hverjum þræði þversniðsins samanstendur af áslægu streitunni sem myndast 
út frá áslægri færslu ݑ௔ vegna þverkrafts og streitu sem myndast út frá niðurbeygju ݑ௧ vegna 
beygjuvægis. Látum ݅ tákna hvern þráð í þversniðinu, þá gildir að: 

௜ߝ      ൌ ௔ߝ െ ߢ௜ݕ ൌ ሾ1 െ ௜ሿݕ ቂ
௔ߝ
ߢ ቃ ൌ 	(5.15)     ࢋ࢏ࢇ

Þar sem samband streitu og krappa er ߝ ൌ െݕ ௗమ௨ሺ௫ሻ

ௗ௫మ
ൌ െߢݕ , sjá kafla 4. 

Eftir því hvort þráður er steypa eða stál, má meta spennur í þráðum út frá spennu-streitu 
samböndum viðeigandi stál-og steypulíkana sbr. ߪ௜ ൌ  .௜ሻߝሺߪ

Þversniðskraftarnir þ.e. áslægur þverkraftur og beygjuvægi má skrifa sem: 

 ࢙ሺݔሻ ൌ 	 ൤
ܰሺݔሻ
ሻ൨ݔሺܯ ൌ ෍ ௜ࢇ

்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ܣ௜ߪ ൌ ෍ ௜ࢇ
்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ (5.16)ܨ

Lögmál sýndarfærslna (e. the principle of virtual displacements) segir að aukning innri 
streituorku kerfis er jöfn vinnu  krafta sem verka á kerfið þar sem sýndarfærsla er verulega 
lítil, ímynduð færsla vegna raunverulegra krafta og uppfyllir randskilyrði í undirstöðum. 
Lögmál sýndarfærslu gefur: 

 ሾ݇ሿሼݒሽ ൌ ሼݍሽ (5.17)

Þar sem stífnifylki bitaeiningarinnar er: 

 ࢑ ൌ න ሻݔሺ࡮ሻݔሻ࢑࢙ሺݔሺࢀ࡮
௅

଴
ݔ݀ ൎ෍ࢀ࡮ሺݔ௜ሻ࢑࢙ሺݔ௜ሻ࡮ሺݔ௜ሻݓ௜

ே

௜ୀଵ

 (5.18)

࢑࢙ er stífni þversniðsins í punktum ݔ, N er fjöldi tegurpunkta og ݓ௜ er vogtala tegrunar fyrir 
hvern tegurpunkt i. Framsetning tölulegar heildunar, sjá jöfnu (5.18), er gerð með Gauss-
Legendre flatarmálsákvörðun (e. quadrature rule) í þessum kafla og eftirfarandi köflum vegna 
hentugleika í framsetningu. 

Þegar færsluviðbót ࢜߂ er framkvæmd í einhverjum hnútpunkti bitaeiningarinnar verður 
svörun í punktum ݔ௜ eftir lengd bitaeiningarinnar (þ.e. í þversniðum) í formi streituaukningu 
sem: 

ሻݔሺࢋ߂  ൌ (5.19) ࢜߂ሻݔሺ࡮

Auk samsvarandi aukningar þversniðskrafta sem: 

ሻݔሺ࢙߂  ൌ ࢑࢙ሺݔሻࢋ߂ሺݔሻ (5.20)
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Þá fæst skv. jöfnum (5.20) og (5.19): 

 ⇒ ࢑࢙ሺݔሻ ൌ
ሻݔሺ࢙߂
࢜߂ሻݔሺ࡮

 (5.21)

Með innsetningu á jöfnum (5.18) og (5.21) í jöfnu (5.17) fæst samband krafta í hnútpunktum 
og þversniðskrafta bitaeiningar sem: 

ࢗ  ൌ 	න ሻݔሺ்࡮ ∗
࢙ሺݔሻ
ሻ࢜ݔሺ࡮

∗ ݔሻ࢜݀ݔሺ࡮
௟

଴
 

 ⇒ ࢗ	 ൌ 	න ݔሻ݀ݔሻ࢙ሺݔሺ்࡮
௟

଴
ൎ ෍்࡮ሺݔ௜ሻ࢙ሺݔ௜ሻݓ௜

ே

௜ୀଵ

 (5.22)

eða í formi kraftaaukningar ࢗ߂ vegna færsluskrefs ࢜߂: 

ࢗ߂  ൌ෍்࡮ሺݔ௜ሻ࢙߂ሺݔ௜ሻݓ௜

ே

௜ୀଵ

 (5.23)

q samanstendur af áslæga þverkraftinum og beygjuvæginu í hnútpunktum bitaeiningarinnar, 
ܰ er fjöldi tegurpunkta og 	ݓ er vogtala tegrunar (e. weight) í tegurpunktum. OpenSees setur 
takmörk við mögulegum fjölda tegurpunkta, ܰ ൌ 10.  

Hafa skal í huga að með færslustýrðri greiningu kemur stífnifylki einingarinnar, jafna (5.18), 
ekki fyrir í útkomu greiningarinnar, þ.e. jöfnum (5.22) eða (5.23). 

OpenSees býður upp á fimm tölulegar heildunaraðferðir (Mazzoni og fleiri, 2007). Ein þeirra 
er Gauss-Lobatto flatarmálsákvörðun (e. quadrature rule) og hún er notuð nema annað sé 
tekið fram í framsetningu bitaeiningar. Með Gauss-Lobatto fæst nákvæmt gildi tölulegrar 
heildunar fyrir margliðu af stigi 2ܰ െ 3. Þar sem formbreytingu í bitaeiningunni er lýst með 
3. stigs margliðu verður fjöldi tegurpunkta eftir lengd einingarinnar að vera ܰ ൌ 3 til að 
nákvæm lausn fáist (Abramowitz & Stegun, 1972). Misjafnt er eftir aðferðum hver fjöldi 
tegurpunkta þarf að vera. Þá hefur notkun fleiri tegurpunkta en þörf krefur ekki áhrif á lausn. 

Vörpun q úr grunnhnitakerfinu yfir í víðtæka hnitakerfið með hnitaskiptum (e. geometric 
transformation) gefur að lokum krafta sem samsvara færslum í því hnitakerfi. 

Þversniðskraftar bitaeiningarinnar ࢙ eru ekki í fullkomnu jafnvægi við krafta grundvallar-
hnitakerfisins ࢗ vegna þess að formföll bitaeiningarinnar sem eru byggð á margliðubrúun 
færslu (e. displacement interpolation function) eru eingöngu nálgun á raunhegðun bita. Auk 
þess byggir krappinn skv. jöfnu (5.12) einnig á nálgun raunkrappa, sjá kafla 4. Nákvæmni í 
lausn með formbreytingaraðferðinni næst því með fjölgun bitaeininga.  

Við hermun einfalt undirstuddra bita með stakan kraft á miðju hafi verður að nota minnst tvær 
bitaeiningar ef ná á formbreytingum úr einingunni á miðju hafi þar sem upplýsingar kerfisins 
eru geymdar í hnútpunktum (tvær bitaeiningar gefa þó ónákvæma lausn með 
formbreytingaraðferð). OpenSees býður samt upp á þann möguleika að skilgreina punktálag á 
bitaeiningu annarsstaðar en í hnútpunktum. 
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5.1.2 Kraftastjórnuð greining 

Nú er álag er sett á mannvirkið og FEM greining gefur samsvarandi færslur. 

FEM greiningin fylgir sömu lögmálum og fyrir færslustjórnaða greiningu, sjá kafla 5.1.1. 
Vegna þess að kraftar eru þekktir þarf að meta samsvarandi færslur út frá stífni 
bitaeiningarinnar sbr. jöfnu (5.18): 

࢑ ൌ න ሻݔሺ࡮ሻݔሻ࢑࢙ሺݔሺࢀ࡮
௅

଴
ݔ݀ ൎ෍ࢀ࡮ሺݔ௜ሻ࢑࢙ሺݔ௜ሻ࡮ሺݔ௜ሻݓ௜

ே

௜ୀଵ

 

࢑࢙ሺݔሻ er stífni þversniðs í punktum ݔ eftir lengd einingar. 

Bitaeiningin er byggð upp af þráðum og eru þversniðskraftar ákvarðaðir sbr. jöfnu (5.16): 

࢙ሺݔሻ ൌ ෍ ௜ࢇ
்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

 ௜ܣ௜ߪ

Stífni þversniðsins í punktum ݔ má skrifa sem: 

 ࢑௦ሺݔሻ 	≡
࢙ߜ
݁ߜ

ൌ ෍ ௜ࢇ
்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ߪߜ ௜ܣ ∗
ܽ௜
௜ߝߜ

ൌ ෍ ௜ࢇ
்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ (5.24)ܣ௜ࢇ௜,்ܧ

Færsla ࢜ í hnútpunktum grundvallarhnitakerfisins vegna álags ࢗ er: 

 ሾ݇ሿሼݒሽ ൌ ሼݍሽ ⇒ ሼݒሽ ൌ ሾ݇ሿିଵሼݍሽ (5.25)

Vegna þess að stífni bitaeiningarinnar er upphaflega óþekkt og þar af leiðandi færslan einnig 
þarf að ítra að lausn fyrir bæði færslu og stífni einingarinnar í hverju álagskref m.t.t. streitu-
færslu sambands út frá formföllum, sbr. jöfnu (5.13): 

ሻݔሺࢋ ൌ  ሻ࢜ݔሺ࡮

Með öðrum orðum, fyrir hvert ࢗ er ࢜ reiknað með t.d. Newton-Raphson lausnaraðferð (Cook 
og fleiri, 2001) þar sem færslan ࢜ er uppfærð með ࢜߂ ൌ ࢑ିଵࢗ߂ og út frá formföllum (jafna 
(5.13)) gefur ࢜ samsvarandi streitur í þversniði bitaeiningarinnar. Fyrir viðeigandi streitur má 
reikna snertilstífni viðeigandi efnislíkans (e. material tangent stiffness, ்ܧ). Þar sem ferill 
efnislíkansins er þekktur er snertilstífnin eða hallatala ferilsins ávallt þekkt sbr. ்ܧ ൌ  ߝߜ/ߪߜ
og má leysa með innsetningu á streitum.  

Snertilstífni efnislíkana gefur stífni þversniðsins skv. jöfnu (5.24) og þar með fæst stífni 
bitaeiningarinnar skv. jöfnu (5.18). Þá þarf að athuga hvort samleitni er náð, þ.e. hvort 
jafnvægi ࢜࢑ ൌ ࢗ߂ :er náð innan fyrirfram ákveðins þolmarks (Newton-Raphson ࢗ ൌ ࢗ െ
࢑࢜ ൎ 0). Ef samleitni er ekki náð þarf að uppfæra færslur ࢜߂ og endurtaka útreikninga þar til 
samleitni næst. 

Vörpun úr grunnhnitakerfinu yfir í víðtæka hnitakerfið með hnitaskiptum gefur að lokum 
færslu sem samsvarar ásettu álagi. 
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 ࢙ሺݔሻ ൌ 	 ൤
ܰሺݔሻ
ሻ൨ݔሺܯ ൌ ቈ

1 0 0

0
ݔ
ܮ
െ 1

ݔ
ܮ
቉ ൥
ଵݍ
ଶݍ
ଷݍ
൩ (5.26)

 ݁ðܽ ࢙ሺݔሻ ൌ (5.27) ࢗሻݔሺ࢈

Fylki ࢈ሺݔሻ inniheldur formföll álags. 

Lögmál sýndarkrafta (e. the principle of virtual forces) gefur: 

 ሾ݂ሿሼݍሽ ൌ ሼݒሽ (5.28)

ࢌ ൌ ࢑ି૚ er teygjanleikafylki (e. flexibility matrix) bitaeiningarinnar sbr.: 

ࢌ  ൌ න ሻݔሺ࢈ሻݔሺ࢙ࢌሻݔሺࢀ࢈
௅

଴
(5.29) ݔ݀

Hér er ࢙ࢌ teygjanleiki þversniða í punktum x eftir lengd bitaeiningarinnar. Samkvæmt jöfnu 
(5.28) fæst þá: 

 ⇒ 	࢜ ൌ න ࢗሻݔሺ࢈ሻݔሺ࢙ࢌሻݔሺࢀ࢈
௅

଴
(5.30) ݔ݀

Streita í hverjum þræði þversniðs fæst sbr. jöfnu (5.15) sem: 

௜ߝ ൌ ௔ߝ െ ߢ௜ݕ ൌ ሾ1 െ ௜ሿݕ ቂ
௔ߝ
ߢ ቃ ൌ 	ࢋ࢏ࢇ

Spennur í þráðum i fást út frá spennu-streitu samböndum viðeigandi stál- og steypuefnislíkana 
sbr. ߪ௜ ൌ  .௜ሻߝሺߪ

Þversniðskraftar þ.e. áslægur þverkraftur og beygjuvægi fyrir þræði þversniðsins eru: 

 ࢙࢘ሺݔሻ ൌ 	 ൤
ܰሺݔሻ
ሻ൨ݔሺܯ ൌ ෍ ௜ࢇ

்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ܣ௜ߪ ൌ ෍ ௜ࢇ
்

ேþೝæð೔ೝ

௜ୀଵ

௜ (5.31)ܨ

Jafnvægi milli innri þversniðskrafta í þráðum (jafna (5.31)) og þversniðskrafta vegna utanað-
komandi álags (jafna (5.26)) þarf að gilda í öllum punktum bitaeiningarinnar. Þar sem streitur 
eru upphaflega óþekktar, þarf að ítra að jafnvægi (e. convergence) m.t.t. fyrirfram ákveðins 
þolmarks (e. tolerance): 

࢙߂  ൌ ࢙ሺݔሻ െ ࢙࢘ሺݔሻ ൎ 0 (5.32)

Með Newton-Raphson er ítrun að jafnvægi framkvæmd með streituaukningu ࢋ߂ ൌ ࢙ࢌ ∗  ,࢙߂
frá ࢋ଴ og þar til samleitni er náð (ࢋ௢ gefur fyrsta gildi ࢙ࢌ).                                                                                  

Þegar jafnvægi er náð er teygjanleiki þversniðsins: 
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ሻݔሺ࢙ࢌ  ൌ
ሻݔሺࢋ

࢙࢘ሺݔሻ
 (5.33)

Skv. jöfnu (5.30) fást þá samsvarandi færslur ࢜ fyrir álag	ࢗ sem: 

 ࢜ ൌ න ࢗሻݔሺ࢈ሻݔሺ࢙ࢌሻݔሺࢀ࢈
௅

଴
ݔ݀ ൌ෍ࢀ࢈ሺݔ௜ሻ࢙ࢌሺݔ௜ሻ࢈ሺݔ௜ሻݓࢗ௜

ே

௜ୀଵ

 (5.34)

Vörpun úr grunnhnitakerfinu yfir í víðtæka hnitakerfið með hnitaskiptum gefur að lokum 
færslur ࢛ sem samsvara ásettu álagi P. 

5.2.2 Færslustjórnuð greining 

Færsla ࢜ er sett á mannvirkið og FEM greining gefur samsvarandi álag sem þarf til að fram-
kvæma færslu. 

Framsetning kraftaaðferðarinnar fylgir sömu lögmálum og fyrir kraftastjórnaða greiningu, sjá 
kafla 5.2.1.  

Þar sem færsla er sett á kerfið er álag upphaflega óþekkt og þar með er samband 
þversniðskrafta og krafta í hnútpunktum bitaeiningarinnar sbr. jöfnu (5.26) einnig óþekkt.  

Auk þess sem jafnvægi þarf að ríkja milli innri þversniðskrafta þráða og þversniðskrafta 
vegna utanaðkomandi álags sbr. jafna (5.32), þá verður einnig að gilda jafnvægi milli ásettrar 
færslu og innri færslu kerfis (þ.e. í þversniðum): 

࢜߂  ൌ ࢜ െ ࢜௥ ൎ 0 (5.35)

Þar sem innri færslur kerfisins táknaðar með ࢜௥ eru: 

 ࢜௥ ൌ 	෍ࢀ࢈ሺݔ௜ሻ࢙ࢌሺݔ௜ሻ࢈ሺݔ௜ሻݓࢗ௜

ே

௜ୀଵ

 (5.36)

Með Newton-Raphson lausnaraðferð er ítrun að jafnvægi framkvæmd með kraftaaukningu 
ࢗ߂ ൌ ૚ିࢌ ∗  verður minna en fyrirfram ࢜߂ ௢ og þar til samleitni er náð þ.e. þegarࢗ frá ,࢜߂
skilgreind þolmörk kveða á um. 

Vörpun úr staðbundna hnitakerfinu yfir í víðtæka hnitakerfið með hnitaskiptum gefur að 
lokum kraft P sem samsvarar færslu u. 

Hafa ber í huga að aðal viðfangsefni þessarar meistararitgerðar er einfalt undirstuddir bitar án 
áslægs álags (sbr. súlur) og því mætti einfalda ofangreindar útleiðslur samsvarandi fyrir 
bitaeiningu sem hefur eingöngu 2 frelsisgráður, þ.e. sitt hvorn snúninginn í hnútpunktum. 

Þær burðareiningar sem OpenSees styðst við og falla að hermun bita taka ekki tillit til 
ólínulegra skúfáhrifa. Framsetningu bitaeiningar með skúfáhrifum má finna í grein Saritas & 
Filippou (2009) þar sem formfall er innleitt yfir hæð þversniðs því skúfstreitur eru ekki 
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línulegar eftir hæð þversniðs einingar líkt og fyrir streitur vegna beygju. Formfall skúfstreita 
skv. ofangreindri grein má sjá á mynd 5-6 fyrir rétthyrndan bita með 150 mm hæð. 

 

 

Mynd 5-6: Dreifing skúfstreita yfir hæð bita með ferningslaga þversnið. 

Þó ber að geta þess að OpenSees býður eina burðareiningu sem reiknar með ólínulegum 
skúfáhrifum og beygjuáhrifum samtímis en notkunarmöguleikar hennar eru takmarkaðir við 
skúfveggi. 

5.3 Samanburður og samantekt 
Kraftaaðferð: 

 Þekkt dreifing álags → Aukin nákvæmni í lausn næst með fjölgun bitaeininga og/eða 
fjölgun tegurpunkta.  

 Almennt gildir að færri bitaeiningar (og/eða tegurpunktar) þarf til að ná settri 
nákvæmni samanborið við formbreytingaraðferð. 

 Reiknilega minna krefjandi en formbreytingaraðferð. 

 

Formbreytingaraðferð: 

 Nálgun formbreytinga → nákvæm lausn næst með fjölgun bitaeininga. 
 Fjölgun tegurpunkta umfram það sem tölulegar heildunaraðferðir kveða á um (fyrir 3. 

stigs margliðu) eykur ekki nákvæmni í lausn. 
 Reiknilega meira krefjandi en kraftaaðferð. 
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6 Handreikningar 
Handreikningar eru notaðir til samanburðar við niðurstöður hermana úr OpenSees. 
Handreikningar gefa bæði góða mynd af vægis-krappa ferli bita, sjá mynd 6-1, sem og álags-
færslu ferli á fjaðursviði. Ógerlegt er þó að meta niðurbeygjur við brot með handreikningum. 

 

 

Mynd 6-1: Vægis-krappaferill. 

Í fyrstu er biti á fjaðursviði og allar formbreytingar sem verða í honum vegna utanaðkomandi 
álags eru afturkræfar þegar álagið er tekið af. Áður en fyrsta sprunga myndast í toghlið steypu 
er beygjustífni bita ܧ௖ܫó௥௜௙௜ð (stundum nefnd togstífni), þar sem ܧ௖ er fjaðurstuðull steypu og ܫ 
er tregðuvægi þversniðsins. Þegar álag á bita er aukið frekar, eykst vægið í bitanum þar til að 
sprungumyndun verður í toghlið bitans þegar togspennan vegna utanaðkomandi álags nær 
togstyrk (spennu) steypunnar. Vægið á þessum tímapunkti er táknað með ܯ௖௥ (cr = cracking), 
sjá mynd 6-1. Við byrjun sprungumyndunarinnar fellur steypuspenna í toghlið bita niður í núll 
og tregðuvægi þversniðs minnkar. Beygjustífni bitans má nú ákvarða sem ܧ௖ܫ௥௜௙௜ð þar til að 
flot í járnum á sér stað og frekari óafturkræfar plastískar formbreytingar byrja að koma fram. 
Vægið á þessum tímapunkti er táknað með ܯ௬ (y = yield), sjá mynd 6-1. Frekari aukning 
álags veldur að lokum þrýstibroti í steypu og/eða sliti togjárna og þar með broti bita við vægi 
  .௨ (u = ulitimate) (O‘Brien & Dixon, 1995, bls. 251-253)ܯ
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Athuga skal að í raunverulegum bita undir álagi er umbreyting ferilsins af fjaðursviði yfir á 
plastísk svið í raun mýkri en mynd 6-1 gefur til kynna. 

Vægi og krappa í bitanum á ofangreindum punktum má meta með handreikningum. Jafnframt 
má meta niðurbeygjur út frá reiknuðu vægi á fjaðursviði. 

Í meistaraverkefninu voru burðarþolsferlar fyrir marga mismunandi bita skoðaðir. Því var sett 
upp reiknialgrím í Matlab hugbúnaðinum sem framkvæmir handreikninga fyrir ólíkar 
útfærslur langjárnunar í bitum. Byggt er á eftirfarandi jöfnum sem leiddar voru út með tilliti 
til þessa, sjá jafnframt bók O‘Brien & Dixon (1995) nema annað sé skýrt tekið fram.  

6.1 Órifið þversnið 
Handreikningar taka tillit til hæðar núlllínu, tregðuvægis, vægis við sprungumyndun, krappa 
og niðurbeygju bita í órifnu þversniði. 

Hæð núlllínu fyrir umbreytt órifið þversnið er reiknað út frá vægi um efri brún bitaþversniðs: 

ݕܣ  ൌ ௖ݕ௖ܣ ൅෍ܣ௦,௜݀௜

௞

௜ୀଵ

 (6.1)

 ௖ og d er fjarlægð í þyngdarpunkt viðeigandi flatarmálseiningar (steypa og stál), ݇ er fjöldiݕ
stállaga, ܣ௖ er flatarmál steypu og ܣ௦  er flatarmál stáls. Leiðrétta þarf með fjaðurstífni-

hlutfallinu ݊ ൌ ாೞ
ா೎

 til að taka tillit til ólíkrar stífni stáls og steypu. Þar með fæst fjarlægð í 

núlllínu þversniðsins ݕ, frá efri brún sem: 

 ⇒ ݕ		 ൌ
ܾ݄ ∗ ݄2 ൅ ∑ ሺ݊௜ െ 1ሻܣ௦,௜݀௜

௞
௜ୀଵ

ܾ݄ ൅ ∑ ሺ݊௜ െ 1ሻܣ௦,௜
௞
௜ୀଵ

 (6.2)

b er breidd og h er hæð þversniðsins. 
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Mynd 6-2: Umbreytt órifið þversnið bita og spennudreifing. 

Mestu togspennu steypu neðst í þversniði, ௖݂௧ má rita sem: 

 ௖݂௧ ൌ
௖௥ሺ݄ܯ െ ሻݕ
ó௥௜௙௜ðܫ

 (6.3)

 :ó௥௜௙௜ð er tregðuvægi órifins þversniðsins um núlllínuܫ

ó௥௜௙௜ðܫ  ൌ
1
12

ܾ݄ଷ ൅ ܾ݄ ൬ݕ െ
݄
2
൰
ଶ

൅෍ሺ݊௜ െ 1ሻܣ௦,௜ሺݕ െ ݀௜ሻଶ
௞

௜ୀଵ

 (6.4)

Tregðuvægi umbreytts stáls um eigin ás er lítið og áhrif þess á tregðuvægi þversniðsins eru 
óveruleg. Því er ekki tekið tillit til þess í útreikningunum, sjá jöfnu (6.4).  

Vægi ܯ௖௥ við fyrstu sprungumyndun í toghlið bita er því sbr. jöfnu (6.3): 

௖௥ܯ ൌ
௖݂௧ܫó௥௜௙௜ð
ሺ݄ െ ሻݕ

 

Krappa við byrjun sprungumyndunar má meta annað hvort út frá sambandi krappa og vægis á 
fjaðursviði sbr.: 

ߢ  ൌ
௖௥ܯ

ó௥௜௙௜ðܫ௖ܧ
 (6.5)

eða þar sem streitan í togbrún er þekkt og streitudreifing er línuleg sbr. ߝ௖௧ ൌ ௖݂௧/ܧ௖: 

ߢ  ൌ
௖௧ߝ
ݕ

 (6.6)
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Þar sem bitinn er á fjaðursviði má meta niðurbeygju ߜ fyrir einfallt undirstudda bita með 
punktálag á miðju hafi sem (Jensen, 2004): 

ܯ  ൌ
݈ܲ
4

ሺvægi á miðju hafiሻ (6.7)

⇒ 	ܲ ൌ
௖௥ܯ4

݈
 

ߜ  ൌ
1
48

∗
݈ܲଷ

ó௥௜௙௜ðܫܧ
 (6.8)

Niðurbeygjur á miðju hafi vegna eiginþunga, þ.e. vegna línuálags ݍ [kN/m] eru: 

ߜ ൌ
5
384

∗
ସ݈ݍ

ó௥௜௙௜ðܫܧ
 

Miðað er við eðlismassa ߩ ൌ 24	݇ܰ/݉ଷ vegna útreikninga á ݍ. 

Einnig er tekið tillit til niðurbeygju vegna skúfformbreytinga á línulegu sviði í heildar-
niðurbeygju bita, sjá kafla 2.2.1. 

6.2 Rifið þversnið 
Handreikningar taka tillit til hæðar núlllínu, tregðuvægis, flotvægis, krappa og niðurbeygju 
bita í rifnu þversniði. 

Fjarlægð núlllínu fyrir umbreytt rifið þversnið er metin út frá vægi um efri brún steypu: 

௡௢௧ݕ  ൌ
௡௢௧ݕܾ ቀ

௡௢௧ݕ
2 ቁ ൅ ∑ ሺ݊௜ െ 1ሻܣ௦,௜

ᇱ௟
௜ୀଵ ݀௜ ൅ ∑ ݊௜ܣ௦,௜

௞
௜ୀଵ ݀௜

௡௢௧ݕܾ ൅ ∑ ሺ݊௜ െ 1ሻܣ௦,௜
ᇱ௟

௜ୀଵ ൅ ∑ ݊௜ܣ௦,௜௞
௜ୀଵ

 (6.9)

Þar sem hrókmerking táknar að stállag er í þrýstisvæði bita. Hér er l fjöldi stállaga á 
þrýstisvæði og k fjöldi laga á togsvæði. 
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Mynd 6-3: Umbreytt rifið þversnið bita og spennudreifingar. 

Tregðuvægi þversniðsins um núlllínu er: 

 

௥௜௙௜ðܫ

ൌ
1
12

௡௢௧ݕܾ
ଷ ൅ ௡௢௧ݕܾ ቀ

௡௢௧ݕ
2
ቁ
ଶ

൅෍൫݊௜ െ 1൯ܣ௦,௜
ᇱ ሺݕ௡௢௧ െ ݀௜ሻଶ ൅

௟

௜ୀଵ

෍݊௜ܣ௦,௜ሺݕ௡௢௧ െ ݀௜ሻଶ
௞

௜ୀଵ

 

(6.10)

Í bitum, þar sem eru fleiri en eitt stállag, er flotvægi ܯ௬ reiknað sérstaklega fyrir öll stállög og 
þ.a.l. er ܯ௬ଵ flotvægi þegar fyrsta stál nær flotspennu, ܯ௬ଶ er flotvægi þegar næsta stál nær 
flotspennu o.s.frv. Því er ekki endilega gert ráð fyrir að öll stállög nái flotspennu áður en 
þrýstibrot verður í steypu, eins og raunin getur verið í bitum með hátt járnahlutfall. Í bitum 
með mörg járnalög munu handreikningar þó eingöngu sýna flotpunkta fyrir fyrsta og síðasta 
járnalag sem nær floti áður en þrýstibrot verður í steypu. 

Almennt gefur línuleg spennudreifing í steypu góða nálgun á hegðun steypunnar þegar stál 
nær flotspennu sinni. Þó geta komið upp tilvik þar sem reiknuð spenna í steypu verður hærri 
en brotspenna þegar stállag í bitum með hátt járnahlutfall nær floti. Í þessum tilvikum má ætla 
að línuleg spennudreifing steypunnar sé ekki nógu góð nálgun og notast verður við tvílínulega 
spennudreifingu sbr. CEN (2005) kafli 3.1.7(2), sjá mynd 6-3 að framan. Þar sem línuleg 
spennudreifing er góð nálgun, verður miðað við að spennan í steypunni þurfi að vera orðin 
1,2 ௖݂ til að fýsilegt þyki að taka upp tvílínulega spennudreifingu. 

Flotvægi ܯ௬ verður á því augnarbliki þegar ߪ௦,௜ ൌ ௬݂ og ߪ௖ ൏ 1,2 ௖݂. Flotvægið er fundið 
þegar vægi er tekið um þrýstikraft steypu sbr.: 

௬,௜ܯ  ൌ 	෍ܨ௦,௜
ᇱ ሺ݀௜ െ

1
3
௡௢௧ሻݕ

௟

௜ୀଵ

൅෍ܨ௦,௜ሺ݀௜ െ
1
3
௡௢௧ሻݕ

௞

௜ୀଵ

 (6.11)

Þar sem hrókmerking táknar að kraftar í stállögum eru í þrýstisvæði bita. 
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Hafa skal í huga að í þeim tilvikum þegar línuleg spennudreifing þykir ekki lengur fýsileg og 
tekin er upp tvílínuleg spennudreifing er flatarmiðja spennudreifingarinnar breytt og 

vægisreikningar ekki lengur miðaðir við ás sem liggur í  
ଵ

ଷ
 .௡௢௧ mælt frá þrýstibrún bitaݕ

Kraftar í stállögum eru: 

௦,௜ܨ  ൌ ௦,௜ߪ ∗ ௦,௜ (6.12)ܣ

Spennur og streitur í stállögum, öðrum en þeim sem eru nákvæmlega í floti við ܯ௬, eru 
reiknaðar út frá viðkomandi stállagi (sem er með flotstreitu) með spennur og streitur ߪ௦௬ og 
 :௦௬ á staðsetningu ݀௬ߝ

௦,௜ߝ  ൌ ቈ
݀௜ െ ௡௢௧ݕ
݀௬ െ ௡௢௧ݕ

቉ ∗ ௦௬ (6.13)ߝ

Með þessari framsetningu er tryggt að neikvæðar streitur ߝ௦,௜ fáist ef stál er í þrýstisvæði bita 
og öfugt. Þar af leiðandi fæst tog og þrýstikraftur í stállagi ݅, með innsetningu jöfnu (6.13) í 
jöfnu (6.12) sem: 

௦,௜ܨ	⇒  ൌ ௦,௜ܣ௦,௜ߪ ൌ ௦,௜ܧ ቈ
݀௜ െ ௡௢௧ݕ
݀௬ െ ௡௢௧ݕ

቉ ∗ ௦,௜ (6.14)ܣ௦௬ߝ

Einnig þarf að hafa í huga að þar sem tvílínulegt stálefnislíkan (án streituhörðnunar) er notað 
þarf að takmarka spennur ߪ௦,௜, með flotspennunni ௬݂. 

Krappann má síðan reikna út frá sambandi krappa og vægis á fjaðursviði eða út frá sambandi 
krappa og streitu, sjá kafla 6.1. Einnig eru niðurbeygjur reiknaðar á sama máta og áður, sjá 
kafla 6.1. 

 

6.3 Brotmörk 
Handreikningar taka tillit til hæðar núlllínu, brotvægis og krappa við brotmörk. 

Við þrýstibrot í steypu eru reikningarnir gerðir á öðrum forsendum en fyrir rifið þversnið, sjá 
kafla 6.2.  

 



47 

 

Mynd 6-4: Streitu-og spennudreifing í brotástandi. 

Þar sem brotstreita steypunnar ߝ௖௨ er þekkt (oftast er reiknað með ߝ௖௨ ൌ 0,0035) og gert er 
ráð fyrir línulegri streitudreifingu í þversniði bita, þá eru streitur og spennur í stállögum 
eftirfarandi: 

௦,௜ߝ  ൌ ൤
௕௥௢௧ݕ െ ݀௜
௕௥௢௧ݕ

൨ ௖௨ (6.15)ߝ

௦,௜ߪ  ൌ ௦,௜ (6.16)ߝ௦,௜ܧ

Hafa þarf í huga að þar sem spennu-streitu ferill stálsins er tvílínulegur, þarf að takmarka 
spennur í stáli við flotspennu viðkomandi stáls, þ.e. ef หߪ௦,௜ห ൐ ௬݂ þá ߪ௦,௜ ൌ

ఙೞ,೔
หఙೞ,೔ห

௬݂ (tryggir rétt 

formerki). 

Ef stál er í þrýstisvæði steypu er lagt til að stálspenna sé lækkuð sem nemur ߪ௦,௜ ൌ ௦,௜ߪ െ ௖݂ til 
að gera því skil að ekki er steypa þar sem stálið er.  

Kraftar í stállögum eru: 

௦,௜ܨ  ൌ ௦,௜ߪ ∗ ௦,௜ (6.17)ܣ

Þrýstikraftur steypu við brotmörk er: 

௖ܨ  ൌ ௖ߪ௖ܣ ൌ ௖ (6.18)ߪ௕௥௢௧ܾݕ0,8

Þar sem virk hæð þrýstisvæðis steypunnar 0,8ݕ௕௥௢௧ er ofar núlllínu sbr. CEN (2005) kafli 
3.1.7 (3), sjá mynd 6-4 að ofan. Ástæðan fyrir þessu er að steypulíkanið í Eurocode 2 sem 
þetta byggir á hefur núll spennu upp að 0,07% streitu.  

Hæð núlllínu við brotmörk, ݕ௕௥௢௧ fæst út frá kraftajafnvægi sbr.: 
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 ෍ܨ௦,௜ ൅ ௖ܨ ൌ

௞

௜ୀଵ

෍ܧ௦,௜

௞

௜ୀଵ

൤
௕௥௢௧ݕ െ ݀௜
௕௥௢௧ݕ

൨ ௦,௜ܣ௖௨ߝ ൅ ௖ߪ௕௥௢௧ܾݕ0,8 ൌ 0 (6.19)

Vægisburðargeta þversniðsins ܯ௨ er ákvörðuð með því að taka vægi um miðpunkt þversniðs 
sbr.: 

௨ܯ  ൌ෍ܨ௦,௜ ൬
݄
2
െ ݀௜൰ ൅ ௖ܨ ൬

݄
2
െ
௕௥௢௧ݕ0,8

2
൰

௞

௜ୀଵ

 (6.20)

Línulegt samband gildir ekki lengur milli krappa og vægis en þar sem streitudreifingin er 
óbreytt (línuleg) má meta krappann sem: 

௨ߢ  ൌ
௖௨ߝ
௕௥௢௧ݕ

 (6.21)

Með handreikningum er ógerlegt að meta niðurbeygjur við brot bita þar sem form-
breytingarnar eru ólínulegar. Í framhaldinu, þar sem handreikningar eru notaðir til 
samanburðar og staðfestingar á hegðun bita á ólínulegu sviði, verður vísað til þess hluta 
ferilsins sem er þekktur, þ.e. burðargetunnar. 
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7 Skúfþol bita 
Bitar sem teknir voru til greiningar eru ýmist með eða án skúfjárna. Forsendur reikninga á 
skúfþoli koma fram í eftirfarandi köflum. 

7.1 Bitar án skúfjárna 
Skúfþol bita án skúfjárnabendingar byggt á athugunum skv. Eurocode 2, CEN (2005) kafli 
6.2.2, er skilgreint sem: 

 ோܸ,௖ ൌ ൤ܥோ,௖݇ሺ100ߩ௟ ௖݂
ᇱሻ
ଵ
ଷ ൅ ݇ଵߪ௖௣൨ ܾ௪݀ (7.1)

Að lágmarki: 

 ோܸ,௖ ൌ ሺݒ௠௜௡ ൅ ݇ଵߪ௖௣ሻ ܾ௪݀ (7.2)

Þar sem ekki er um að ræða hönnunarútreikninga í þessu verkefni, heldur samanburð við 
tilraunaniðurstöður er notast við mæld gildi meðalastyrks ௖݂

ᇱ ൌ ௖݂௠ í stað (5%) kennigildis 
steypustyrks ௖݂௞. Einnig eru öryggisstuðlar settir jafnir einum, sbr. ܥோ,௖ ൌ ௖ߛ/0,18 ൌ 0,18. 
Aðrir stuðlar í jöfnum (7.1) og (7.2) eru gefnir sem: 

 ݇ ൌ 1 ൅ ඨ
200
݀

൑ 2,0 (7.3)

௟ߩ  ൌ
௦௟ܣ
ܾ௪݀

൑ 0,02 (7.4)

ோ,௖ܥ  ൌ 0,18 (7.5)

௠௜௡ݒ  ൌ 0,0035݇ଷ/ଶ ௖݂௠
ଵ/ଶ (7.6)

݇ er stuðull háður fjarlægð ݀ niður í togjárn, ߩ௟ er áslægt járnahlutfall, ܾ௪ er breidd þversniðs 
(sjá mynd 7-1) og ߪ௖௣er þrýstspenna steypu vegna áslægs álags og er sett jöfn núlli þegar um 
einfalt undirstudda bita er að ræða. Því þarf ekki að nota ݇ଵ stuðulinn sem skv. íslenska 
þjóðarskjalinu er sá sami og mælt er með í Eurocode 2 eða 0,15. 

Jafna (7.3) gefur til kynna að fyrir bita með virka dýpt ݀ ൐ 200	݉݉ lækkar skúfmótstaða bita 
samsvarandi. 

Í bitum sem hafa fleiri en eitt togjárn er dýpt ݀ tekin í flatarmiðju járnanna. 
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Mynd 7-1: Þversnið bita. 

7.2 Bitar með skúfjárnun 
Skúfmótstaða bita með skúfjárnabendingu er skilgreind skv. Eurocode 2, CEN (2005) kafli 
6.2.3 sem: 

Minna gildið af: 

 ோܸ,௦ ൌ
௦௪ܣ
ݏ
ݖ ௬݂௪ܿ(7.7) ߠݐ݋

 ோܸ,௠௔௫ ൌ ௖ߙ ܾ௪ ݖ ݒ ௖݂
ᇱ/ሺܿߠݐ݋ ൅ ሻ (7.8)ߠ݊ܽݐ

ோܸ,௦ er skúfmótstaða skúfjárnanna og ோܸ,௠௔௫ er skúfmótstaða þrýstistrendings steypunnar út í 
undirstöðurnar, sjá mynd 7-2. 

 

Mynd 7-2: Flutningsleið útræns krafts út í undirstöður. 

Hornið θ takmarkast af: 
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 1 ൑ ߠݐ݋ܿ ൑ 2,5 (7.9)

Í jöfnum (7.7) og (7.8) er ܣ௦௪ flatarmál skúfjárna (lykkja), ݏ er fjarlægð milli skúfjárna, ௬݂௪ 
er flotstyrkur skúfjárna og ߙ௖ ൌ 1,0 fyrir óforspenntar byggingareingingar (e. non-prestressed 
structures). Stuðullinn ݒ tekur tillit til lækkun steypustyrks undir skúfkrafti þar sem spenna í 
skáþrýstistrendingi nær ekki fullum sívalningsstyrk steypu.  

ݒ ൌ 0,6ඨ1 െ ௖݂
ᇱ

250
	

Stuðullinn ݖ er innri vægisarmur milli þrýstistrengs steypu og togstrengs stáls í þversniði bita 
og samsvarar hámarksvægi sem þversniðið getur tekið á sig, þ.e. vægisburðargetu þver-
sniðsins, sjá kafla 6.3. Venjulega má áætla að ݖ ൌ 0,9݀ en stuðst verður við nákvæmari 
útreikning skv. ofangreindum forsendum þar sem staðsetning þrýstistrengs steypu er ákvörðuð 
út frá kassalaga spennudreifingu við hámarksvægi, að því gefnu að streitudreifing í 
þversniðinu er línuleg við brotmörk sbr.: 

ݖ  ൌ ݀ െ 0,5݄þ௥ý௦௧௜௦௩æð௜ (7.10)

Hæð þrýstisvæðisins er 0.8ݕ௕௥௢௧, sjá kafla 6.3. 

Skúfþolið er reiknað út frá burðargetu járna eða steypu og tekur því ekki tillit til samverkandi 
áhrifa járna og steypu. Þessi samverkandi þáttur gildir á meðan steypa er heilleg, en þegar 
steypan er að einhverju leiti sprungin þá er steypuþátturinn hverfandi. 

Aðferðin í Eurocode 2 er varfærin þegar ܿߠݐ݋ ൌ 1 en þegar ܿߠݐ݋ ൌ 2,5 getur skúfþolið fallið 
beggja megin við mældan skúfkraft bitanna, sjá töflu 7-1. Með ܿߠݐ݋ ൌ 2,5 er reiknað skúfþol 
grennri bitanna (biti B3 og bitaröð C) hærra en mældur skúfkraftur úr tilraunum. Auk þessa, 
þar sem aðferðin úr Eurocode 2 reiknar skúfþolið út frá burðargetu járna eða steypu (hér bara 
járna) ætti hún að gefa gildi sem liggja öruggu megin þó stefna skúfkrafts út í undirstöðurnar 
sé undir horninu ܿߠݐ݋ ൌ 2,5, en svo er þó ekki í öllum tilfellum, sjá töflu 7-1. 

7.3 Bitar með skúfjárnun, „Standard Method“ 
Í eldri útgáfum af Eurocode 2 (ENV2) er notuð svokölluð „Standard Method“ til að ákvarða 
skúfþol í bitum. Aðferðin tekur tillit til burðargetu járna og steypu samtímis. Þá gerir hlutur 
stáls í burðargetunni eingöngu ráð fyrir skáþrýstistreng undir 45° gráðu horni sbr. ܿߠݐ݋ ൌ 1 
(Mosley og fleiri, 2007). Þar af leiðandi má ætla að reiknað skúfþol verði í flestum tilvikum 
lægri samanborið við nýrri útgáfu Eurocode 2 þar sem notast er við ܿߠݐ݋ allt upp í 2,5 í 
útreikningum. Það kemur reyndar í ljós að svo er ekki fyrir alla þá bita sem teknir eru til 
greiningar, sjá töflu 7-1. 

Skúfþol bita með skúfjárnabendingu skv. „Standard Method“ (Grasser, 1995): 

 ோܸଷ ൌ ௖ܸ ൅ ௪ܸ (7.11)

 ௖ܸ ൌ ோܸଵ ൌ ൣ߬ோ݇ሺ1,2 ൅ ௟ሻߩ40 ൅ ௖௣൧ܾ௪݀ (7.12)ߪ0,15
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௖ܸ er hlutur steypu,  ߬ோ er skúfstyrkur steypu og er reiknaður skv. jöfnu (7.13) til að vera 
sambærilegur við tilraunaniðurstöður: 

 ߬ோ ൌ 0,25 ∗ 0,7 ௖݂௧
ᇱ  (7.13)

 

 ݇ ൌ |1,6 െ ݀ ≮ 1| (7.14)

Jafna (7.14) gefur til kynna að skúfþol bita lækkar með aukningu á virkri dýpt ef ݀ ൏ 0,6	݉. 

Hlutur stáls ௪ܸ er: 

 ௪ܸ ൌ
௦௪ܣ
ݏ
ݖ ௬݂௪ (7.15)

  

 

Mynd 7-3: Einfallt undirstuddur biti, dreifing skúfkraftar. 

Bitar sem teknir voru til greiningar eru 14 talsins og skúfþol þeirra og skúfhlutfall (skúfáraun 
á móti reiknuðu skúfþoli) kemur fram í töflu 7-1. Til samanburðar er einnig í töflunni 
reiknaður brotstyrkur (út frá vægisburðargu) bitanna skv. kafla 6.3. 
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Tafla 7-1: Skúfþol, skúfhlutfall og vægisburðargeta bita. 

Biti nr. 
Skúf-
bending 

Mældur 
brotkraftur 
௨ܲ,௧௜௟௥௔௨௡ 

Mældur 
skúfkaftur 

ܸ  

Skúfþol 
Skv. EC2 

ோܸ & ܿߐݐ݋ ൌ 2,5 

Skúfþol 
Skv. EC2 

ோܸ & ܿߐݐ݋ ൌ 1 
Skúfhlutfall, m.v. 
ோܸ & ܿߐݐ݋ ൌ 2,5 

Skúfþol skv.  
Standard Method 

ோܸଷ

Skúfhlutfall, 
m.v.  
ோܸଷ ௨ܲ,௛௔௡ௗ௥௘௜௞௡௜௡௚௔௥ 

[kN] [kN] [kN] [kN] [%] [kN] [%] [kN] 
    

VRIII-1A Nei 17,0 8,5 13,9 13,9 61,1 12,3 69,1 14,6 
VRIII-B1 Nei 24,5 12,3 15,4 15,4 79,5 12,6 97,2 19,7 

    
OA1 Nei 331 165,5 141,9 141,9 116,6 112,6 147,0 443 
OA2 Nei 320 160,0 156,3 156,3 102,4 169,8 94,2 444 
OA3 Nei 385 192,5 186,2 186,2 103,4 157,6 122,1 413 

    
A1 Já 459 229,5 171,7 68,7 133,7 181,3 126,6 453 
A2 Já 439 219,5 165,3 66,1 132,8 235,9 93,0 453 
A3 Já 420 210,0 175,2 70,1 119,9 227,6 92,3 417 

    
B1 Já 434 217,0 175,0 70,0 124,0 159,8 135,8 428 
B2 Já 365 182,5 182,8 73,1 99,8 200,8 90,9 352 
B3 Já 342 171,0 191,1 76,4 89,5 194,9 87,7 338 

    
C1 Já 282 141,0 165,7 66,3 85,1 125,5 112,4 257 
C2 Já 290 145,0 147,1 58,8 98,6 143,6 101,0 301 
C3 Já 265 132,5 168,3 67,3 78,7 146,1 90,7 253 

   

ோܸ  Reiknað skúfþol samkvæmt núgildandi EC2  

ோܸଷ  Reiknað skúfþol samkvæmt ENV2, „Standard Method“    

௨ܲ,௧௜௟௥௔௨௡  Mesta álag, tilraunaniðurstöður    

௨ܲ,௛௔௡ௗ௥௘௜௞௡௜௡௚௔௥  Reiknað út frá vægisburðargetu   
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8 M-Kappa 
Ólínulegar FEM bitaeiningar (e. dispBeamColumn element & forceBeamColumn element) 
sem OpenSees styðst við byggja að hluta til á línulegri dreifingu streitu í gegnum þversnið 
bitaeiningarinnar, sjá jöfnu (5.15) í kafla 5.1.1. 

Til að gera þessu skil og jafnframt til samanburðar við OpenSees er Matlab hugbúnaðurinn 
notaður til að útbúa forrit sem reiknar vægis-krappa feril og niðurbeygjur fyrir bæði 
innspennta útkragandi (e. cantilever beam) og einfalt undirstudda bita á ólínulegu sviði og 
byggir einnig á línulegri dreifingu streitu í þversniðinu. Forritið er kallað M-kappa (Eiríksson, 
2012). 

Fyrri rannsóknir hafa beitt svipaðri aðferðarfræði við ólínulega greiningu bita, sjá grein 
Srikanth, Kumar & Giri (2007) vegna samanburðar á steypulíkönum.  

Í M-kappa er gert ráð fyrir að: 

 Efnislíkan steypu sem lýsir spennudreifingu steypunnar í þrýstisvæði bitans sé tvílínu-
legt. Notast er við tvílínulegt líkan úr Eurocode 2, (CEN, 2005) kafli 3.1.7(2), sjá 
mynd 8-1. Brotstreita steypunnar er ߝ௖௨ ൌ 0,35% og streitan þegar steypan nær 
hámarksspennu er ߝ௖ ൌ 0,175%. 

 Togstyrkur steypu sé enginn og því er spennudreifing í steypu aðeins hugsuð í 
þrýstisvæði bita líkt og fyrir rifið þversnið. 

 Streitudreifing í þversniði bitans sé línuleg upp að broti. Þetta er nauðsynlegt skilyrði 
fyrir útreikninga á krappa bitaþversniðsins. 

 Efnislíkan stáls sé tvílínulegt með streituhörðnun, sjá mynd 8-2. Hvert stál í bita fylgir 
því sínu líkani miðað við ákveðið gildi á flotspennu og upphafsfjaðurstuðli.  

 Viðloðun steypu við stál sé fullkomin (e. no bond slip). 
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Mynd 8-1: Steypulíkan úr EC2 kafli 3.1.7 sýnt hér með fc
‘ = 25 MPa og εcu = 0,35%. 

 

 

Mynd 8-2: Stállíkan úr EC2 kafli 3.2.7 sýnt hér með fy =500 MPa og streituhörðnun 0,01∗Ec. 

Forritið M-kappa byggir á því að streitudreifing þversniðsins sé alltaf línuleg og því er hægt 
að reikna staðsetningu núlllínu þversniðsins með því að taka kraftajafnvægi um alla tog-og 
þrýstistrengi stáls og steypu í þversniðinu og ítra að lausn. Þetta er gert fyrir öll gildi streitu 
frá núlli og upp að brotstreitu steypunnar og þar með bitabroti. Í hverju skrefi streitu er krappi 
og vægi fundið. Sjá einnig umfjöllun í kafla 4. 

Þegar hæð núlllínu er fundin er krappinn fundinn út frá streitum í steypu og hæð núlllínu, sjá 
mynd 8-3, sem:  

௜ߢ  ൌ
௖,௜ߝ
ேܻ௅,௜

 (8.1)

Krappinn úr M-kappa fylgir ferli krappa fyrir rifið þversnið þegar ferillinn er á fjaðursviði þar 
sem togstyrkur steypu er enginn sbr.: 

ߢ  ൌ
ܯ

௥௜௙௜ðܫܧ
 (8.2)
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Mynd 8-3: Sýnir m.a. samband krappa og streitu  

 

 

Mynd 8-4: Vægis-krappaferill úr M-kappa. 

 

Þegar krappinn hefur verið ákvarðaður fyrir þversniðið má reikna niðurbeygjur í öllum 
álagsskrefum ௜ܲ samkvæmt jöfnu (4.6) sbr.: 
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ݑ  ൌ෍ߢ௜ ∗ ௜ݔ̅

ே

ଵୀଵ

∗  ௜ݓ

Nánari útskýringar á stuðlum má finna í kafla 4 (sjá m.a. mynd 4-1). 

Uppsetning M-kappa forritsins gildir bæði fyrir einfalt undirstudda og innspennta útkragandi 
bita með punktálag á miðju hafi annarsvegar og úti á enda hinsvegar, enda einfalt að skipta á 
milli uppsetningar randskilyrða þar sem þau eru hugsuð út frá vægisferli bita. 

Ef einfalt undirstuddur biti með haflengd L og stakan kraft P á miðju er hugsaður sem inn-
spenntur biti með haflengd L/2 og endakraftinn P/2, þá eru niðurbeygjur á enda innspennta 
bitans þær sömu og á miðju fyrir einfalt undirstudda bitann. Þetta má glögglega sjá ef vægis-
ferlar bitanna eru bornir saman enda sterkt samband milli vægis og niðurbeygju (Jensen, 
2004). Þetta er sýnt á mynd 8-5. 

 

 

Mynd 8-5: Samband milli randskilyrða fyrir einfalt undirstuddan og innspenntan bita. 

Dreifing krappa yfir lengd bita úr M-kappa kemur fram á mynd 8-6, sýnt fyrir bitaþversnið B1 
(sjá nánar í kafla 9.1). Við álagsskref 1 og 2 er bitinn á fjaðursviði en í öðrum álagsskrefum er 
miðhluti bitans á plastísku sviði. 
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Mynd 8-6: Dreifing krappa yfir lengd bita (VRIII-B1 í kafla 9.1), miðhlutinn er á plastísku sviði (sjá einnig mynd 
4-1). 

 

 

Mynd 8-7: Vægis-krappaferill úr M-kappa. 
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Á plastíska sviði bitans eykst krappinn hlutfallslega mikið m.v. litlar breytingar á vægi. 
Almennt gildir að hærri krappi samsvarar meiri streitu sem jafngildir hærra vægi og stærri 
þversniðskröftum, sjá mynd 8-7. Þetta skilar sér síðan í auknum niðurbeygjum. 

Nákvæmni M-kappa byggir m.a. á skrefastærð ítrunar að núlllínu eftir hæð bita og fjölda 
skiptinga bitans eftir langási. Notast er við 0,001 mm skrefastærð og 100 jafnar skiptingar 
eftir endilöngum bita en þó virðist sjáanlegur munur á svörun M-kappa (P-u ferill) vera lítil 
sem engin umfram 30 skiptingar.    

Forritið M-kappa er í viðauka D. 

 

8.1 OpenSees og M-kappa 
Í eftirfarandi undirköflum er samanburður hermana úr OpenSees og M-kappa (auk hand-
reikninga) með tilliti til bæði vægis-krappa ferla og niðurbeygjuferla. Hafa skal í huga að ekki 
er um að ræða samanburð við tilraunaniðurstöður heldur eingöngu milli tölvuforrita þar sem 
samanburðurinn er gerður fyrir bitaþversnið 1A og B1, sjá kafla 9.1. 

8.1.1 Vægis-krappa ferlar 

Vægis-krappa ferlar fást úr OpenSees með keyrsluskránni „MomentCurvature.tcl“ sem er 
bæði í leiðbeiningarriti OpenSees (Mazzoni og fleiri, 2007) og á OpenSees vefsvæði1. 

Keyrsluskráin er skrifuð fyrir súlur þar sem gert er ráð fyrir stöðugu áslægu álagi á 
þversniðið. Þessi skrá hefur verið aðlöguð fyrir bitaþversnið með því að gera notanda kleift að 
setja áslægt álag jafnt núlli. Skráin er í viðauka C.  

Til að fá sem raunhæfastan samanburð á M-kappa og OpenSees verður notast við eftirfarandi 
steypu- og stállíkön sem OpenSees býður upp á og eru að mestu leyti þau sömu og notast er 
við í M-kappa: 

 

uniaxialMaterial Steel01 $matTag $Fy $Es $Bs; 

uniaxialMaterial Concrete01 $matTag $fpc $epsc0 $fpcu $epsU; 

 

Það sem aðskilur steypulíkön í forritunum tveimur er að upphafsfjaðurstuðull steypunnar er 
hærri í OpenSees en M-kappa eða ܧ ൌ 2 ௖݂/ߝ௖଴ auk þess sem steypa01 líkanið í OpenSees er 
ekki línulegt á fjaðursviði eins og steypulíkan M-kappa (sjá myndir 8-1 og 8-8). Stál01 líkanið 
er hins vegar það sama og notað er í M-kappa (sjá mynd 8-2).  

 

                                                 

1 opensees.berkeley.edu 
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Mynd 8-8: Steypa01 í OpenSees. 

Tvö bitaþversnið eru tekin til greiningar, nánar tiltekið bitaþversnið 1A og B1 úr VR-III 
tilraunum (sjá kafla 9.1). Bitarnir eru hermdir í OpenSees með færslustjórnaðri burðarþols-
greiningu byggðri á formbreytingaraðferð með 21 bitaeiningu auk þétts nets þráða eftir hæð 
bita (1x20).   

Niðurstöður og samanburður hermunar í OpenSees og M-kappa auk handreikninga eru sýndar 
á myndum 8-9 og 8-10.  
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Mynd 8-9: M-κ ferill OpenSees og M-kappa auk handreikninga fyrir bita VR-III 1A. 

 

 

Mynd 8-10: M-κ ferill OpenSees og M-kappa auk handreikninga fyrir bita VR-III B1 
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Hér miðast handreikningar við þversnið sem er upphaflega órifið og því kemur beygjustífnin 
(sjá kafla 6) fram á ferlinum. Hermanir úr M-kappa og OpenSees miðast aftur á móti við 
þversnið sem er upphaflega rifið. 

Þó að brotstreita sé sett 0,35% í Steypa01 líkaninu heldur hermunin áfram umfram skilgreinda 
brotstreitu og upp að brotmörkum greiningarinnar sem er skilgreind í vægis-krappa greining-
unni með fyrirfram ákveðnum hámarkskrappa. Þegar kemur að því að lesa krappa úr 
OpenSees með „MomentCurvature.tcl“ keyrsluskránni samsvarar lokagildi krappa því streitu 
við enda greiningarinnar sem er stærri en 0,35%. Þessi hegðun Steypa01 líkansins gerir 
beinan samanburð OpenSees og M-kappa við hámark krappa (sbr. ߝ௖௨ ൌ 0,35%) erfiðan. 
Með einföldum reikningum má þó áætla við hvaða vægi brotstreitu steypunnar er náð og 
ákvarða brotkrappa út frá því gildi, sjá myndir 8-9 og 8-10. 

Þegar Steypa04 líkan (sjá kafla 3.2) úr OpenSees er notað í stað Steypa01 má sjá að hámarks-
gildi krappa ber vel saman milli forrita þótt strangt til tekið séu efnislíkön steypu ólík milli 
forrita, sjá mynd 8-11. Þar sem ferillinn úr OpenSees fyrst „höktir“ er brotstreitu steypunnar 
náð. Hermunin heldur þó áfram umfram „hökt“ ferilsins þar sem samleitni er ekki náð með 
því upphafs lausnaralgrími sem notað er. Þetta er vegna þess að fleiri en eitt lausnaralgrím 
(lausnaraðferð, t.d. Newton Raphson) er notað til að tryggja að hermunin klárist með tilliti til 
þolmarka sem í þessu tilfelli er skilgreint hámarksgildi krappa.  

 

 

Mynd 8-11: M-κ ferill M-kappa og OpenSees með steypa04 efnislíkani 

Á heildina litið eru ferlarnir svipaðir en þó virðist M-kappa taka inn örlítið hærra vægi við 
krappa á plastísku sviði, þ.e. ferillinn liggur ofar. Handreikningunum ber einnig vel saman við 
OpenSees upp að vissum krappa. Hafa skal í huga að handreikningar miðast hér við ólíka flot- 
og brotspennu járna ሺ	 ௬݂	 ൏ ௨݂	ሻ og því hallar ferillinn (streituhörðnun í járnum). 
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Þessar niðurstöður sýna að vægis-krappaferlar úr M-kappa og OpenSees eru mjög líkir. Þá má 
leiða líkur að því að niðurbeygjuferlar forritanna séu það líka. 

8.1.2 Niðurbeygjuferlar 

Niðurbeygjuferill B1 bita úr VR-III er tekinn til greiningar. Mæld svörun bitans er hermd með 
færslustjórnaðri burðarþolsgreiningu þar sem bæði er byggt á formbreytingaraðferð og krafta-
aðferð. Notast er við efnislíkön úr OpenSees sem eru hvað líkust þeim sem notuð eru í M-
kappa, þ.e. Stál01 og Steypa01.  

Nákvæmni formbreytingaraðferðarinnar ræðst af fjölda bitaeininga sem notaðar eru við 
hermun. Þegar of fáar bitaeiningar eru notaðar verða niðurbeygjur á plastísku sviði með 
formbreytingaraðferð of miklar. Með fjölgun bitaeininga fæst nákvæmari lausn, sjá mynd 
8-12 þar sem sýndar eru niðurstöður hermana fyrir mismunandi fjölda bitaeininga með 
formbreytingaraðferð auk kraftaaðferðar með 2 bitaeiningum til samanburðar. Form-
breytingaraðferð með 10 bitaeiningum nær ekki að tryggja nægjanlega nákvæmni og leiðir til 
ofmats á niðurbeygju. Lagt er til að í framhaldi verði ekki færri en 20 bitaeiningar notaðar við 
hermun bita sem fá plastískar formbreytingar með OpenSees og formbreytingaraðferð. 

Niðurbeygjuferlarnir, myndir 8-12 og 8-13, sýna hermun sem stöðvast við 0,35% brotstreitu í 
steypu. Notast er við 10 tegrunarpunkta í öllum bitaeiningum. 

Samanburður hermana M-kappa og OpenSees er sýndur á mynd 8-13. 

 

 

Mynd 8-12: P-u ferlar úr OpenSees, biti VR-III B1. 
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Mynd 8-13: P-u ferlar úr OpenSees og M-kappa, biti VR-III B1. 

 

Niðurstöður úr samanburði M-kappa og OpenSees, sjá mynd 8-13, sýna að niðurbeygjuferlar 
forritanna eru mjög líkir. Þó virðist bitinn úr M-kappa hermuninni hafa örlítið hærri 
burðargetu samanborið við OpenSees. 
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9 Tilraunaniðurstöður 

9.1 VR-III bitar 
Á árunum 2011 til 2012 voru gerðar tilraunir á járnbentum steinsteyptum bitum í  tilrauna-
skála umhverfis- og byggingarverkfræðideildar Háskóla Íslands VR-III, sem þáttur í kennslu í 
grunn- og framhaldsnámi deildarinnar undir stjórn Hauks J. Eiríkssonar. Eftirfarandi kafli 
lýsir framkvæmd mælinganna og helstu niðurstöðum. Frekari greiningu bitanna er síðan að 
finna í kafla 10. 

Tilraun 2011 

Þrír bitar, bitar 1A, 1B og 1C voru prófaðir með færslustýrðu burðarþolsprófi þar sem stakur 
kraftur þrýsti á bita á miðju hafi, sjá mynd  9-1. Tvö K6 járn voru í neðri brún og þversnið og 
efniseiginleikar allra bitanna voru eins. 

 

 Mynd 9-1: Þversnið og langsnið bita 1A, 1B og 1C. 

Notast var við tilbúna þurrefnablöndu af sementi og fylliefnum þar sem einungis þurfti að 
bæta vatni í til að búa til steypu. Niðurstöður einása þrýstiprófana leiddu í ljós þrýstistyrk 
steypu ௖݂

ᇱ ൌ  Þó var ekki um staðlað próf að ræða með sívalningslaga steypukjarna .ܽܲܯ	25
sem er 300 mm á hæð og með 150 mm þvermál, heldur voru prófuð minni sívalningssýni, 75 
mm á hæð með 35 mm þvermál. 

Togprófanir á fimm K6 járnum voru einnig framkvæmdar. Hér var ekki heldur um staðlað 
próf að ræða, en í slíkum prófunum þarf að framkvæma lengdarmælingu yfir 5d lengd járna, 
heldur voru prófaðir 200 mm bútar. Niðurstöður togprófana sjást á mynd 9-2. Þar sem flot er 
ekki eingöngu  staðbundið við aðal hálsmyndun í bútunum heldur einnig dreift yfir víðara 
svæði gefur mæld streita ߝ ൌ  ௨௞ (streita viðߝ yfir heildarlengd búts ekki rétt gildi 	ܮ/ܮ߂	
hámarksspennu og hálsmyndun í sýni) og lokastreitu. Lokastreitan var því mæld yfir nokkur 
5݀ löng svæði sem innihéldu hálsmyndunina og niðurstaðan er lokastreita sem er u.þ.b. 13%. 
Lokastreitan er síðan notuð til að kvarða gröfin og þá fæst að ߝ௨௞ ൎ 7 til 8%, sjá mynd 9-2. 
Það staðfestir að járnin eru í teygjanleikaflokki C skv. CEN (2005). Staðsetning flotmyndunar 
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og hæsta spenna sést einnig á ferlinum. Flotspenna stálsins er metin um 570 til 590 MPa út frá 
0,2% streitu þar sem fjaðurstuðull stálsins er ܧ௦ ൌ  .sjá mynd 9-2 (CEN, 2005) ,ܽܲܩ	200

 

 

Mynd 9-2: Spennu-streituferill K6 járna m.v. 200 mm sýni. 

Prófanirnar á bitunum sýndu að þeir brotnuðu allir vegna beygjuáraunar þar sem járnin í neðri 
brún slitnuðu að lokum. Brotform allra bitanna var eins, sjá myndir 9-3 til 9-6. 
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Mynd 9-3: Tilraunauppsetning. Mynd 9-4: Sprungumyndun. 

Mynd 9-5: Sprunga teygir sig upp að núlllínu. 

 

Mynd 9-6: Bitabrot, járn slitna. 

 

Tilraunarniðurstöðuferill fyrir bita 1A sést á mynd 9-7. 
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Mynd 9-7: Tilraunarniðurstöður (P-u ferill) fyrir bita VRIII-1A úr 2011 tilrauninni. 

Tilraun 2012 

Þrír bitar voru prófaðir með færslustjórnaðri mælingu, þ.e. bitar B1, B2 og B3. Biti B1 var 
keyrður upp í brot líkt og 2011 bitarnir. Álags-færslu ferill bita B1 er sýndur á mynd 9-9. 
Bitar B2 og B3 voru hins vegar prófaðir fyrir víxlverkandi álagi (e. cyclic loading) og var 
reynt að tryggja að flot næðist í járnum áður en álaginu var víxlað. Álaginu var víxlað þrisvar 
sinnum og þannig fékkst heil slaufa (e. hysteresis) á álags-færslu ferli bitanna, sjá myndir 
9-10 og 9-11. 

Hysteresuslaufan eða P-u ferillinn sem fæst þegar biti B2 er prófaður undir víxlverkandi álagi 
er þröng og bendir til þess að stál hafi náð litlu floti í fyrstu grein slaufunnar og engu floti í 
næstu grein slaufunnar þegar álaginu hefur verið víxlað. Varanleg formbreyting eftir fyrstu 
grein slaufunnar mældist t.a.m. um 1,5 mm. 

Biti B3 var aftur á móti keyrður lengra og náðist flot í járnum í öllum greinum slaufunnar. 

Þversniðsstærðir og haflengdir voru hin sömu og í 2011 tilrauninni. Sama steypa og þá var 
einnig notuð en járnun var öðruvísi. Notast var við tvö K7 járn í efri og neðri brún bita, sjá 
mynd 9-8. 
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Mynd 9-8: Þversnið og langsnið bita B1, B2 og B3. 

Í útreikningum (sjá kafla 10.2) var gert ráð fyrir að þrýstistyrkur steypu væri sá sami og í 
2011 tilrauninni eða um 25 MPa. Einnig var gert ráð fyrir að flotspenna K7 járnanna væri 
sambærileg við mældu flotspennuna í 2011 tilrauninni. 

Bitarnir brotnuðu undir bæði beygju- og skúfáhrifum. Brotflötur bita B1 var bjöllulaga og 
hefur orðið dóravirkni í járnum í efri brún. Í neðri brún molnaði steypuhulan utan af 
járnunum, sjá mynd 9-16. 

Brotflötur bita B2 var einnig bjöllulaga. Þegar bitinn var keyrður í brot (síðasta grein 
slaufunnar) varð þrýstibrot í steypu samhliða sliti togjárnanna.  

Brotflötur bita B3 var einnig bjöllulaga. Þegar bitinn var keyrður í brot (síðasta grein 
slaufunnar) sprengdu járnin í þrýstibrún bitans steypuhuluna af sér (dóravirkni). Í togbrún 
steypunnar molnaði steypuhulan utan af járnunum, sjá mynd 9-16. Sprungumyndun í bita B3 
undir víxlverkandi álagi sést á myndum 9-12 til 9-14. 

 

 

Mynd 9-9: Tilraunarniðurstöður (P-u ferill) fyrir bita VRIII-B1 úr 2012 tilrauninni. 
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Mynd 9-10: Tilraunarniðurstöður (P-u ferill) fyrir bita VRIII-B2 úr 2012 tilrauninni. 

 

 

Mynd 9-11: Tilraunarniðurstöður (P-u ferill) fyrir bita VRIII-B3 úr 2012 tilrauninni. 
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Mynd 9-12: Sprungur myndast í neðri brún, B3. 

 

Mynd 9-13: Bita snúið við og álag sett á, B3. 

Mynd 9-14: Sprungur lokast í efri brún og nýjar 
sprungur myndast í neðri brún, B3. 

 

Mynd 9-15: Bita snúið við og álag keyrt fram að 
bitabroti, B3. 

 

Mynd 9-16: Brotmyndir bita B1, B2 og B3. 



74 

9.2 Toronto bitar 
Markmið svokallaðrar Toronto tilraunar (Vecchio & Shim, 2004) var að endurskapa 
klassískar tilraunaniðurstöður Bresler og Scordeilis frá árinu 1963 (Bresler & Scordelis, 
1963). Þessar tilraunir snérust að mestu leyti um rannsóknir á skúfáhrifum í bitum. 

Alls voru prófaðir tólf bitar eða fjórar bitaraðir sem samanstanda af 3 bitum hver undir 
álagsstjórnaðri mælingu sem var virk þar til þeir nálguðust brotmörk en eftir það var skipt yfir 
í færslustjórnaða mælingu fram að bitabroti. Togjárnin voru fest með stálplötum í endum 
bitanna og var þannig komið í veg fyrir að járnin drægjust inn í steypuna þegar áslægir kraftar 
urðu stærri en sem nemur samloðunarkröftum milli stáls og steypu (e. no bond slip). 

Þversniðeiginleika Toronto bitanna má sjá í töflu 9-1 að neðan og myndrænt í viðauka B 
ásamt brotmyndum bitanna. 

Tafla 9-1: Þversniðseiginleikar Toronto bita. 

Breidd Hæð Haflengd Togjárn Þrýstijárn Skerjárn/lykkjur Brotmynd 

Biti nr. [mm] [mm] [mm] Stærð Bil á milli [mm] 

OA1 305 552 3.660 2 M30, 2 M25b - - - D-T 

OA2 305 552 4.570 3 M30, 2 M25a - - - D-T 

OA3 305 552 6.400 4 M30, 2 M25b - - - D-T 

A1 305 552 3.660 2 M30, 2 M25b 3 M10 D5* 210 V-C 

A2 305 552 4.570 3 M30, 2 M25a 3 M10 D5 210 V-C 

A3 305 552 6.400 4 M30, 2 M25b 3 M10 D4 168 F-C 

B1 229 552 3.660 2 M30, 2 M25b 3 M10 D5 190 V-C 

B2 229 552 4.570 2 M30, 2 M25a 3 M10 D5 190 V-C 

B3 229 552 6.400 3 M30, 2 M25b 3 M10 D4 152 F-C 

C1 152 552 3.660 2 M30 3 M10 D5 210 V-C 

C2 152 552 4.570 2 M30, 2 M25a 3 M10 D5 210 V-C 

C3 152 552 6.400 2 M30, 2 M25b 3 M10 D4 168 F-C 
-          Á ekki við 
a, b      Sjá töflu 9-2 
*          Sjá töflu 9-2 

 

Brotmyndir Toronto bitanna eru fjölbreytilegar. Flokkun brotmynda er í töflu 9-1 hér að ofan. 
Brotmynd D-T stendur fyrir „diagonal tension failure“ (skástætt togbrot), sjá kafla 2.2. 
Samhliða D-T brotmynd verður sprungumyndun eftir endilöngu efri togjárna (e. shear bond 
failure) í OA bitum. 

Brotmynd V-C stendur fyrir „shear compression failure“. Þá verður þrýstibrot undir þver-
kraftinum, sjá almenna umfjöllun í kafla 2.2. 

Brotmynd F-C stendur fyrir „flexure-compression failure“ (beygju-þrýstibrot). Sprungu-
myndun er að mestu leyti lóðrétt vegna beygjuáhrifa og brot bita verður í kjölfar þrýstibrots í 
steypu, sjá almenna umfjöllun í kafla 2.1.  
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Efniseiginleikar járna úr Toronto tilrauninni, þ.e. þvermál, flotspenna ௬݂, togstyrkur ௨݂ (við 
hámarksspennu) og fjaðurstuðull stálsins ܧ௦ eru sýndir í töflu 9-2.  

Tafla 9-2: Efniseiginleikar járna. 

Þvermál ௬݂ ௨݂ ܧ௦ 
Járn [mm] [MPa] [MPa] [GPa] 

M10 11,3 315 460 200 
M25a 25,2 440 615 210 
M25b 25,2 445 680 220 
M30 29,9 436 700 200 
D4 5,7 600 651 200 
D5 6,4 600 649 200 

a Járn í bitaröð 2 
b Járn í bitaröð 1 og 3 

 

Efniseiginleikar steypu úr Toronto tilrauninni, þ.e. þrýstistyrkur steypu og samsvarandi 
streita, fjaðurstuðull og togstyrkur steypu skv. klofningsprófi á sívalningslaga steypukjarna (e. 
splitting tensile strength) táknaður með ௦݂௣ eru sýndir í töflu 9-3. 

Tafla 9-3: Efniseiginleikar steypu. 

Biti nr. ௖݂
ᇱ ߝ௖ ܧ௖ ௦݂௣ ௖݂௧ 

[MPa] [mm/mm] [GPa] [MPa] [MPa] 

OA1 22,6 0,0016 36,5 2,37 2,13 
OA2 25,9 0,0021 32,9 3,37 3,03 
OA3 43,5 0,0019 34,3 3,13 2,82 

 
A1 22,6 0,0016 36,5 2,37 2,13 
A2 25,9 0,0021 32,9 3,37 3,03 
A3 43,5 0,0019 34,3 3,13 2,82 

 
B1 22,6 0,0016 36,5 2,37 2,13 
B2 25,9 0,0021 32,9 3,37 3,03 
B3 43,5 0,0019 34,3 3,13 2,82 

 
C1 22,6 0,0016 36,5 2,37 2,13 
C2 25,9 0,0021 32,9 3,37 3,03 
C3 43,5 0,0019 34,3 3,13 2,82 

 

Skv. Eurocode 2 má reikna með áslægum togkrafti steypu út frá ௦݂௣ sem: 

 ௖݂௧ ൌ 0,9 ௦݂௣ (9.1)

Útreikningar á ௦݂௣ eru sýndir í töflu 9-3.  
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10 Niðurstöður hermana 
Í þessum kafla eru hermanir úr tölvuforritum bornar saman við burðarþolsmælingar sem 
gerðar voru á árunum 2011 til 2012 í tilraunaskála umhverfis- og byggingarverkfræðideildar 
Háskóla Íslands. Einnig eru þær bornar saman við svokallaða Toronto bita.  

Hermanir í OpenSees eru ýmist framkvæmdar með formbreytingaraðferð eða kraftaaðferð. 
Helstu forsendur eru tíundaðar hér að neðan: 

 Með formbreytingaraðferð eru bitar hermdir með a.m.k. 20 bitaeiningum. 
 Með kraftaaðferð eru bitar hermdir með 2 bitaeiningum. 
 Fjöldi tegurpunkta er N	 ൌ 	10 fyrir allar bitaeiningar. 
 Bitar eru hermdir með tvívíðum bitaeiningum. 
 Lykkjur eru ekki innifaldar. 
 Þversnið bita samanstendur af þráðum. Þar sem nákvæmni líkans veltur á skiptingu 

þráða í stefnu álags er eingöngu gert ráð fyrir þéttu neti þráða eftir hæð bita að undan-
skyldum bitum sem innihalda skúfjárn og hafa því steypu með mismunandi þrýstistyrk 
(aðþrengd steypa, sjá kafla 3.2.2). Mælt verður með 15 til 30 skiptingum eftir hæð 
bita, umfram þann fjölda næst engin sjáanleg aukning í nákvæmni hermunar. Notast 
var við 30 skiptingar í eftirfarandi hermunum. 

 Þar sem járnbending er í þversniði er gert ráð fyrir lækkun á fjaðurstuðli stálsins sem 
samsvarar fjaðurstuðli steypunnar sem stálstangirnar koma í staðinn fyrir (e. overlap), 
sbr. jöfnu (10.1). Þetta er gert vegna þess að í órifnu þversniði næst örlítið betri nálgun 
á beygjustífni P-u ferlanna úr tilraunum, heilt yfir er breytingin þó óveruleg. 
 

௦ᇱܧ  ൌ ௦ܧ െ  ௖ܧ
(10.1)

 
 Ólínuleg hegðun járna er hermd með Stál02 efnislíkani, sjá mynd 3-2. 
 Ólínuleg hegðun steypu er hermd með Steypa04 efnislíkani, sjá mynd 3-5. 
 Bitar eru hermdir með annað hvort færslu- eða kraftastjórnaðri burðarþolsgreiningu. 
 Skúfformbreytingar eru línulegr. Með kraftaaðferð eru skúfformbreytingar innlimaðar 

með línulegu (e. elastic) líkani háð skúfstífni þversniðsins (sjá kafla 2.2.1). Með 
formbreytingaraðferð er skúfformbreytingum á línulegu sviði bætt við sbr. jöfnu (2.1). 

Upplýsingar um framkvæmd tilrauna og brothegðun bita eru í kafla 9. 
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10.1 VR-III 2011 bitar 
Kvörðun Stál02 efnislíkansins við tilraunaniðurstöður má sjá á mynd 10-1. Við kvörðunina 
var notast við reiknaðar streitur og spennur úr stálþráðum við OpenSees hermun bitans. 
Togstyrkur og togstreita í steypu voru sett jöfn núlli sbr. rifið þversnið svo að steypa 
umhverfis járnin hefði ekki áhrif á kvörðunina. Einnig er hægt að kvarða stállíkanið við 
tilraunaniðurstöðurnar með beinni innleiðingu jöfnu (3.4). Samanburður sýndi nákvæmlega 
sömu niðurstöður. 

 

 

Mynd 10-1: Ákvörðun Stál02 efnislíkans fyrir Bita 1A. 

Í Stál02 líkani er stuðull R sem stjórnar umbreytingu stálsins af fjaðursviði yfir á plastískt svið 
þegar stálið fer að fljóta. Lágt R-gildi þýðir að umbreytingin hefst fyrr, þ.e.a.s við lægri 
spennu. OpenSees mælir með því að notast sé við stuðulinn 10 ൑ ܴ ൑ 20 (Mazzoni og fleiri, 
2007). Aftur á móti virðist Stál02 efnislíkanið falla best að mældum gögnum með stuðli ܴ ൌ 
3,5. Þegar togprófanir voru framkvæmdar á K6 járnunum mátti sjá að utan við hálsmyndun 
járnanna mynduðust einnig önnur minni flotsvæði sem líklega hafa áhrif á feril járnanna af 
fjaðursviði yfir á plastískt svið. Engu að síður er ekki víst að í járnbentum bita sem er t.a.m. 
undir hreinni beygjuáraun þar sem togkraftur í járnunum er mestur á miðju hafi, verði 
flotmyndun einskorðuð nákvæmlega við miðju bita. 

Helstu upplýsingar um stika sem notaðir voru við hermun bita VR-III 1A í OpenSees eru í 
töflu 10-1. Hér er ekki gert ráð fyrir lækkun fjaðurstuðuls stálsins skv. jöfnu (10.1) enda er 
flatarmál járna lítið. 
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Tafla 10-1: Kennistærðir úr OpenSees hermun bita VR-III 1A. 

OpenSees, kraftastjórnuð greining       

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 
௖ 0,2ߝ [%] 
௖௨ 0,35ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 

௖݂௧ 1,8 [MPa] 
*௖௧ 0,1ߝ [%] 
q 25 [kN/m3] 

Stál 

௬݂ 590 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 
b 0,008
R 3,5

Þræðir 
1x30

Fjöldi bitaeininga, formbreytingaraðferð 
20 [Stk.] 

Fjöldi bitaeininga, kraftaaðferð 
2 [Stk.] 

* 
Hærra gildi notað en mælt með (Chen, 1982, bls. 110), vegna 
samleitnierfiðleika 

 

Vegna erfiðleika við ítranir að samleitni tengdum togferli steypulíkansins er stuðst við örlítið 
hærri gildi fyrir hámarkstogstreitu steypu en mælt er með í Chen (1982), sjá einnig kafla 3. 
Lægri streita gefur annað hvort ekki samleitni eða ófullkomna samleitni þótt allar lausnar-
aðferðir sem OpenSees býður upp á (7 talsins) séu notaðar í hermuninni. Almennt gildir að 
líkur á samleitni aukast eftir því sem skrefastærðum greiningarinnar (krafta- eða 
færslustjórnuð) er fjölgað (Cook, 2001). Þó ber fjölgun skrefastærða ekki árangur í tilfelli bita 
1A. Þetta er víst ekki óalgengt vandamál við hermun í OpenSees (Bazan, 2008, bls. 106). 
Einnig má sjá að ferlar úr OpenSees hermuninni bera merki um erfiðleika í vissum skrefum 
ítrunar og má greinilega sjá hvar á ferlinum þetta gerist, sjá mynd 10-2. Þar sem ítranir 
lausnaraðferðar ná ekki samleitni er skipt um lausnaraðferð og hermun er keyrð áfram þar til 
samleitni næst. Þegar samleitni hefur náðst í „erfiðleikaskrefum“ hermunar er aftur skipt yfir í 
skilgreinda upphafslausnaraðferð hermunarinnar sem í þessu tilfelli er Newton-Raphson. 

Niðurstöður hermana úr OpenSees auk handreikninga til samanburðar koma fram á mynd 
10-2. Almennt virðast hermanir úr OpenSees falla ágætlega að tilraunaniðurstöðum. Helstu 
kennistærðir sem notaðar voru í handreikningum eru sýndar í töflu 10-2.  
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Tafla 10-2: Kennistærðir úr handreikningum, biti VRIII 1A. 

Handreikningar         

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 

௖௨ 3,5ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 
q 25 [kN/m3] 

௖݂௧ 1,8 [MPa] 
Stál 

௬݂ 590 [MPa] 

௨݂* 640 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 

*  Við hámarksspennu     

 

Þegar beygjustífni ferilsins er skoðuð má sjá að niðurstöður úr OpenSees hermun falla 
ágætlega að tilraunaniðurstöðum. OpenSees tímasetur sprungumyndun á toghlið bitans 
ágætlega miðað við þær kennistærðir sem notaðar eru fyrir toghluta steypulíkansins, sjá töflu 
10-1. Handreikningarnir gera aftur á móti ráð fyrir að þversnið sé fullrifið þegar togspennu 
steypunnar er náð en Steypa04 efnislíkanið og OpenSees gera ráð fyrir að steypan eigi inni 
togstreitur og þar af leiðandi burð umfram skilgreindan togstyrk, sjá mynd 3-4 í kafla 3.2.  

Hermanir í OpenSees fyrir upphaflega rifið þversnið, þ.e. Steypa04 efnislíkan án togstyrks, 
auk niðurstaða úr M-kappa hermun koma fram á mynd 10-3. Forsendur útreikninga í M-kappa 
eru þó ekki sambærilegar við OpenSees því til dæmis eru efnislíkön fyrir steypu og stál 
frábrugðin. Engu að síður virðast niðurstöður hermana úr báðum tölvuforritum falla ágætlega 
að tilraunarniðurstöðum. 

Tafla 10-3: Kennistærðir úr M-kappa hermun bita VR-III 1A. 

M-kappa           

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 
௖ 1,75ߝ [%] 
௖௨ 3,5ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 

Stál 

௬݂ 590 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 

    b 0,008     
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Mynd 10-2: Hermun VR-III biti 1A, togstyrkur steypu meðreiknaður. 

 

 

Mynd 10-3: Hermun VR-III biti 1A, enginn togstyrkur. 
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Brot VR-III 2011 bitanna varð þegar togjárnin slitnuðu. Beygja var ráðandi form og lóðrétt 
sprunga myndaðist í steypu neðst í bita á miðju hafi. Járnin eru í teygjanleikaflokki C og ættu 
því að þola 13% brotstreitu. Ofangreindar hermanir gerðu aftur á móti ráð fyrir bitabroti þegar 
þrýstibrot varð í steypu (við ߝ௖௨ ൌ 0,35% streitu). OpenSees gaf samsvarandi lág gildi 
járnstreitu eða 4,5% og M-kappa gaf 5,6% streitu við lok hermana (þrýstibrot í steypu). 

Bitarnir eru ekki undirjárnaðir enda ná járnin að taka á móti álaginu þegar steypa rifnar í togi. 
Þá ber að hafa í huga að krappi vex hratt á ólínulegu sviði og lítil aukning vægis frá 
utanaðkomandi álagi veldur mikilli breytingu á krappa og þar af leiðandi hraðri aukningu 
spenna og streita í járnum. 

Líklegt þykir að styrkur steypu og brotstreita er hærri en reiknað er með þar sem brotið kemst 
ekki auðveldlega upp úr bitanum (klemmist). Þegar steypustyrkur og brotstreita er aukinn 
þannig að hermdi ferillinn úr OpenSees passar betur við mælda ferilinn (með tilliti til 
hámarksstyrk úr tilrauninni) fæst engu að síður töluvert lægra gildi járnstreitu en 13% 
brotstreita. OpenSess gefur þá um 5,5%. 

Samkvæmt Eurocode 2 (kafli 3.1.8) má reikna með hærri togstyrk steypu en sem nemur jöfnu 
(3.3), sjá kafla 3, fyrir litlar burðareiningar sbr.: 

 ௖݂௧,௙௟
ᇱ ൌ ሼሺ1,6ݔܽ݉ െ ݄/1000ሻ ௖݂௧

ᇱ ; ௖݂௧
ᇱ ሽ (10.2)

Sé tekið tillit til þessa verður togstyrkur steypunnar ௖݂௧
ᇱ ൌ 2,61 MPa og hermun bitans með 

handreikningum nálgar mælda ferilinn betur (sbr. mynd 10-2), sjá mynd 10-4. 

 

 

Mynd 10-4: Hermun VR-III biti 1A, togstyrkur steypu skv. jöfnu (10.2). 
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10.2 VR-III 2012 bitar 

10.2.1 Biti VR-III B1 

Gögn úr togprófunum K7 járnanna eru ekki fyrir hendi og því er efnislíkan stáls kvarðað eftir 
tilraunaniðurstöðu á niðurbeygjuferli bitans. Með stálhegðunarstuðli ܴ ൌ 3,5 má fá 
niðurbeygjuferil úr OpenSees sem fellur mjög nálægt tilraunaniðurstöðum þegar beygja er 
ráðandi hegðunarform bitans. Þó er stuðst við ܴ	 ൌ 	10 við eftirfarandi hermun bita B1 vegna 
erfiðleika sem tengjast lágu R‐gildi þegar kemur að hermun 2012 bita undir víxlverkandi 
álagi, sjá kafla 10.2.2. Þetta er gert til að samræmi sé á milli kennistærða í hermunum. 

Biti VR-III B1 var hermdur í OpenSees með færslustjórnaðri burðarþolsgreiningu. Saman-
burður við tilraunaniðurstöður kemur fram á mynd 10-5. Niðurstöður úr  hermun með 
M-kappa og handreikningum eru sýndar á mynd 10-6. 

Reynt var að hafa kennistærðir tengdar hermunum í M-kappa og handreikningum sambæri-
legar við þær sem notaðar voru í OpenSees greiningunni en þær takmarkast þó við þau 
efnislíkön sem bæði M-kappa og handreikningar búa yfir. Kennistærðir notaðar í OpenSees 
hermun sjást í töflu 10-6 og kennistærðir notaðar í M-kappa hermun og í handreikningum eru 
í töflu 10-4 og 10-5. 

Tafla 10-4: Kennistærðir úr M-kappa hermun bita VR-III B1. 

Mkappa           

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 
௖ 1,75ߝ [%] 
௖௨ 3,5ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 

Stál 

௬݂ 570 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 

    b 0,017     

 

Tafla 10-5: Kennistærðir úr handreikningum bita VR-III B1. 

Handreikningar         

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 

௖௨ 3,5ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 
q 25 [kN/m3] 

௖݂௧ 1,8 [MPa] 
Stál 

௬݂ 570 [MPa] 

௨݂* 640 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 

*  Við hámarksspennu     
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Tafla 10-6: Kennistærðir úr OpenSees hermun bita VR-III B1. 

OpenSees, færslustjórnuð greining       

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 
௖ 0,2ߝ [%] 
௖௨ 0,35ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 

௖݂௧ 1,8 [MPa] 
௖௧ 0,1ߝ [%] 
q 25 [kN/m3] 

Stál 

௬݂ 570 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 
b 0,017
R 10*

Þræðir 
1x30

Fjöldi bitaeininga, formbreytingaraðferð 
20 [Stk.] 

Fjöldi bitaeininga, kraftaaðferð 
2 [Stk.] 

* Með R = 3,5 má fá feril sem passar betur við tilraunaniðurstöður 

 

Heildarflatarmál járna í bita B1 er nærri því þrefalt (eða 2,72) það sem notað var í 2011 bitum 
og er gert ráð fyrir lækkun fjaðurstuðuls stálsins skv. jöfnu (10.1) í OpenSees hermun. Þá 
næst, í órifnu þversniði, örlítið betri nálgun á beygjustífni P-u ferlanna. 
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Mynd 10-5: Hermun VR-III biti B1 með OpenSees. 

 

 

Mynd 10-6: Hermun VR-III biti B1, M-kappa og handreikningar. 
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Með innleiðingu jöfnu (10.2) nálgar reiknaði ferillinn með handreikningum betur beygjustífni 
mælda ferilsins með ௖݂௧

ᇱ ൌ 2,61 MPa, sjá mynd 10-7. 

 

 

Mynd 10-7: Hermun VR-III biti B1, togstyrkur steypu skv. jöfnu (10.2). 

Í 2011 tilrauninni var beygja ráðandi hegðun bitanna og þá var skúfhlutfallið (skúfáraun á 
móti reiknuðu skúfþoli)  um 60 % (biti VR-III 1A). Í 2012 tilrauninni var skúfhlutfallið 
nálægt 80% og sprungumyndunin er samblanda af lóðréttri sprungu vegna beygju á miðju hafi 
og skáhallandi skúfsprungum út frá skúfkraftinum sem saman mynda bjöllulaga brotflöt. Ljóst 
er að beygja er því ekki lengur ráðandi brotform (brotmynd). Vegna þess að járnahlutfall 2012 
bitanna er hærra en 2011 bitanna er vægisburðargeta 2012 bitanna eðlilega hærri. Þá eykst 
hlutfallsleg burðargeta milli tilraunaniðurstaða (2011 og 2012) um 41%, sjá mynd 10-9. 

Útreikningar á skúfhlutfalli eru sýndir í töflu 7-1 ásamt burðargetu (brotkraftur) og vægis-
burðargetu skv. handreikningum. Vægisburðargetan skv. töflu 7-1 er reiknuð út frá flot-
spennu járnanna en ekki brotspennunni. 

Þegar líður á burðarþolspróf bitans (VR-III B1) eru skúfformbreytingar ráðandi eins og sést á 
mynd 10-5 þar sem tognar á ferlinum. Þetta mátti einnig sjá við framkvæmd tilraunarinnar þar 
sem steypuflekar innan bjöllulaga brotfjölts renna til undan álaginu, sjá mynd 10-8. Bitinn 
heldur burðargetu þótt þversnið steypunnar sé fullrifið og greinileg dóravikni hefur orðið í 
þrýstijárnum. Samloðun milli mótlægra steypufleka vegna lögunar skersprungna virðist skila 
sér í aukinni burðargetu og teygjanleika bita umfram það sem hermanir í OpenSees og 
M-kappa ná að túlka, sjá mynd 10-8. 

Reikna má með að skúfformbreytingar sem þessar yrði erfitt að túlka jafnvel með FEM bita-
einingum sem taka tillit til skúfáhrifa. 
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Mynd 10-8: Formbreyting í bita VR-III B1 þegar skammt er eftir af tilraun. 

Eingöngu er gert ráð fyrir skúfformbreytingum á línulegu sviði í ofangreindum hermunum þar 
sem OpenSees reiknar ekki með skúfformbreytingum á ólínulegu sviði. Samkvæmt Saatcioglu 
& Ozcebe (1989) geta skúfformbreytingar verið umtalsverðar jafnvel þótt skúfbrot sé ekki 
ráðandi brotmynd járnbentrar bitaeiningar. Einnig að bitaeiningar með hærri skúfburðargetu 
en vægisburðargetu (og þar af leiðandi lágt skúfhlutfall m.v. vægisburðargetu) verði ekki 
endilega einungis fyrir línulegum skúfformbreytingum og að bitaeiningar þar sem beygja er 
ráðandi hegðun geti jafnframt sýnt umtalsverðar skúfformbreytingar á ólínulegu sviði. Þessa 
hegðun ná forritin ekki að herma. 

 

 

Mynd 10-9: Samanburður milli tilraunaniðurstaða fyrir 2011 og 2012 bita. 
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10.2.2 Bitar VR-III B2 og B3 

Bitar B2 og B3 voru prófaðir undir víxlverkandi álagi og hermdir með OpenSees og 
formbreytingaraðferð. Efnislíkan stáls var kvarðað að tilraunaniðurstöðum líkt og fyrir bita 
B1. Notast var við lægra gildi flotspennu en við hermun bita B1. Að öðru leyti eru 
kennistærðir hinar sömu fyrir bita B1. Lægra gildi flotspennu gefur niðurstöður sem passa 
betur við feril tilraunaniðurstaða. Þá ber að hafa í huga að t.a.m. togprófanir á járnum úr 2011 
tilrauninni gáfu meðalgildi flotspennu ௬݂ ൌ 562 MPa og staðalfrávik upp á 20 MPa. Notast er 
við stálhegðunarstuðulinn ܴ ൌ 10. Lægri gildi stálhegðunarstuðulsins (R	 ൌ 	3,5) gerir það að 
verkum að stállíkanið nær ekki að túlka að flot hafi átt sér stað í járnum bitanna þegar álagið 
er tekið af og því fæst engin varanleg formbreyting í járnunum, þ.e. ferill járnanna skilar sér 
til baka í upphafpunkt líkt og hysteresuslaufan væri að ferðast innan fjaðursviðs. 

Kennistærðir notaðar í OpenSees hermun bita B2 og B3 eru í töflu 10-7 og niðurstöður 
hermana samanborið við tilraunaniðurstöður eru sýndar á myndum 10-10 og 10-11. 

Reiknaður spennu-streituferill járna í neðri brún bita B3 (sem upphaflega er neðri brún áður 
en bita er snúið við) úr OpenSees hermun er sýndur á mynd 10-12. 

Tafla 10-7: Kennistærðir úr OpenSees hermun bita VR-III B2 og B3. 

OpenSees, færslustjórnuð greining     

Steypa 

௖݂
ᇱ 25 [MPa] 
௖ 0,2ߝ [%] 
௖௨ 0,35ߝ [%] 
௖ 27,7ܧ [GPa] 

௖݂௧ 1,8 [MPa] 
௖௧ 0,1ߝ [%] 
q 25 [kN/m3] 

Stál 

௬݂ 540 [MPa] 
௦ 200ܧ [GPa] 
b 0,017
ܴ଴ 10
cR1 0,915
cR2 0,35

Þræðir 
1x30

Fjöldi bitaeininga, formbreytingaraðferð 
20 [Stk.] 

 

Almennt falla niðurstöður hermana ágætlega að tilraunaniðurstöðum. Hermun með krafta-
aðferð og tveimur bitaeiningum gefur einnig hér um bil sömu niðurstöður. 

Þegar tilraunin var framkvæmd á bita B2 náðist ekki mikið flot í járnum eins og fram kemur í  
fyrstu tveimur greinum hysteresuslaufunnar. Í þriðju og síðustu grein slaufunnar er bitinn 
keyrður að brotmörkum og verður þá mikil tognun á ferlinum vegna skúfáhrifa líkt og gerist í 
tilraun bita B1 (sjá mynd 10-5).  
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Vegna tæknilegra örðuleika við framkvæmd tilraunar fyrir bita B3 fengust ekki niðurstöður 
fyrir upphaf annarrar greinar slaufunnar og byrjun þeirrar þriðju. Því sjást ekki áhrif þess að 
járn sem höfðu áður náð floti í togi fara aftur í flot við lokun sprungna þegar álaginu er víxlað 
(þrýstingur) eins og hermun úr OpenSees gerir hér ráð fyrir, sjá myndir 10-11 og 10-12. 
Dregin var bein lína milli punkta þar sem niðurstöður vantaði. 

 

 

Mynd 10-10: Hermun VR-III biti B2 með OpenSees. 

 

Þegar hermunin úr OpenSees er skoðuð sést að hún heldur áfram umfram skilgreinda 
brotstreitu steypunnar. Ástæðan fyrir þessu er tíunduð í kafla 8.1.1 og liggur í fjölda 
lausnaralgríma sem notuð eru í hermuninni. 
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Mynd 10-11: Hermun VR-III biti B3 með OpenSees. 

 

 

Mynd 10-12: Reiknuð hegðun togjárna (Stál02 efnislíkan) í OpenSees hermun á bita B3. 
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10.3 Toronto bitar 
Toronto bitarnir voru af ásettu ráði mikið járnaðir í langáttina til að framkalla skúfhegðun. Þó 
kom hreint skúfbrot eingöngu fram í bitaröð OA sem er án skúfbendingar. Hinar bitaraðirnar 
(A, B og C) sýndu brothegðun sem annað hvort líkist hreinum beygjuáhrifum (lengri bitarnir) 
eða sem samanstóð af bæði beygju- og skúfáhrifum.  

Almennt sýna skúfjárnuðu bitarnir, þ.e. bitar í bitaröð A, B og C, mikinn teygjanleika nálægt 
burðargetunni, sjá myndir 10-19 til 10-27. Geta má til að nokkrar ástæður liggja að baki 
þessu: 

1) Þegar niðurstöður Toronto tilraunarinnar voru bornar saman við niðurstöður 
upphaflegrar tilraunar Bresler og Scordelis sem Toronto tilrauninni var ætlað að 
endurskapa mátti sjá að Toronto bitarnir sýndu umtalsvert meiri niðurbeygju en 
Bresler og Scordelis bitarnir við bitabrot. Samkvæmt niðurstöðum Toronto 
tilraunarinnar er álagsslétta (e. load plateau, þar sem biti heldur stöðugri burðargetu en 
niðurbeygja eykst) sumra bitanna sem myndast nálægt hámarki burðargetunnar sögð 
vera að einhverju leyti tilkomin vegna hárrar flotspennu skúfjárnanna sem er 
umtalsvert hærri en upphaflegu tilraunar Bresler og Scordelis (Vecchio & Shim, 2004, 
bls. 465). Þó ber að hafa í huga að Toronto bitarnir voru prófaðir með færslustjórnaðri 
greiningu nálægt burðargetu bitanna en Bresler og Scordeilis bitarnir voru brotnir með 
álagsstjórnaðri tilraun en þá getur verið erfitt að mæla færslur eftir að hámarki er náð 
(mæla halann). Skrefastærð greiningarinnar (20 kN) getur einnig haft nokkur áhrif á 
samanburðinn. 

2) Stálplatan sem færir álagið yfir í bitana er 150x300 mm að flatarmáli. Vegna þess að 
þrýstibrot flestra bitanna verður undir plötunni er hugsanlegt að þar sem platan þrengir 
að viðkvæmasta hluta steypunnar undir þrýstingi myndist aukinn eiginleiki steypunnar 
til að taka upp streitur vegna þess að platan hindrar leið steypunnar upp úr  brotinu 
(þ.e. eykur þrýstistyrk og brotstreitu steypunnar undir plötunni). Á móti kemur að 
meira flot fengist í járnunum en skv. niðurstöðum toronto tilraunarinnar varð lítið flot í 
járnum þessa bita sökum þess hve mikið bitarnir eru járnaðir í langáttina. Engu að 
síður er líklegt þetta sé hluti ástæðunnar. 

3) Skúfáhrif svipuð þeim sem urðu í VR-III bitum B1 og B2, sem betur tekst að mæla í 
færslustýrðum prófunum en kraftastýrðum. Þ.e. þegar steypuflekar innan bjöllulaga 
brotflöts færast til undir álaginu. 

Toronto tilraunin var á sínum tíma hermd í VecTor2 tölvuforriti þróað af Toronto Háskóla í 
Kanada. VecTor2 byggir á DSFM (e. Disturbed Stress Field Model) sem er endurbætt útgáfa 
á MCFT (e. Modified Compression Field Theory). MCFT er sprungulíkan þar sem gert er ráð 
fyrir jafnri dreifingu sprungna í steypu (e. smeard-craking model) og byggir á sambandi 
meðalstreita í steypu og járnbendingu (skúfjárna), jafnvægisskilyrðum m.t.t. meðalspenna í 
steypu og járnbendingu (skúfjárna) auk aðlögun líkans að tilraunaniðurstöðum (Vecchio & 
Collins, 1986). Með MCFT má fá samband milli skúfspennu og skúfstreitu fyrir þversnið 
bitaeiningar og þar af leiðandi samband milli skúfkrafts og skúfstreitu (ef gert er ráð fyrir 
jafnri spennudreifingu yfir flatarmál þversniðs) líkt og samband vægis og krappa út frá 
klassískri bitafræði. 

Þótt VecTor2 forritið taki tillit til ólínulegra skúfformbreytinga skv. MCFT virðast 
niðurstöður VecTor2 hermana í flestum tilvikum liggja nálægt niðurstöðum OpenSees 
hermana jafnvel þótt OpenSees taki ekki tillit til skúfformbreytinga á ólínulegu sviði. Þó skal 
haft í huga að þar sem skúfburðargeta bita er lægri en vægisburðargetan (bitaröð OA) og biti 



92 

brotnar hreinu skúfbroti, nær VecTor2 forritið að herma með nokkurri vissu hvar á ferlinum 
skúfburðargetunni er náð samanborið við tilraunaniðurstöður. Það gerir OpenSees ekki og því 
fæst ferill sem miðast eingöngu við ólínulegar formbreytingar vegna beygju. 

Niðurstöður OpenSees hermana eru sýndar á myndum 10-16 til 10-27 og niðurstöður 
VecTor2 hermana samkvæmt Toronto tilraun eru í viðauka B (Vecchio & Shim, 2004). 

Ítalega umfjöllun um innleiðingu DSFM í FEM líkön má finna í leiðbeiningarriti VecTor2 
(Wong & Vecchio, 2002). 

10.3.1 Stállíkan 

Niðurstöður togprófana á járnum (spennu-streitu ferlar) Toronto tilraunarinnar eru ófáanlegar. 
Umbreyting upphafsfjaðurstuðuls stálsins yfir á plastískt svið þegar flot er hafið er hermd með 
stuðlinum R = 10. OpenSees mælir með 10 ൒	R	൑	20 (Mazzoni og fleiri, 2007, bls. 153).  

Einnig er gert er ráð fyrir að stál úr Toronto tilrauninni séu í teygjanleikaflokki C, þ.e. ߝ௨௞ ൒ 
7,5% (5% er reyndar há-teygjanleikastreita miðað við eldri útgáfu Eurocode ENV2 sem 
líklega á betur við eldra stál eins og notað var í Toronto tilrauninni). Vegna þess að bæði 
flotspennur og brotspennur stáls eru þekktar má meta streituhörðnunarstuðul stálsins b, sem:  

௣ܧ  ൌ
ߪ߂
ߝ߂

ൌ ௨݂ െ ௬݂

ߝ߂
 (10.3)

 ܾ ൌ
௣ܧ
௦ܧ

 (10.4)

Tafla 10-8 sýnir útreikning fyrir streituhörðnunarstuðulinn fyrir járn tengd Toronto 
tilrauninni, að því gefnu að flotspennu járna sé náð við 0,2% streitu (CEN, 2005).  

Tafla 10-8: Niðurstöður útreikninga fyrir streituhörðnunarstuðul b. 

Stál ௬݂ [MPa] ௨݂ [MPa] ܧ௦ [GPa] ܧ௣ [GPa] b 

M10 315 460 200 19,86 0,0100 
M25a 440 615 210 23,97 0,0114 
M25b 445 680 220 32,19 0,0146 
M30 436 700 200 36,16 0,0181 

a Járn í bitaröð 2 
b Járn í bitaröð 1 og 3 

 

Hafa ber í huga að ofanverðir útreikningar gera ráð fyrir að brotspennu járnanna sé náð við 
7,5% streitu og er einungis einföldun á mun flóknari hegðun spennu-streitu ferla járnanna, því 
að brotstreita er hærri en streita við hámarksspennu (hér 7,5%) og því fara spennur í járnum 
lækkandi eftir að hámarksspennu og þ.a.l. hálsmyndun er náð. 

10.3.2 Steypulíkan 

Samkvæmt Toronto tilrauninni var upphafsfjaðurstuðull fyrir meðalstyrkleika steypu í bitum 
OA1, A1, B1 og C1 mældur Ec	 ൌ 36,5	GPa sem samsvarar stífni sem fellur langt frá 
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mældum álags-færslu ferlum bitanna. Fyrir ofangreinda bita verður stuðst við heldur lægra 
gildi fjaðurstuðuls steypu og þá byggt á jöfnu (3.2) en fyrir aðra bita er stuðst við mæld gildi 
samkvæmt töflu 9-3. Á mynd 10-13 sést samanburður ofangreindra fjaðurstuðla steypu 
(línulegur P-u ferill) samanborið við tilraunarniðurstöður Toronto bita OA1 og A1. 
Beygjustífni tilraunaniðurstöðuferlanna fellur langt frá stífni sem er reiknuð út frá mældum 
upphafsfjaðurstuðli. 

 

 

Mynd 10-13: Samanburður P-u ferla fyrir mæld gildi Ec og Ec  skv. EC2. 

Tregðuvægi órifins þversniðs sbr. mynd 10-13 er metið skv. jöfnu (6.4). 

10.3.3 Áhrif skúfjárna 

Þegar bitaraðir A og OA er bornar saman má sjá hver áhrif skúfjárna eru á bæði hegðun P-u 
ferilsins og burðargetu bitanna, sjá mynd 10-14. Bitar í bitaröð A innihalda skúfjárn og þrýsti-
járn en bitar í bitaröð OA eru án skúfjárna og þrýstijárna. Flatarmál þrýstijárnanna er lítið og 
hefur t.a.m. lítil áhrif á reiknaða vægisburðargetu bitanna, sjá töflu 7-1. Að öðru leyti eru bæði 
þversnið og langsnið bitaraðanna eins. 

Brot bita í bitaröð OA voru skyndileg og stökk og gerast í kjölfar skúfsprungumyndunar 
meðfram efri röð togjárna í bitunum (e. diagonal tension failure). Burðargetan liggur nálægt 
reiknaðri skúfburðargetu bitanna, sjá töflu 7-1.  

Brot bita í bitaröð A gerist aftur á móti í kjölfar þrýstibrots í steypu. Skúfsprungumyndun er 
ráðandi í báðum styttri bitunum en vægissprungumyndun í lengri bitanum, sjá mynd 12-2 í 
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viðauka B. Burðargetan er auðvitað meiri en óskúfbentu bitanna (bitaröð OA) og fellur nálægt 
reiknaðri vægisburðargetu bitanna, sjá töflu 7-1.  

Af mynd 10-14 að dæma er álags-færslu ferill óskúfbentu bitanna (bitaröð OA) meira og 
minna sá sami og skúfbentu (bitaröð A) bitanna upp að skúfburðargetunni. Bil milli skúfjárna 
er vítt og hefur t.a.m. lítil áhrif á aukinn þrýstistyrk aðþrengds steypukjarna skv. Mander 
líkaninu, sjá kafla 3.2.2. Þó eru áhrif skúfjárnanna mikilvæg og koma í veg fyrir skyndileg 
bitabrot (e. diagonal tension failure). Skúfjárnin halda við togjárnin og auka þannig samloðun 
milli járna og steypu svo að sprungumyndun verður ekki eftir endilöngum togjárnunum.  

 

Mynd 10-14: Samanburður tilraunaniðurstaða, bitaröð OA og A (OA1 og A1 efst, þá OA2 og A2 og loks OA3 og 
A3 neðst). OA bitar eru óskúfbentir og A bitar eru skúfbentir en eru að öðru leiti eins. 
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10.3.4 Hermun Toronto bita 

Ólínulegar formbreytingar í bæði OpenSees og M-kappa takmarkast við þau stál- og 
steypulíkön sem stuðst er við. Það eru ólínulegu efnislíkönin sem leiða til ólínulegrar svörunar 
(niðurbeygju) bita.  

Ljóst er að Toronto bitar innihalda hátt járnahlutfall. Þeir eru þó t.a.m. ekki yfirjárnaðir skv. 
handreikningum, þ.e. í flestum tilfellum hefst flot í járnum (þó lítið sé) áður en þrýstibrot 
verður í steypu. Sömu niðurstöður fást bæði úr M-kappa og OpenSees. Þar sem bitarnir eru 
mikið járnaðir verður flot í járnunum verulega takmarkað og streitur í járnum eru litlar þegar 
t.a.m. streita í steypu nær brotstreitu. Í flestum tilfellum er streita í togjárnum skv. OpenSees 
innan við 0,6 % þegar brotstreitu steypunnar er náð. Þetta verður til þess að ólínulegar 
formbreytingar vegna beygju sem fást eftir að flot hefst í járnum verða verulega takmarkaðar 
við hermun. Dæmigerðan spennu-streitu feril járna úr OpenSees hermun má sjá á mynd 
10-15, samanborið við 0,2% flotlínu skv. Eurocode 2.  

Þegar Toronto tilraunin var framkvæmd á sínum tíma var streita mæld í langjárnum um mið-
bik bitanna og var niðurstaðan sú að ekki hafi orðið flot í togjárnum að neinu ráði (Vecchio & 
Shim, 2004). 

Helstu kennistærðir sem notaðar voru við hermun Toronto bita í OpenSees eru í töflu 10-9. 

Tafla 10-9: Kennistærðir úr OpenSees hermun Toronto bita. 

OpenSees, færslustjórnuð greining     

Steypa 

௖݂
ᇱ Sjá töflu 9-3 

௖݂௖
ᇱ  Sjá töflu 3-1** 
 ௖ Sjá töflu 9-3Tafla 9-3ߝ
 ௖௖ Sjá töflu 3-1ߝ
௖௨ 0,35ߝ [%] 
 ௖௨,௖ Sjá töflu 3-1Tafla 3-1ߝ

  
 ௖ܧ

Sjá töflu 9-3Tafla 
9-3* 

௖݂௧ Sjá jöfnu (9.1) 
௖௧ 0,07ߝ [%] 
q 25 [kN/m3] 

Stál 

௬݂ Sjá töflu 9-2 
 ௦ Sjá töflu 9-2ܧ
b Sjá töflu 10-8 
R 10

Þræðir 
1x30

Fjöldi bitaeininga, formbreytingaraðferð 
30 [Stk.] 

* 
Upphafsfjaðurstuðull bita OA1, A1, B1 og C1 er 
fundinn með jöfnu (3.2)  

** 
Einungis bitaraðir A og B eru hermdir með 
aðþrengdum eiginleikum steypu 
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Þar sem hermun úr M-kappa og handreikningar eru sýndir er stuðst við sömu kennistærðir og 
í OpenSees þar sem við á, þ.e. í samræmi við þau efnislíkön sem bæði handreikningar og 
M-kappa byggja á. 

Niðurstöður hermana úr OpenSees, þ.e. hermdir álags-færslu ferlar bitanna samanborið við 
mælda álags-færslu úr tilraunaniðurstöðum eru sýndar á myndum 10-16 til 10-27. Nánar 
tiltekið sýna myndir 10-16 til 10-18 mælda og hermda álags-færslu ferla fyrir bita OA1, OA2 
og OA3. Myndir 10-19 til 10-21 sýna samsvarandi ferla fyrir A1, A2 og A3 bitana. Myndir 
10-22 til 10-24 sýna samsvarandi ferla fyrir B1, B2 og B3 bitana. Myndir 10-25 til 10-27 sýna 
samsvarandi ferla fyrir C1, C2 og C3 bitana. 

Niðurstöður handreikninga sjást á myndum 10-19 og 10-21 til samanburðar við OpenSees og 
tilraunaniðurstöður. Einnig má sjá hermun úr M-kappa forritinu til samanburðar við OpenSees 
og tilraunaniðurstöður á mynd 10-19. Greinilega má sjá yfirburði flóknari og fullkomnari stál- 
og steypulíkans OpenSees umfram M-kappa. 

Handreikningar sýna alltaf tvo flotpunkta, þ.e. þegar fyrsta togstálið fer í flot og þegar síðasta 
togstálið fer í flot, sjá mynd 10-19. Þá má einnig sjá að á mynd 10-21 eru aðeins tveir 
flotpunktar sýnilegir (biti A3 hefur þrjú lög togstáls) því hér eru tvö lög togjárna í floti nánast 
samtímis. 

Almennt falla hermanir úr OpenSees ágætlega að tilraunarniðurstöðum skúfbentu bitanna upp 
að vissum punkti og ferlarnir skiljast að (mældu og reiknuðu ferlarnir) og stífni bitans breytist 
(minnkar). Líklegt þykir að í þessum punkti byrja ólínulegar skúfformbreytingar að koma 
fram með myndun fyrstu skúfsprungu. Skúfþolið reiknað skv. aðferð í Eurocode 2 með 
ߐݐ݋ܿ ൌ 1 til 1,25 (samanborið við þverkraftinn) virðist staðsetja með nokkurri nákvæmni 
hvar á ferlinum þessar ólínulegu skúfformbreytingar koma fram (hugsanlega myndun fyrstu 
skúfsprungu). Samkvæmt þessu má leiða líkur að því að skúfformbreytingar vaxi línulega upp 
að skúfburðargetunni með ܿߐݐ݋ ൌ 1 til 1,25 en umfram það er erfitt að meta hegðun bita þar 
sem formbreytingar verða vegna skúfáraunar. Eftir því sem þverkrafturinn eykst, breytist 
hornið undir skúfkraftinum þar til að allri burðargetunni er náð. Eurocode 2 metur efri mörk 
skúfburðargetunnar skv. ܿߐݐ݋ ൌ 2,5 í jöfnu (7.7) en sumir Toronto bitarnir brotna við ܿߐݐ݋ 
yfir 3. 

Reiknað skúfþol skv. EC2 táknað með stjörnu á reiknuðum álags-færslu ferlum skúfbentu 
bitanna samanborið við tilraunaniðurstöður sést á mynd 12-4 fyrir bitaröð A, mynd 12-5 fyrir 
bitaröð B og mynd 12-6 fyrir bitaröð C í viðauka E.  

Sprungumyndun bita A3, B3 og C3 er aðallega lóðrétt og beygja er ráðandi hegðun. Í öllum 
tilvikum falla hermanir í OpenSees nærri tilraunaniðurstöðum utan þess teygjanleika sem 
tilraunaniðurstöður sýna nærri burðargetunni (sjá upphaf kafla 12.3). Þá falla útreikningar 
með M-kappa og handreikningum einnig nálægt tilraunaniðurstöðum á samsvarandi hátt.  

Sé gert ráð fyrir að formbreytingar umfram þær formbreytingar sem túlka má út frá beygju 
séu eingöngu vegna skúfáhrifa má sjá fylgni milli skúfhlutfalls bita (innan bitaraða) og 
umfangs skúfformbreytinga. Almennt virðast skúfformbreytingar innan bitaraða, sem koma 
fram eftir að skúfburðargetunni er náð, aukast í samræmi við skúfhlutfallið (sbr. tafla 7-1). 

Í öllum tilfellum hermana, hvort sem stuðst er við OpenSees, M-kappa eða handreikninga, er 
burðargeta skúfbentu bitanna í fullu samræmi við reiknuðu vægisburðargetuna. 
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Með því að auka steypustyrk og þá sérstaklega streitur í hermun bitanna má ná fram 
reiknuðum ferlum sem nálga betur álagssléttuna sem sumir Toronto bitarnir sýna nálægt 
burðargetunni. 

Þess ber einnig að geta að tilraunaniðurstöður Bresler og Scordelis sem Toronto tilrauninni 
var ætlað að endurskapa falla töluvert betur að hermunum úr OpenSees. 

 

 

Mynd 10-15: Mældar spennur og streitur í togjárnum Toronto bita A1. 
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Mynd 10-16: Hermun Toronto bita OA1. 

 

Mynd 10-17: Hermun Toronto bita OA2. 
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Mynd 10-18: Hermun Toronto bita OA3. 

 

Mynd 10-19: Hermun Toronto bita A1. 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

Færsla [mm]

Á
la

g 
[k

N
]

Hermun Toronto biti OA3

 

 

Tilraunarniðurstöður Toronto biti OA3

OpenSees formbreytingaraðferð

0 5 10 15 20 25
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500
Hermun Toronto biti A1

Færsla [mm]

Á
la

g 
[k

N
]

 

 

Tilraunarniðurstöður Toronto biti A1

OpenSees formbreytingaraðferð
M-kappa

Handreikningar

Handreikningar, vægisburðargeta með f
u
 = 1.1*f

y



100 

 

Mynd 10-20: Hermun Toronto bita A2. 

 

Mynd 10-21: Hermun Toronto bita A3. 
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Mynd 10-22: Hermun Toronto bita B1. 

 

Mynd 10-23: Hermun Toronto bita B2. 
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti B1
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Mynd 10-24: Hermun Toronto bita B3. 

 

Mynd 10-25: Hermun Toronto bita C1. 
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Mynd 10-26: Hermun Toronto bita C2. 

 

Mynd 10-27: Hermun Toronto bita C3. 
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11 Skúfformbreytingar og tillaga að 
áframhaldandi vinnu 

Fyrir gefið þversnið steypu, járnamagn (skúfjárn), efniseiginleika steypu og járna (skúfjárn), 
sem og stærð skúfkrafts má fá skúfkraft-skúfstreitu samband (V-γ ) þversniðsins skv. MCFT 
(e. Modified Compression Field Theory), sjá nánar (Vecchio & Collins, 1986). Með „section 
aggregator“ skipun í OpenSees, sjá kafla 2.2.1, er þá hægt að innleiða skúflíkan fyrir 
ólínulegar skúfformbreytingar (sem tekur mið af MCFT) út frá skúfkraft-skúfstreitu sambandi 
(V-γ ) bitaþversniðs. 

Í M-kappa forritinu má á svipaðan og jafnframt einfaldan hátt innleiða MCFT. Vegna þess að 
framlag hvers skúfkraftar ௜ܸ gefur skúfstreitu γ୧, þá má ákvarða heildarniðurbeygju bita sem: 

ݑ  ൌ෍ሼߢ௜ ∗ ௜ݔ̅ ∗ ௜ݓ ൅ γ୧ ∗ w୧ሽ
ே

ଵୀଵ

 (11.1)

Samkvæmt niðurstöðum Toronto tilraunarinnar hefur haflengd bita eða öllu heldur 
staðsetning útræns krafts frá undirstöðu (ܽ௩/݀	hlutfall) mikil áhrif á niðurbeygjuferil bita. Þótt 
járnahlutfall sé hátt þá tryggir það eingöngu skúfhegðun í skúfbentum bitum þar sem útræni 
þverkrafturinn er nálægt undirstöðu sbr. bita nr. 1 og 2 í bitaröðum A, B og C. Reiknilíkan 
sem notar MCFT þarf að taka tillit til þessara áhrifa og jafnframt byggja á 
tilraunaniðurstöðum. 

Þá mætti einnig innleiða í OpenSees bitaeiningu sem tekur tillit til skúfáhrifa sbr. fram-
setningu í grein Saritas & Filippou (2009) þar sem dreifingu skúfstreita yfir hæð bitaeiningar 
er lýst með formfalli, sjá lok kafla 5.2.2.  

Ljóst er að skúfformbreytingar á ólínulegu sviði eru flóknar og myndun brotflata er breytileg 
eftir lögun, efniseiginleikum, formi og staðsetningu álags. Einnig virðist engin ein aðferðar-
fræði ná að túlka skúfformbreytingar fullkomlega. Ætla má að megin ástæða þess að skúf-
formbreytingar eru ekki innlimaðar í grunnkóða margra forrita (ekki bara OpenSees) sé tengd 
ónákvæmni þessara reiknilíkana enda eru skúfformbreytingar á ólínulegu sviði enn sem 
stendur ekki nógu vel rannsakaðar. 

Á mynd 11-2 má sjá áhrif innlimunar skúfformbreytinga í OpenSees með tvílínulegu 
skúflíkani sem byggir á reiknuðu skúfþoli skv. Eurocode 2 og aðlögun að ólínulegri hegðun 
m.t.t. skúfformbreytinga með β-stuðli (β = 0,065). Þetta er gert á þeirri forsendu að líklegt 
þykir að ólínulegar skúfformbreytingar koma fram með myndun fyrstu skúfsprungu og að 
skúfþolið skv. EC2 með ܿߐݐ݋ ൌ 1 til 1,25 staðsetji nokkurn vegin hvar á ferlinum þetta gerist. 
Fyrir utan staðsetningu skúfsprungumyndunar byggir líkanið eingöngu á aðlögun að einum 
bita, Toronto bita A2. Hafa skal í huga að β-stuðullinn er valinn þannig að reiknaði ferillinn 
nálgi sem best mælda ferilinn.  

Skúflíkanið sést á mynd 11-1 þar sem ோܸ er skúfþol bitanns skv. EC2 og ܿߐݐ݋ ൌ 1,25. 
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Mynd 11-1: Skúflíkan Toronto bita A2. 

 

 

Mynd 11-2: Skúfformbreytingar, Toronto biti A2.
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12 Samantekt og lokaorð 
Með tölvuforritum sem byggja á klassískri bitafræði má ná ágætis árangri við hermun bita þar 
sem beygja er ráðandi hegðun. Á ólínulegu sviði virðast skúfformbreytingar geta orðið miklar 
og þá sérstaklega í bitum með hátt járnahlutfall. Ljóst er að bitaeiningar sem taka ekki tillit til 
ólínulegrar skúfhegðunar geta gefið niðurstöður sem falla langt frá tilraunaniðurstöðum. 
Rannsóknir hafa jafnframt sýnt að FEM burðareiningar þar sem tekið er tillit til skúf-
formbreytinga skila misjöfnum árangri. 

Ólínulegar formbreytingar vegna beygju í járnbentum bitum velta að miklu leyti á hegðun 
járna eftir að flot hefst í þeim. Í bitum með hátt skúfhlutfall (hlutfall skúfþols og beygjuþols 
bita fyrir gefið álagstilfelli) eru skúfformbreytingar ráðandi og eru formbreytingar meira 
tengdar hegðun steypunnar. Þá sérstaklega virkni milli steypufleka sem skiljast að vegna 
skáhallandi skúfsprunga. Vegna þess að Toronto bitar hafa hátt járnahlutfall verða svo til 
engar eða litlar ólínulegar formbreytingar vegna beygju þar sem stál nær vart floti áður en 
bitarnir brotna. Þær miklu ólínulegu formbreytingum sem Toronto bitarnir sýna eru líklegast 
að mestu leyti tilkomnar vegna skúfáhrifa í steypunni. Auk þessa geta formbreytingarnar verið 
að hluta til vegna hárrar flotspennu skúfjárnanna og aukinna eiginleika steypunnar til að taka 
upp streitur umfram 0,35% undir stálplötunni sem færir útræna þverkraftinn yfir í bitana. 
 
Samanburður á niðurstöðum Toronto tilraunarinnar við reiknaða skúfmótstöðu bitanna 
staðsetur með nokkurri nákvæmni hvar á niðurbeygjuferli bita ólínulegar skúfformbreytingar 
koma fram (ܿߠݐ݋ ൌ 1 til 1,25) og þar af leiðandi hvenær fyrsta skúfsprunga myndast. Skúf-
formbreytingar eru litlar í fyrstu og má gera ráð fyrir að þær séu línulegar. Eftir myndun 
fyrstu skúfsprungu aukast skúfformbreytingar síðan ólínulega með auknu álagi þar sem hornið 
undir skúfkraftinum fer minnkandi. Þótt skúfformbreytingar í bitum séu háðar ýmsum þáttum 
er greinileg fylgni milli umfangs skúfformbreytinga og skúfhlutfalls. Ennfremur virðast 
skúfformbreytingar í skúfbentum bitum ekki hafa áhrif á (reiknaða) vægisburðargetuna þar 
sem hún fellur vel að tilraunaniðurstöðum. 

Hermun tilraunaniðurstaða á bitum sem brotnir voru í VR-III árið 2011 gefur góða raun enda 
er skúfhlutfallið um 60% (beygja er ráðandi sniðkraftur). Aftur á móti hafa margir Toronto 
bitarnir skúfhlutfall vel yfir 100% og ólínulegar skúfformbreytingar koma fram. Skúf-
formbreytingar í bitum er fyrirbæri sem menn hafa ekki enn náð tökum á og þarf að rannsaka 
þá hegðun betur svo búa megi til betri líkön sem leiða jafnframt til betri hönnunar mannvirkja 
til dæmis á jarðskjálftasvæðum. 

Ljóst er að vinnsla þessa verkefnis hefur vakið fleiri spurningar en lagt var upp með í byrjun 
og vonandi verður þeim svarað í náinni framtíð. 
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Viðauki A 
# ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

# Dæmigerð uppsetning líkans í OpenSees, ólínuleg greining, „simple supported“ biti 

# Þorgeir Hólm Ólafsson, 2012 

#       

#      ^Y 

#      |       

#      | 

#      1‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐2‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐3 ‐‐>x 

#      XX                00    

# 

# Uppsetning ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

wipe;          # Hreinsar allar áðurskilgreindar kennistærðir  

file mkdir Data/VRIII;     # Býr til möppu sem geymir gögn hermunar 

model BasicBuilder ‐ndm 2 ‐ndf 3;  # Define the model builder, ndm=#dimension, ndf=#dofs 

source units_si.tcl;      # Inniheldur grunnbreytur líkansins N,mm, og tengingar við aðrar breytur 

puts "Einingar skilgreindar";   # Skrifar út hvaða áfanga er náð hverju sinni 

source DisplayModel2D.tcl;   # Sýnir myndrænt, staðs. hnútpunkta og formbreytingar 

source DisplayPlane.tcl;    # ‐||‐ 

# define GEOMETRY ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set LBeam [expr 1150*$mm];    # Lengd bita 

set HBeam [expr 150*$mm];     # Hæð bita 

set BBeam [expr 150*$mm];    # Breidd bita 

set diaK7 [expr 7*$mm];      # Þvermál járna 

set barArea [expr $pi/4*pow($diaK7,2)];  # Flatarmál langjárna K7 

puts "$barArea";       # „puts“ skipun skilar útreikningum á skjá 
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# Staðsetning hnútpunkta‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set Nrnode 21;    # Fjöldi hnútpunkta, (oddatala) 

set elelength [expr $LBeam/($Nrnode‐1)] 

node 1 0 0; 

for {set i 2} {$i <= $Nrnode} {incr i 1} {   

  node $i [expr $elelength*($i‐1)] 0;   # Staðsetur hnútpunkta jafnt yfir bitann 

} 

DisplayModel2D NodeNumbers;   # Sýnir myndrænt staðsetningu hnútpunkta 

# Randskilyrði ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

fix 1 1 1 0;     # Node DX DY RZ 

fix $Nrnode 0 1 0; 

# Merki ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set BeamSecTag 1;   # Merki fyrir þvernsið þráða 

set IDconc 1;     # Merki fyrir steypu 

set IDreinf 2;     # Merki fyrir járn 

# Kennistærðir fyrir efnislíkan steypu í þrýstingi ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set fc [expr ‐25*$MPa];       # Þrýstistyrkur steypu, (+Tog, ‐Þrýstingur) 

set Ec [expr 9500*pow(-$fc,0.333)];  # Fjaðurstuðull steypu (hér gamli EC2) 

set eps1 ‐0.002;        # Streita við fc 

set eps2 ‐0.0035;        # Streita við þrýstibrot 

# Kennistærðir fyrir efnislíkan steypu í togi 

set fct [expr 1.8*$MPa];      # Togstyrkur steypu 

set epsT 0.001;    # Hámark streita í togi (Varasamt m.t.t. ítrunar) 

# Kennistærðir í efnislíkani stáls ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set Fy [expr 570*$MPa];   # flotstyrkur stáls 

set Es [expr 200000*$MPa-$Ec];  # upphafsfjaðurstuðull stáls 

set Bs 0.017;     # Streituhörðnun 

set R0 10;     # Stjórnar umskiptum stáls yfir á plastískt svið 
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set cR1 0.925;    # Stuðlar sem notast bara í hysteresuslaufu 

set cR2 0.15;     # Stuðlar sem notast bara í hysteresuslaufu 

  uniaxialMaterial Steel02 $IDreinf $Fy $Es $Bs $R0 $cR1 $cR2;      # Stállíkan 

  uniaxialMaterial Concrete04 $IDconc $fc $eps1 $eps2 $Ec $fct $epsT;   # Steypulíkan 

puts "Efnislíkön tilbúin" 

# Þversnið úr Þráðum ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

#                              Y 

#                             ^ 

#                                     |      

#               ----------------------------------      ‐‐ 

#               |    O                O (2)   |      |    

#               |                                    |      | 

#    Z <----|                   +                 |      H 

#               |                              |      | 

#               |     O                 O(1)   |      |   

#               ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐      ‐‐    

#              |‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ B ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐| 

# 

# RC section:  

   set coverY [expr $HBeam/2];    # Fjarlægð frá z‐ás út í ystu trefjar steypu 

   set coverZ [expr $BBeam/2];    # Fjarlægt frá y‐ás út í ystu trefjar steypu 

   set Y1 [expr $HBeam/2 ‐15*$mm];  # Staðsetning járna eftir y‐ás 

   set Z1 [expr $BBeam/2 ‐15*$mm];  # Staðsetning járna eftir z‐ás 

   section fiberSec $BeamSecTag   {;  # Skilgreinir þversnið úr þráðum 

  patch quadr $IDconc 1 30 ‐$coverY $coverZ ‐$coverY ‐$coverZ $coverY ‐$coverZ $coverY $coverZ; 
  # Steypuþræðir                  

  layer straight $IDreinf 2 $barArea -$Y1 $Z1 -$Y1 -$Z1;  # Stállag 1 

  layer straight $IDreinf 2 $barArea $Y1 $Z1 $Y1 -$Z1;   # Stállag 2 

    }; 
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puts "Thræðir tilbúnir" 

# Hnitaskipti ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set BeamTransfTag 1;       # Merki fyrir hnitaskipti 

geomTransf Linear $BeamTransfTag;   # Framkvæmir hnitaskipti 

# Lausnaraðferð --------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

set Nrele [expr $Nrnode‐1];     # skilgreinir fjölda bitaeininga  

set numIntgrPts 10;        # Fjöldi tegurpunkta eftir lengd bitaeiningar 

for {set k 1} {$k <= $Nrele} {incr k 1} {;  # Skilgreina þarf bitaeiningar milli allra hnútpunkta 

  element dispBeamColumn $k $k [expr $k+1] $numIntgrPts $BeamSecTag $BeamTransfTag;   

  } 

# Framkallar niðurstöður þolmarkagreiningarinnar ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set node [expr $Nrele/2 + 1];  # Skilgreinir miðpunkt bita 

recorder Node ‐file Data/VRIII/BitiB1.out ‐time ‐node $node ‐dof 2 disp; # færslur í hnútpunkti 

recorder Element ‐file Data/VRIII/SpennaStreita_SteypaT.out ‐time ‐ele [expr $Nrele/2] section 
$numIntgrPts fiber ‐$coverY 0.0 $IDconc stressANDstrain;   # Spenna&Streita í ystu trefjum steypu, 
þrýstingur 

recorder Element ‐file Data/VRIII/SpennaStreita_SteypaC.out ‐time ‐ele [expr $Nrele/2] section 
$numIntgrPts fiber $coverY 0.0 $IDconc stressANDstrain;  # Spenna&Streita í ystu trefjum steypu, tog 

recorder Element ‐file Data/VRIII/SpennaStreita_SteypaK7.out ‐time ‐ele [expr $Nrele/2] section 
$numIntgrPts fiber ‐$Y1 $Z1 $IDreinf stressANDstrain;        # Spenna&Streita í togjárnum 

# Sýnir formbreytingar líkansins ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

  set ViewScale 0.2;   

  DisplayModel2D DeformedShape $ViewScale ;  # Athuga að breyta þarf DisplayModel2D.tcl … 

         # .... skránni (set viewPlane ZX) 

# Skilgreinir álag ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set Pu [expr ‐20*$kN];    # Viðmiðunarálag (þarf líka að skilgreina í færslustjórnaðri greiningu) 

# Lateral load pattern  

pattern Plain 1 Linear {  

  load $node 0 $Pu 0;    # Nr. hnútpunkts, FX FY MZ 

}  
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puts "álag skilgreint" 

# Færslustjórnuð þolmarkagreining undir varanlegu álagi ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

set Bil ‐0.025;         # Skilgreina færslubil þolmarkagreiningarinnar 

set dof 2;          # Frelsisgráða greiningar, (stefna álags og formbreytingar) 

constraints Plain;     # Stjórnar hvernig randskilyrðum er framfylgt 

numberer RCM;     # RCM dregur úr bandvídd greiningarinnar, annars nota "Plain" 

system BandGeneral;   # Skilgreinir hvernig leysa skal [k]*{v}={q} 

test NormDispIncr 1.0e‐8 20;        # Skilgreinir samleitnipróf N‐R lausnaraðferðarinnar hér að neðan 

algorithm Newton;     # Newton‐Raphson lausnaralgrím 

integrator DisplacementControl $node 2 $Bil;  # Færslustjórnuð greining:  nr. hnútpunkts, DOF, færslubil 

analysis Static     # Skilgreinir greiningu undir varanlegu álagi 

set Nsteps 1000;         # Fjöldi skrefa í þolmarkagreiningu 

set ok [analyze $Nsteps]       

# Ef ítrun að lausn næst ekki með N‐R, prófa fleiri lausnaralgrím ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

# Setja þarf upp skilyrðisetningar fyrir lausnaralgrím sem taka við af N‐R ef samleitni næst ekki… 

if {$ok != 0} { 

 puts “Setja upp lausnaralgrím ef samleitni næst ekki með N-R” 

puts "Tholmarkagreiningu lokið!" 

print node "$node" 

wipe 

# Vægis‐krappaferill bita ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

puts "Greining á Vægis‐krappaferli í gangi..." 

source MomentCurvature2D.tcl;  # Sjá Viðauka C, Mphi.out geymir útreikninga 

set axialLoad 0;     # 0 = ekkert áslægt álag 

set maxK [expr 0.0007];    # Hámarkskrappi 

set numIncr 1000;      # Fjöldi skrefa að hámarkskrappa 

  MomentCurvature2D $BeamSecTag $axialLoad $maxK $numIncr; 

wipe





Viðaukki B 

Mynd 122-1: Þversnið Toronto bita.
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Viðauki C 
proc MomentCurvature2D { secTag axialLoad maxK {numIncr 100} } { 

  ################################################## 

  # A procedure for performing section analysis (only does 

  # moment‐curvature, but can be easily modified to do any mode 

  # of section reponse.) 

  # MHS 

  # October 2000 

  # modified to 2D and to improve convergence by Silvia Mazzoni, 2006 

  # modified to deal with beams w/o axial load  by Þorgeir Hólm Ólafsson, 2012 

  # Arguments 

  #  secTag ‐‐ tag identifying section to be analyzed 

  #  axialLoad ‐‐ axial load applied to section (negative is compression) 

  #  maxK ‐‐ maximum curvature reached during analysis 

  #  numIncr ‐‐ number of increments used to reach maxK (default 100) 

  # 

  # Sets up a recorder which writes moment‐curvature results to file 

  # section$secTag.out ... the moment is in column 1, and curvature in column 2 

  # Define two nodes at (0,0) 

  node 1001 0.0 0.0 

  node 1002 0.0 0.0 

  # Fix all degrees of freedom except axial and bending 

  fix 1001 1 1 1 

  fix 1002 0 1 0 

  # Define element 

  #                               tag     ndI     ndJ    secTag 
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  element zeroLengthSection  2001   1001   1002  $secTag 

  # Create recorder, output moment (col 1) & curvature (col 2) 

  recorder Node ‐file data/Mphi.out ‐time ‐node 1002 ‐dof 3 disp;   

  if {$axialLoad != 0} { 

    # Define constant axial load 

    pattern Plain 3001 "Constant" { 

      load 1002 $axialLoad 0.0 0.0 

    }             

  } elseif {$axialLoad == 0} { 

    puts "Running analysis without axial load" 

  }   

  # Define analysis parameters 

  integrator LoadControl 0 1 0 0 

  system SparseGeneral ‐piv; # Overkill, but may need the pivoting! 

  test EnergyIncr  1.0e‐9 10 

  numberer Plain 

  constraints Plain 

  algorithm Newton 

  analysis Static 

  # Do one analysis for constant axial load 

  analyze 1 

  loadConst ‐time 0.0 

  # Define reference moment 

  pattern Plain 3002 "Linear" { 

    load 1002 0.0 0.0 1.0 

  } 

  # Compute curvature increment 

  set dK [expr $maxK/$numIncr] 



123 

  # Use displacement control at node 1002 for section analysis, dof 3 

  integrator DisplacementControl 1002 3 $dK 1 $dK $dK 

  # Do the section analysis 

  set ok [analyze $numIncr] 

  # ‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐If convergence failure‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

  # Due the following‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

  # Vantar hluta úr skrá hér sem keyrir fleiri ítrunar algrím náist samleitni ekki með  Newton algrím hér  

# að ofan (Sjá tillögu í annex A) 
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Viðauki D 
%% M-Kappa--------------------------------------------------------------- 
% Ólínuleg "Pushover" greining bita 
% Þorgeir Hólm Ólafsson, 2012        
%                          
%              ---------------------     --  
%              |    o     o    o (1)|     |   
%              |                    |     | 
%              |                    |     | 
%              |          +         |     H 
%              |                    |     |      
%              |    o          o (2)|     | 
%              |    o          o (3)|     |   
%              ---------------------     --   
%              |---------B----------| 
% 
%                         |P     
%                         |   
%                        \|/ 
%              _______________________ 
%              /\                   /\ 
%             /  \                  00  
%           ///////////////////////////// 
%              |----------L----------| 
% 
%                         |P    
%                         |    
%             //         \|/ 
%             //__________ 
%             // 
%             |-----L-----| 
% 
% Eftirfarandi uppsetning forrits reiknar m.v. einfallt undirstudda bita, 
% gera þarf grunnbreytingar til að reikna innspennta svifbita. 
% Hægt að breyta til að reikna súlur með álagi, reikna þarf þá spennur… 
% vegna áslægs álags o.s.frv. 
%  
clc 
clear all 
close all 
tic 
% Innsett gildi:--------------------------------------------------------- 
% Steypa: 
ec3 = 0.00175;  % fyrir Steypulíkan EC2 
ecu3 = 0.0035;  % fyrir Steypulíkan EC2  
fc = 25;        % fyrir Steypulíkan, þrýstistyrkur steypu 
  
% Stál: 
esu = 0.075;    % teygjanleiki við hámarksspennu 
B = 0.008;      % streituhörðnun 
fy1 = 570;      % flotstyrkur stállags i 
fy2 = 570;      % flotstyrkur stállags i+1 
%...            % o.s.frv.                 
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Es1 = 200000;   % Fjaðurstuðull stállags i 
Es2 = 200000;   % Fjaðurstuðull stállags i+1 
%...            % o.s.frv. 
  
As1 = (pi/4)*7^2;   % Flatarmál stáls í lagi i 
As2 = (pi/4)*7^2;   % Flatarmál stáls í lagi i+1 
%...                % o.s.frv. 
  
n1 = 2;         % Fjöldi stáls í stállagi i             
n2 = 2;         % Fjöldi stáls í stállagi i+1 
%...            % o.s.frv. 
  
d1 = 15;            % Fjarlægð frá toppbrún í stállag i 
d2 = 135;           % Fjarlægð frá toppbrún í stállag i+1 
%...                % o.s.frv. 
  
% Fylki sem inniheldur allar stálbreytur: 
% S = [[fy1 o.s.frv]’ [Es1 o.s.frv]’ [n1 ...]’ [As1 ...]’ [d1 ...]’] 
 
S = [[fy1 fy2]' [Es1 Es2]' [n1 n2]' [As1 As2]' [d1 d2]'];  
  
% Rúmfræði bita 
b = 150;    % Breidd bita 
h = 150;    % Hæð bita 
l = 1150;   % Lengd bita 
 
% Hér lýkur innsetningu gilda 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Steypu-líkan 
% Búum til vigur sem inni heldur streitu frá 0.0001 til 0.0035 með þúsund 
% steitugildum: 
N = 3000; % Fjöldi streitugilda 
strain = linspace(0.00001,ecu3,N); 
% Reiknum stífni elastíska hluta ferilsins, þ.e. hallatölu 
Ec = fc/ec3; 
% EC 2 steypulíkan, set in streitur og fæ samsvarandi spennur: 
for i = 1:length(strain) 
    if strain(i) <= ec3 
        Sigma(i) = Ec*strain(i); 
    else 
        Sigma(i) = fc; 
    end 
end 
% Þá lítur steypulíkanið svona út: 
figure 
plot(strain*100,Sigma,'LineWidth',2) 
xlim([0 0.4]) 
ylim([0 30]) 
grid on 
title('Steypulíkan, M-kappa') 
xlabel('Streita [%]') 
ylabel('Spenna [MPa]') 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Reiknar massamiðju spennudreifingar steypu í þrýstingi fyrir öll 
% skref streitu i frá X upp í toppbrún 
for i = 1:length(strain) 
    if strain(i) <= ec3 
        A1(i) = (1/2)*strain(i)*Sigma(i);   % Flatarmál þríhyrnings 
        y1(i) = (2/3)*strain(i); 
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    elseif strain(i) > ec3 
        A2(i) = (strain(i)-ec3)*Sigma(i);   % Kassalaga spennudreifing 
        ...(það sem af er kassa í hvert skipti i) 
        y2(i) = ec3+(1/2)*(strain(i)-ec3);  % þyngdarmiðja      

...spennudreifingu frá byrjun, strain = 0 
        % Massamiðja: 
        y(i) =  (A1(end)*y1(1,end)+ A2(i)*y2(i))/(A1(1,end)+A2(i)); 
    end    
end 
Y1 = [y1 y]; % Inniheldur massamiðju spennudreifingar + 0-gildi 
Y = Y1(Y1~=0); % Fjarlægja núllgildi, Inniheldur massamiðu 
...spennudreifingarinnar fyrir öll gildi strain 
P = zeros(1,length(strain)); 
for i = 1:length(strain) 
    P(i) = Y(i)/strain(i);     % Gefur prósentuhlutfall massamiðju 
    ... af streitu i, reiknar frá NL upp í massamiðju X 
end                          
% ----------------------------------------------------------------------- 
% Reiknar NL eða Xin 
X = h;      % Byrjar ítrun í botnbrún bita 
dx = 0.001; % Nákvæmni fer eftir þessu 
for i = 1:length(strain) 
    i; 
    Ft = 0; % Til að byrja lykkju (þar sem ítrað er frá botni og upp) 
    Fc = 1; % Til að byrja lykkju 
    while Fc > Ft       % Fyrir hvert gildi X og hvert streitugildi 
    X = X - dx;         % Gildi X 
        for j = 1:length(S(:,1)) % Fyrir öll stállög 
            es1(j,i) = abs(strain(i)*(S(j,5)-X)/X); % Stállíkan tekur 
            ...bara jákvæðar streitur (sjá skilyrði stáls)    
            [SigmaS(j,i)]=Steel(S(j,1),S(j,2),esu,es1(j,i),B); % Skilar  
            ...öllum spennum í stáli 
            if S(j,5) <= X  % Ef staðsetning stáls er minni en X þá er  
            ...stál í þrýstisvæði bita 
                SigmaSC(j,i) = SigmaS(j,i); 
            else 
                SigmaSC(j,i) = 0; 
            end 
            if S(j,5) > X 
                SigmaST(j,i) = SigmaS(j,i); 
            else 
                SigmaST(j,i) = 0; 
            end 
            FC(j,i) = SigmaSC(j,i)*S(j,3)*S(j,4); 
            FT(j,i) = SigmaST(j,i)*S(j,3)*S(j,4); 
        end 
        FCS(i) = sum(FC(:,i)); 
        FTS(i) = sum(FT(:,i)); 
     
    Fc = b*X*Sigma(i)+ FCS(i); % Þrýstistrengir stáls og steypu 
    Ft = FTS(i);               % Togstrengir stáls 
    end 
FCin(:,i) = FC(:,i); % Loka gildi fyrir alla þrýstistrengi stáls í bita 
FTin(:,i) = FT(:,i); % Loka gildi fyrir alla togstrengi stáls í bita 
Xin(i) = X; % Staðsetning NL, fyrir streitur i 
end 
% Þetta er gillt því streitudreifingin er línuleg 
% Athugið að matlab skilar hér öllum kröftum jákvæðum 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Reiknum krappa fyrir hverja steitudreifingu 
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Kappa = zeros(1,length(strain)); 
for i = 1:length(strain) 
    Kappa(i) = strain(i)/Xin(i);     
end 
% Reiknar vægið í bitanum við hverja streitudreifingu 
% vægi tekið um Xin þ.e. Núlllínu þversniðsins fyrir hvert skref steitu 
for i = 1:length(strain) 
    for k = 1:length(S(:,1)) % Öll stál 
       MSC(k) = FCin(k,i)*abs(S(k,5)-Xin(i)); % Vægi hvers þrýstistáls 
       ...um NL eða Xin(i)  
       MST(k) = FTin(k,i)*abs(S(k,5)-Xin(i)); % Vægi hvers togstáls um NL 
       ...abs því vægi um NL gefur hér alltaf jákvætt gildi 
    end 
    % Heildarvægi þversniðs fyrir streitu i, steypa tekin inn 
    M(i) = sum(MSC)+sum(MST)+(b*Xin(i))*Sigma(i)*(P(i))*Xin(i);      
end 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Teiknar M-Kappa 
figure 
plot([0 Kappa],[0 M*1e-6]) 
title('M-Kappa') 
xlabel('Krappi, \kappa [rad/mm]') 
ylabel('Vægi [kNm]') 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Teiknar P-Kappa 
Kraftur = (M/(l/2))*2;   % Sbr. einfallt undirstuddur biti 
figure 
plot(Kappa,Kraftur/1000); 
title('P-Kappa') 
xlabel('Krappi, \kappa [rad/mm]') 
ylabel('Álag [kN]') 
%------------------------------------------------------------------------ 
% Reiknar P-u 
% Tilgreinum álagsskref, álagsskref byrja í lægsta vægi 
Pmax = (M(end)/l)*2;  % Helminga kraftinn 
Pend = linspace(500,Pmax,100); 
N = 100;  % Skipting bita 
Lengd = linspace(0,l/2,N); % Helminga lengdina 
BLengd = Lengd(2)-Lengd(1);  % Þykkt 
m1 = Lengd + BLengd/2;  % Staðsetning miðju hvers bils 
Lm = m1(1:end-1);      
for k = 1:length(Pend) 
    Mmidja = Pend(k)*Lm; % Vægið í miðju hvers bils N: 
% Algorithmi sem finnur staðsetningu nálægasta gildi Vægis úr 
% M-Kappa grafinu við ofangreind gögn: 
% [r] = FinnaNaesta(Leitargildi,Leitarsvaedi) 
    for i = 1:length(Mmidja) 
        I(i) = FinnaNaesta(Mmidja(i),M); 
        K(i) = Kappa(I(i)); 
    end 
    for i = 1:length(K) 
        u(i) = K(i)*BLengd*m1(i); 
    end 
U(k) = sum(u); 
end 
% Teiknar P-u 
figure 
plot([0 U],[0 2*Pend/1000]) 
title('P-u') 
xlabel('færsla [mm]') 
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ylabel('Álag [kN]') 
grid on 
toc 
% Lok M-kappa------------------------------------------------------------ 
%% Teiknar dreifingu krappa yfir lengd bita 
% Förum í Pmax í 7 skrefum 
Pmax = (M(end)/l)*2 
Pskref = [9000 9700 10000 10200 10500 10800 Pmax] 
cmap = hsv(7) 
  
for s = 1:length(Pskref) 
Pend = linspace(500,Pskref(s),100); 
N = 100; 
Lengd = linspace(0,l/2,N); 
BLengd = Lengd(2)-Lengd(1); 
m1 = Lengd + BLengd/2; 
Lm = m1(1:end-1);      
for k = 1:length(Pend) 
    Mmidja = Pend(k)*Lm;     % Vægið í miðju hvers bils N: 
    for i = 1:length(Mmidja) 
        I(i) = findnearest(Mmidja(i),M,0); 
        K(i) = Kappa(I(i)); 
    end 
    for i = 1:length(K) 
        u(i) = K(i)*BLengd*m1(i); 
    end 
U(k) = sum(u); 
end 
% Býr til vigur sem teiknað er upp úr: 
LM = [-fliplr(Lm) Lm]  
KM = [K fliplr(K)] 
figure(6) 
hold on 
%plot(fliplr(Lm),K,-fliplr(Lm),K,'color',cmap(s,:)) 
plot(LM,KM,'color',cmap(s,:)) 
grid on 
legend('Álagsskref 1','Álagsskref 2','Álagsskref 3','Álagsskref 4',... 
    'Álagsskref 5','Álagsskref 6','Álagsskref 7') 
title('Biti B1, dreifing krappa yfir lengd bita, L = 1150 mm')  
ylabel('Krappi, \kappa [rad/mm]') 
xlabel('Lengd [mm]') 
end 
hold off 
%------------------------------------------------------------------------ 
%% Stállíkan, vista neðangreindan kóða sem Steel.m áður en M-kappa er 
%keyrt 
function [SigmaS] = Steel(fy,Es,esu,strainS,B) 
  
es = fy/Es; % flotstreita 
% Skilgreinum streituhörðnun: 
Ep = B*Es; 
  
%byrjum með tvílínulegt líkan með streituhörðnun 
if strainS <= esu 
    if strainS <= es 
        SigmaS = Es*strainS; 
    elseif strainS > es 
        SigmaS = Ep*(strainS-es)+fy; 
    end 
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else 
    disp('Stálstreitur eru orðnar of stórar') 
end 
end 
%------------------------------------------------------------------------ 
%% FinnaNaesta-algoritmi, vista neðangreindan kóða sem FinnaNaesta.m áður 
% en M-kappa er keyrt 
function [r] = FinnaNaesta(Leitargildi,Leitarsvaedi) 
% 
% Finnur nálægasta gildi í vigur/fylki sbr. leitargildi 
% Þorgeir Hólm Ólafsson, 2012 
%  
Leitarsvaedi = Leitarsvaedi-Leitargildi; 
r = find(abs(Leitarsvaedi)==min(abs(Leitarsvaedi(:)))); 
end 
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Viðauki E 

 

Mynd 12-4: Sýnir skúfþol skv. EC2 með cotθ = 1,25  fyrir bitaröð A. 
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti A1
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25

Tilraunarniðurstöður Toronto biti A2
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25

Tilraunarniðurstöður Toronto biti A3
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25
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Mynd 12-5: Sýnir skúfþol skv. EC2 með cotθ = 1,25  fyrir bitaröð B. 
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti B1
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti B2
OpenSees formbreytingaraðferð
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti B3
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25
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Mynd 12-6: Sýnir skúfþol skv. EC2 með cotθ = 1,25 fyrir bitaröð C. 
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti C1
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti C2
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25
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Tilraunarniðurstöður Toronto biti C3
OpenSees formbreytingaraðferð

Skúfþol skv. EC2 með cot = 1,25


