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Í hagrannsóknum leitast fræðimenn við að sannreyna gildi kenninga sinna með því að 

nota tölfræðilegar og stærðfræðilegar ályktanir. Vandamál geta þó komið upp við 

greiningu gagna, þá sérstaklega tímaraðagagna og er eitt af þeim vandamálum 

delluaðhvarf. 

Sá sem var fyrstur til að fjalla um delluaðhvarf var G. Udny Yule árið 1926 og kallaði 

hann vandamálið þá bullfylgni. Það voru svo Granger og Newbold sem komu með nafnið 

delluaðhvarf, en það var þó ekki fyrr en 1974. Mikið hefur verið fjallað um vandamálið 

og á mörgum fræðasviðum, ekki bara hagfræði, enda er þetta alvarlegt vandamál. 

Í þessari ritgerð verður fjallað um hvað delluaðhvarf er og hvað veldur því, hvaða 

þætti þarf að skoða við tímaraðagreiningu og hvað er hægt að gera til þess að koma í 

veg fyrir að vandamálið komi upp. Að lokum verður fjallað um hvort þetta sé algengt og 

sagt verður frá nokkrum greinum þar sem sýnt hefur verið fram á að vandamálið sé til 

staðar í greinum sem birtar hafa verið opinberlega. 

Markmið ritgerðarinnar er að kynna vandamálið og segja frá hvernig hægt sé að 

koma í veg fyrir að þessi mistök séu gerð. Það er nokkuð algengara en margir telja að 

mistökin komi upp, bæði hjá fræðimönnum og öðrum sem ekki hafa jafn mikla þekkingu 

á málinu. 
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1  

Hagrannsóknir (econometrics) eru fræðigrein sem fjallar um að nota kenningar, 

tölfræðilegar ályktanir og stærðfræði til þess að greina fyrirbæri, hvort sem þau eru 

tengd hagfræði, læknisfræði, stjórnmálafræði, líffræði eða viðskiptafræði. Markmið 

hagrannsókna er að greina hegðun á grundvelli gagna og prófa kenningar um hegðun og 

áhrif ytri aðstæðna á hegðun. Umfang hagrannsókna hefur vaxið gríðarlega undanfarna 

áratugi með auknu aðgengi að gögnum og greiningartækjum. Nafn „econometrics“ var 

fyrst notað af Pawel Ciompa árið 1910 (Gujarati, 2006, Pesaran, 1990 og Hill, Griffiths og 

Lim, 2008). 

Hagfræðilegar kenningar gefa til kynna hvort samband sé að finna á milli breyta eða 

ekki, að gefnum þeim forsendum sem liggja til grundvallar líkaninu. Dæmi um þetta er 

að samkvæmt kenningum síðklassískrar rekstrarhagfræði er neikvætt samband á milli 

verðs og framboðs vara, þannig að ef verð á vöru hækkar, ceteris paribus, þá er gert ráð 

fyrir minnkun í framboði. Þessi spá fræðilega líkansins byggir á ákveðnum forsendum 

um hegðun fyrirtækja og tækni. Kenninguna má prófa með aðferðum hagrannsókna. 

Jafnframt má nota hagrannsóknir til þess að segja til um hve mikið framboðið minnkar 

(Gujarati, 2006). 

Ein af grundvallaraðferðum hagrannsókna er aðferð minnstu kvaðrata (e. ordinary 

least squares) og gengur hún út á að byggja mat línulegrar væntingar á stuðlamati sem 

lágmarkar summu ferninga leifarliða líkansins, leifarliðurinn er breyting í háðu breytunni 

sem ekki er hægt að rekja til óháðu breytunnar. 

Með því að lágmarka þessa stærð finnst sú lína sem best passar við gögnin og er best 

til þess fallin að nota til greiningar á þeim. Sú lína sem best passar við gögnin er sú sem 

inniheldur bestu breyturnar. Breyta er sögð best ef hún er línuleg, óbjöguð og með 

minnstu mögulegu dreifni. (Hill, Griffiths og Lim, 2008, Thomas, 1997). 

 Upphaflega var aðferð minnstu kvaðrata notuð til þess að spá fyrir um sporbaug 

halastjarna af A. Legendre árið 1805 (Ventosa-Santaulária, 2009). Nokkrar forsendur 

verða þó að halda þegar nota á venjulega aðferð minnstu kvaðrata til þess að 

niðurstöðurnar verði marktækar og sagt verður frá þeim nánar síðar.  
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Þegar forsendurnar brotna koma upp ýmis vandamál og fjallað verður um það 

vandamál sem upp kemur þegar tímaraðabreytur eru notaðar í þessari ritgerð. 

Tímaraðabreyta er breyta sem er fall af fyrra gildi af sjálfri sér auk leifarliðs, tímaraðir 

eru annað hvort sístæðar eða ósístæðar. Þegar röð er sögð ósístæð leiðir það til þess að 

ekki er hægt að taka mark á niðurstöðum greinigarinnar (Harvey, 1985). 

Eitt helsta vandamálið sem upp kemur þegar þess konar gögn eru notuð er 

delluaðhvarf en það var  G. Udny Yule sem fyrstur skrifaði um þetta vandamál, sem 

hann kallaði þá bullfylgni, en mikið hefur verið skrifað og oft hafa þessi mistök verið 

gerð síðan þá. 

Markmið þessarar ritgerðar er að kynna vandamálið og segja frá hvernig hægt sé að 

koma í veg fyrir að þessi mistök séu gerð. Algengara er að mistökin komi upp en margir 

telja, hvort sem það er hjá fræðimönnum eða öðrum sem ekki hafa jafn mikla þekkingu 

á málinu. 

Í ritgerðinni verður fyrst farið yfir þær forsendur sem verða að gilda svo hægt sé að 

taka mark á niðurstöðum venjulegrar aðferðar minnstu kvaðrata en delluaðhvarf er 

afleiðing þess að þær brotna. Sagt verður frá hvað delluaðhvarf er og hvaða 

vísbendingar eru um hvort niðurstöður séu delluaðhvarf eða ekki. Næst verður sagt frá 

ósístæðum tímaröðum og prófum sem hægt er að gera til að athuga hvort tímaröð sé 

sístæð. Að lokum verður svo fjallað um nokkrar greinar þar sem sýnt hefur verið fram á 

að þessi mistök hafi verið gerð.  
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2  

Algengasta leiðin til að meta líkön í hagrannsóknum er venjuleg aðferð minnstu 

kvaðrata. Líkanið sem metið er eftir þeirri aðferð lítur svona út: 

 

þar sem  er háða breytan,  er skurðpunktur,  er metill fyrir  sem er óháða 

breytan og  er leifarliður. 

Aðferðin gengur út á það að lágmarka summu ferninga leifarliða líkansins til að 

byggja mat línulegrar væntingar á stuðlamati þ.e. lágmarka: 

 

en hægt er að skilgreina leifarliðinn, , sem: 

 

Nokkrar forsendur verða að gilda um líkanið til þess að hægt sé að taka mark á 

niðurstöðum greiningarinnar. 

Forsendurnar sem verða að gilda eru eftirfarandi: 

 Gildi  fyrir hvert gildi af  er:  

 Vænt gildi  er:    

 Dreifni leifarliðsins og háðu breytunnar er:  

 Samdreifni tveggja leifarliða:   

 X er slembin breyta og tekur a.m.k. tvö ólík gildi 

 Gildi  eru normaldreifð með fast meðaltal og fasta dreifni: 
 

Metlar þessarar aðferðar eru sagðir BLÓM, þ.e. bestu, línulegu, óbjöguðu metlarnir. 

Metlarnir eru línulegir og óbjagaðir, þ.e. vænt gildi metlanna samsvarar raunverulegu 

gildi þeirra og vænt gildi dreifni úrtaksins er jafnt raunverulegri dreifni þýðisins. Það að 

metlarnir séu bestir þýðir að dreifni þeirra er lægst allra annarra línulegra og óbjagaðra 

metla. Venjuleg aðferð minnstu kvaðrata gefur því besta mögulega matið að gefnu því 

að forsendur aðferðarinnar séu uppfylltar (Gujarati, 2006 og Thomas, 1997). 
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Ef einhver af forsendunum er brotin munu ýmis vandamál koma upp og 

niðurstöðurnar verða ekki marktækar. Vandamálið sem fjallað verður um í þessari 

ritgerð, delluaðhvarf, kemur upp ef tímaraðagögn eru notuð vegna þess að það leiðir til 

þess að forsendur aðferðarinnar brotna,  er ekki slembin, dreifnin breytist í tíma og 

meðaltalið verður ekki fast. (Hill, Griffiths og Lim, 2008).  
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3  

Hætta er á að delluaðhvarf sé til staðar þegar aðhvarfsgreining er framkvæmd á 

ósístæðum tímaröðum. Þá greinist samband milli tveggja tímaraða þegar það er ekki til 

staðar í raunveruleikanum. Notkun tímaraðabreyta getur leitt til þess að forsenda nr. 4 

brotnar, þá mælist sjálffylgni meðal breyta líkansins, eða forsendur nr. 2 og 3 brotna, þá 

eru hvorki meðaltal né dreifni föst í tíma þ.e. röðin er ósístæð. Góð vísbending þess að 

um delluaðhvarf sé að ræða er hátt , lágt  og há t-gildi, sem leiða til höfnunar á 

núlltilgátunni að . Vandamálið með t-gildin er að þau eru ekki lengur t-dreifð svo t-

próf og öryggisbil eru ekki lengur áreiðanleg. 

 

3.1 Hvaðan kemur hugtakið? 

Sá fyrsti til að kanna delluaðhvarf var G. Udny Ylue í grein sinni „Why Do We Sometimes 

Get Nonsense-Correlation Between Time-Series? – A Study In Sampling and The Nature 

of Time-Series“ frá 1926. Þar veltir hann fyrir sér af hverju samband virðist vera á milli 

tveggja tímaraða sem myndaðar eru handahófskennt.  

Hann gerði tilraun þar sem hann dró spil úr stokki og fékk þannig óháðar 

handahófskenndar raðir. Raðirnar voru af þremur gerðum, I(0), I(1) og I(2) (þ.e. sístæðar 

raðir og raðir með sístæðan fyrsta og annan mismun). Hann reiknaði síðan út 

fylgnistuðulinn á milli þeirra og komst að þeirri niðurstöðu að hann sýndi réttar 

niðurstöður þegar um sístæðar raðir var að ræða, þ.e. ekkert samband á milli raðanna, 

en þegar um raðir með sístæðan fyrsta mismun var að ræða kom þó annað í ljós. Þá 

sýndi fylgnistuðullinn oftar en ekki fylgni nálægt 1 og þegar raðirnar voru með sístæðan 

annan mismun sýndu niðurstöðurnar enn meiri nálægð við 1 (Ventosa-Santaulária, 

2009; Yule, 1926).  

Yule sýndi í þessari grein einnig graf, sem sjá má á mynd 3, þar sem hann hefur sett 

saman línurit af hlutfalli giftinga í ensku biskupakirkjunni af öllum giftingum þar í landi 

frá 1866-1911, og punktarit af dauðsföllum per 1000 einstaklinga á þessu sama tímabili. 

Fylgnistuðullinn sem hann fékk út var 0,9512 sem er töluverð fylgni. Það liggur þó í 

augum uppi, þegar almennri skynsemi er beitt, að ekkert samband er þarna á milli. (Yule 

1926). 
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Mynd 1 - Hlutfall giftinga í ensku biskupakirkjunni af öllum brúðkaupum frá  1866-1911 og dauðsföll á 
hverja 1.000 íbúa á sama tímabili 

Heimild: Yule (1926) 

Það voru svo Granger og Newbold sem komu fram með hugtakið delluaðhvarf í 

ritgerð sinni, „Spurious Regressions in Econometrics“, árið 1974. Í þeirri ritgerð komust 

þeir að því að það sé frekar regla heldur en undantekning að um delluaðhvarf sé að 

ræða ef notaðir eru ráfferlar (e random-walk), ferlar nálægt því að vera ráfferlar eða ef 

líkanið inniheldur breytur sem í raun ættu ekki að vera með. Þeir segja einnig að há gildi 

 og 2 samferða lágu  gildi sé vísbending um að ekkert raunverulegt samband sé til 

staðar (Granger og Newbold, 1974). D. Ventosa-Santaulária (2009) varar þó við því að 

þessi þumalputtaregla, að skoða  og , sé notuð því sýnt hefur verið fram á að ef 

„long memory“ er til staðar í breytunum þá geti vel verið að um delluaðhvarf sé að ræða 

þó að . „Long memory“ þýðir að sjokk á fyrri breytur hafa ekki bara áhrif á 

tímabilið sem það kom á heldur lengra fram í tímann. Ósístæðar tímaraðir eru með 

„long memory“ vegna þess að breytan er fall af fyrra gildi af sjálfri sér. 

 

3.2 Hvað er delluaðhvarf 

Ef ástæða er til þess að halda að línulegt samband sé á milli stuðla X og Y er auðveldasta 

leiðin til þess að skoða það samband að skoða aðhvarfslíkan af gerðinni: 
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þar sem  er háða breytan,  er fasti,  er metill,  er óháða breytan og  er 

slembiliður. Algengasta leiðin til að meta þetta líkan er að nota venjulega aðferð 

minnstu kvaðrata (e. OLS) sem gefur t-stuðul,  stuðla,  og  sem síðan er hægt að 

nota til að athuga hvort niðurstöðurnar séu marktækar(Granger, 1990). Þegar þessi 

aðferð er notuð er hættan á fastheldnismistökum (e. type II error) mjög mikil, þ.e. að 

samþykkja það að samband sé á milli raðanna þegar ekkert raunverulegt samband er að 

finna og  og  eru óháð (Chiarella og Gao, 2002). Þetta er öðru nafni nefnt 

delluaðhvarf. Hættan á að gera þessi mistök eykst þegar leifarliðurinn, , er sjálffylginn 

(e. autocorrelated) (Granger, 1990).  

Delluaðhvarf á sér stað þegar, í aðhvarfsgreiningu, notaðar eru ósístæðar tímaraðir 

(e. non-stationary time series) og forsendur aðferðar minnstu kvaðrata eru brotnar og 

meðaltal, dreifni og samdreifni breytast í tíma. Vegna þess að raðirnar eru ósístæðar 

verða metlarnir ekki áreiðanlegir og t-gildin ekki t-dreifð (Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

Varast ber því að nota venjulega aðhvarfsgreiningu ef raðirnar eru ekki sístæðar 

(Ventosa-Santaulária, 2009). 

Þegar leitni (e. trend) í sömu eða gagnstæða átt er til staðar í gögnunum geta 

niðurstöðurnar sýnt sterkt samband á milli þeirra. Þessi fylgni getur verið vegna þess að 

til er skýribreyta sem ekki hefur verið tekið tillit til í greiningunni en hefur áhrif á báðar 

raðirnar (Hill, Griffiths og Lim, 2008). Ventosa-Santulária og García-Belmonte sýna fram 

á þetta í grein sinni „Spurious Regression and Lurking Variables“ frá 2011. Þeir sýna 

einnig fram á að ef þessi skýribreyta er höfð með í greiningunni hverfur vandamálið um 

delluaðhvarf.  

Þegar verið er að búa til líkön til þess að greina tímaraðir verður að passa vel upp á 

hvernig líkanið er byggt upp. Oft er farið út í að búa til líkan til þess að athuga hvort 

samband sé að finna í gögnum án þess að hafa haldgóða kenningu um efnið fyrirfram. 

Þetta getur leitt til þess að mælingar eru framkvæmdar á gögnum sem eru auðmælanleg 

en ekki gögnum sem réttara er að mæla og því verður niðurstaðan ekki eins áreiðanleg 

og ef rétt gögn eru notuð (Anderson, Burnham, Gould og  Cherry, 2001). 
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4  

Í tímaraðagreiningu þarf að huga að ýmsum hlutum. Líkanið verður að innihalda þær 

breytur sem með réttu eiga að vera í því og passa verður að ekki séu með breytur sem 

ekki eiga heima í því. Líkanið verður með öðrum orðum að sýna eins rétta mynd og hægt 

er.  

Þegar byrjað er að meta hvort líkanið sýni góða mynd af raunveruleikanum eða ekki 

er notast við ýmis hlutföll og stuðla. Einnig er nauðsynlegt að athuga hvort um 

delluaðhvarf sé að ræða eða ekki. Auðveldasta leiðin til þess er að skoða 

skýringarhlutfallið, flygnistuðulinn, teikningu af leifarliðunum og Durbin-Watsson 

skýristærðina. 

4.1 Skýringarhlutfall,  

Til þess að mæla áhrif breytinga óháðu breytunnar á breytingar í háðu breytunni er 

notast við skýringarhlutfallið eða . Með öðrum orðum mælir  hlutfall breytingar 

háðu breytunnar, ,  sem breytingar í óháðu breytunni, , valda (Hill, Griffiths og Lim, 

2008). Útleiðslu á hvernig  er reiknað út er hægt að finna í viðauka 1. 

Skýringarhlutfallið er alltaf á bilinu  og útskýrir, eins og sagt hefur verið, 

hlutfall breytinga í  sem skýra má með breytingum í , því nær 1 sem 

skýringarhlutfallið er, þeim mun meira skýra breytingar í  breytingarnar í . Þegar búið 

er að framkvæma aðhvarfsgreiningu og  er skoðað verður þó að hafa í huga að þó svo 

að hlutfallið sé nokkuð hátt þá gefur það ekki endilega til kynna að það sé óháða stærðin 

sem ræður breytingum í háðu stærðinni. Um delluaðhvarf getur verið að ræða og þá er 

ekki hægt að taka mark á .  Skoða verður því önnur gildi sem aðhvarfsgreiningin gefur 

í samhengi við  til þess að mistök eigi sér ekki stað (Hill, Griffiths og Lim, 2008 og 

Thomas, 1997). 

4.2 Leiðrétt skýringarhlutfall,  

Þó svo að hlutfallið sé kallað leiðrétt skýringarhlutfall þá þýðir það ekki að það sé betra 

en skýringarhlutfallið. Helsti munurinn á þeim er að þegar nýrri óháðri breytu er bætt 

inn í líkanið þá hækkar skýringarhlutfallið vegna þess að SSR lækkar.  

Formúlan fyrir leiðrétt skýringarhlutfall er: 
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þar sem n er fjöldi athugana og k er er fjöldi óháðra breyta í líkaninu. 

Leiðrétta skýringarhlutfallið er þeim eiginleika gætt að það annaðhvort hækkar eða 

lækkar þegar nýrri breytu er bætt inn í líkanið vegna þess að þegar nýrri breytu er bætt 

inn í líkanið hækkar k. Leiðrétta skýringarhlutfallið hækkar ef, og aðeins ef, tölugildi t-

gildis nýju breytunnar í líkaninu er hærra en einn (Wooldridge, 2009).  

4.3 Fylgnistuðullinn,  

Fylgnistuðullinn mælir línulegt samband milli háðu og óháðu breytunnar. Hann er 

reiknaður á eftirfarandi hátt: 

 

þar sem  er samdreifni x og y og er alltaf á bilinu -1 og 1 og  og eru staðalfrávik 

 og  (Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

Eins og samdreifnin þá er fylgnistuðullinn alltaf á bilinu -1 og 1 og ef samdreifnin er 

jöfn núlli þá verður fylgnistuðullinn það einnig. Þegar  og  eru óháðar breytur verður 

fylgnistuðullinn, sem og samdreifnin, jafn núlli, hið öfuga gildir þó ekki, því  gefur 

samdreifnina núll þó að breyturnar séu alls ekki óháðar (Gujarati, 2006). 

4.4 Durbin-Watson próf 

Durbin og Watson þróuðu próf til þess að athuga hvort sjálffylgni væri til staðar í líkani í 

kringum 1950 og hefur það verið kallað Durbin-Watson prófið síðan (Harvey, 1985). 

Þó svo að prófið sé ekki mikið notað í dag er auðvelt að framkvæma það því það 

byggir á leifarliðnum sem VAMK aðferðin gefur. Líkanið sem notað er verður þó að 

uppfylla nokkur skilyrði svo hægt sé að taka mark á prófhendingunni til þess að hægt sé 

að reikna út prófhendinguna og að niðurstöður prófsins verði marktækar. 

Aðhvarfslíkanið verður að innihalda fasta, má ekki innihalda tafið gildi af háðu 

breytunni, , og óháða breytan, , verður að vera slembin. Að auki verða leifarliðirnir að 

vera á forminu: 

  

 (Gujarati, 2006). 
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Ráð er gert fyrir að leifarliðirnir séu óháðir og handahófskenndir með dreifinguna 

 og að núlltilgátan sé: 

 

og gagntilgátan: 

 

sem prófar fyrir jákvæðri sjálffylgni (Hill, Griffiths og Lim, 2008; Harvey, 1985). 

Prófhendingin sem notuð er er: 

 

Þar sem , sem er sjálffylgnistuðull, er alltaf á bilinu  verður 

prófhendingin á bilinu . (Gujarati, 2006). 

Durbin og Watson reiknuðu sjálfir út höfnunargildi fyrir 1% og 5% marktektarkröfu 

þegar þeir þróuðu prófið (Harvey, 1985). Til þess að sjá hvort jákvæð sjálffylgni sé til 

staðar í líkaninu skoðum við eftirfarandi: 

Hafna  

Hafna ekki  

ef við viljum svo kanna hvort neikvæð sjálffylgni er til staðar skoðum við eftirfarandi: 

Hafna  

Hafna ekki  

ef  þá eru niðurstöðurnar ófullnægjandi og ekki 

hægt að segja til um hvort sjálffylgni sé til staðar í líkaninu eða ekki (Thomas, 1997). 

 

 

Mynd 2 – Durbin-Watsson prófhendingin 

Þegar búið er að framkvæma aðhvarfsgreiningu á líkaninu getur verið gagnlegt að 

skoða gildi Durbin-Watson prófhendingarinnar, d, í samanburði við  og t-gildin. Ef 



 

19 

er tiltölulega hátt, t-gildin há en d er lágt þá er það vísbending um að um delluaðhvarf 

sé að ræða og að raðirnar séu ósístæðar.  

4.5 Mynd af leifarliðunum 

Ef leifarliðir líkansins eru sjálffylgnir getur það leitt til delluaðhvarfs. Ein leið til þess að 

komast að því hvort þeir séu sjálffylgnir eða ekki er að teikna upp graf af leifarliðunum, 

annað hvort sem fall af tíma eða sem fall af fyrri gildum af sjálfum sér. 

 

Mynd 3 – Sjálffylgnir leifarliðir 

Heimild: Gujarati (2006) 

Á mynd 2 má sjá leifarliði sem hafa verið teiknaðir sem fall af tíma. Á öllum þessum 

myndum eru leifarliðirnir annað hvort jákvætt eða neikvætt sjálffylgnir, nema á mynd e, 

þar er engin sjálffylgni í leifarliðunum. Ágætt er að skoða myndir sem þessar þegar um 

tímaraðagreiningu er að ræða til að athuga hvort leifarliðirnir séu sjálffylgnir eða ekki 

(Gujarati, 2006). 

Þó ber að hafa í huga að þó að svo virðist sem mynstur sé að sjá í myndinni þá þýðir 

það ekki að um sjálffylgni sé að ræða, vel getur verið að þetta mynstur sé 

handahófskennt (Thomas, 1997). 
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5  

Tímaröð er sögð sístæð ef  

 E(Xt) = µ ∀ t 

 Var(Xt) = σ2 ∀ t 

 Cov(Xt,Xt+k) = Cov(Xt,Xt-k) = ϒk ∀ t og ∀ k ≠ 0 

(Hill, Griffiths og Lim, 2008)  

Það er að segja, röð er sögð sístæð ef meðaltal, dreifni og samdreifni haldast föst yfir 

tíma. Þegar eitt eða fleiri af þessum atriðum bregðast er röð sögð ósístæð (Thomas, 

1997). 

 Til þess að skoða muninn á sístæðum og ósístæðum röðum er ágætt að skoða 

sjálffylgið líkan af fyrstu gráðu (e. autoregressive model, AR(1)).  

 

Þar sem slembiliðurinn, , er óháður, með meðaltal jafnt núlli, fasta dreifni  og 

 gefur til kynna að röðin sé sístæð. Hægt er, með einfaldri algebru, að leiða út 

jöfnuna með því að byrja á tíma t=1 og fikra sig síðan áfram. 

 

 

 

 

 

 

Af þessu má sjá að meðaltal  er: 

 

Þar sem  er hverfandi fyrir stórt t. Einnig er hægt að sýna fram á að dreifnin sé föst 

 og samdreifnin á milli tveggja leifarliða með k tímabil á milli er . Þetta módel 

uppfyllir öll skilyrðin tiltekin að framan og því er hún sístæð (Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

Ef við setjum svo  þá verður jafnan 

 

og gengur þá undir nafninu ráfferill.  
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Ef við gerum eins og áður, byrjum á tíma t=1 og notum einfalda algebru, fáum við út 

jöfnuna: 

 

 

 

 

 

 

Upphafsgildið, , er fasti og þar sem leifarliðirnir eru óháðir, með meðaltal núll og fasta 

dreifni, þá er meðaltal þessarar gerðar ferla því fasti en ekki dreifnin, heldur breytist hún 

með tímanum t. 

 

 

Ef við bætum fasta við jöfnuna þá fáum við ráfferil með reki (e. random-walk with a 

drift) og þá lítur jafnan einhvern veginn svona út: 

 

Hvert gildi af  er því fall af fyrra gildi sínu, leifarlið og svo skurðpunkti, . Það fer svo 

eftir því hvort fastinn, , er  eða  hvort ráfferillinn leiti upp eða niður í tíma. Ef 

við gerum eins og áður, að beita einfaldri algebru og byrjum á tíma t=1 þá getum við 

leitt út jöfnuna sem verður: 
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Þar sem  er háð upphafsgildinu sem er fasti, summu leifarliðanna, sem eru með 

meðaltal núll og fasta dreifni, og margfeldi skurðpunktarins og gildis t á hverjum tíma 

verða meðaltalið og dreifnin ekki fastar eins og sjá má: 

 

 

Að lokum er hægt að bæta við tímaleitni (e. time trend). Þá er ekki bara skurðpunktur 

heldur einnig hlutfall af tímanum í jöfnunni. Hún gæti þá litið einhvern veginn svona út: 

 

Með einföldum algebrureikningi þar sem við byrjum á tíma t=1 eins og áður fáum við 

eftirfarandi jöfnu út:  

 

 

 

 

 

 

 

Aukaliðurinn gerir það að verkum að leitnin í jöfnunni styrkist (Hill, Griffiths og Lim, 

2008). 

Þar sem módelið er sjálfhverft þá er samdreifnin ekki alltaf sú sama og því bregst 

þriðja forsendan fyrir sístæðni, um að . 

Ef ósístæð tímaröð er notuð munu forsendur VAMK bresta. Ef ráfferill er notaður 

er meðaltalið fast en ekki dreifnin og samdreifnin ekki jöfn núlli. Ef ráfferill með reki eða 

tímaleitni er notaður verða meðaltalið og dreifnin ekki föst í tíma og samdreifnin ekki 

jöfn núlli. Vegna þess að forsendurnar bresta verða niðurstöðurnar ekki marktækar svo 

ekki er hægt að nota aðferðina svo leiðrétta verður þessa forsendubresti.  
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Þegar ósístæðar tímaraðir eru notaðar eru líkurnar á að niðurstaðan verði 

delluaðhvarf mjög miklar. Ganga verður því úr skugga um að  röðin sem á að nota sé 

sístæð áður en farið er út í frekari greiningu.  
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6  

Það er ekki alltaf svo gott að vita hvort röð sé sístæð eða ekki. Til þess að athuga hvort 

jafna á forminu 

 

sé sístæð eða ekki getum við notað svokölluð sístæðnipróf.  

Ef röðin reynist sístæð er hægt að halda áfram með greininguna en ef hún reynist 

ósístæð verður að gera frekari ráðstafanir til þess að röðin verði sístæð.  

 

6.1 Dickey-Fuller próf 

Þegar ekki er vitað hvort röð sé sístæð eða ekki er hægt að nota svokallað Dickey-Fuller 

próf, eða einingarræturpróf. Prófið athugar hvort  sé jafnt einum eða marktækt . Ef 

við hugsum okkur aftur AR(1) módelið sem við notuðum áðan  

 

Þá væri núlltilgátan þessi: 

 

og gagntilgátan: 

 

Til einföldunar væri hægt að taka fyrsta mismun af jöfnunni 

 

 

                                                            

Þar sem  og .  

Þá er hægt að endurskrifa tilgátuna á eftirfarandi hátt: 

 

 

Þetta form er ekki það eina sem hægt er að vera með af ráfferlum, þeir geta einnig 

innihaldið fasta, tímaleitni eða bæði. Ef röðin inniheldur fasta verður röðin sem prófuð 

er  
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Ef við bætist tímaleitni verður jafnan sem prófuð er 

 

núlltilgátan og gagntilgátan eru þó þær sömu og áður (Hill, Griffiths og Lim 2008). 

Ef núlltilgátunni er ekki hafnað þá er röðin ósístæð en ef núlltilgátunni er hafnað þá 

er röðin sístæð (Hill, Griffiths og Lim, 2008; Thomas, 1997). 

Til þess að reikna út höfnunargildi jöfnunnar er jafnan metin með venjulegri aðferð 

minnstu kvaðrata og t-gildið fundið út. Eitt er þó öðruvísi en áður og það er að t-gildið er 

ekki lengur t-dreift. Oft er talað um -gildi (tau-gildi) í stað t-gildis þegar verið er að tala 

um Dickey-Fuller próf. Það sem veldur þessu er að þegar núlltilgátunni er ekki hafnað og 

röðin er ósístæð breytast meðaltal og dreifni í tíma. Þessi aukning dreifninnar leiðir til 

þess að t-gildið er ekki lengur t-dreift.  

Upphaflega voru það Dickey og Fuller sem reiknuðu höfnunargildin út, bæði fyrir 1% 

og 5% marktektarkröfu og öll þrjú tilfellin en í tímans rás hafa þessi gildi þó verið 

betrumbætt. Það sem einkennir þessi gildi er að þau eru meira neikvæð heldur en 

venjulegu t-gildin, sem leiðir til þess að reiknaða tau-gildið verður að vera stærri 

neikvæð stærð heldur en venjuleg t-gildi til þess að núlltilgátunni sé hafnað.  

Til þess að núlltilgátunni sé hafnað þarf 

 

og til þess að henni sé ekki hafnað þarf 

 

(Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

Ef ætla má að leifarliðirnir séu sjálffylgnir hefur Dickey-Fuller prófið verið framlengt 

og er þá kallað bætt Dickey-Fuller próf (e. augmented Dickey-Fuller). Þegar bætta 

Dickey-Fuller prófið er notað bætum við eins mörgum fyrstu gráðu töfðum gildum af 

óháðu breytunni við jöfnuna og þörf er talin á. Jafnan mun þá líta nokkurn veginn svona 

út 

 

þar sem  og .  
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Eins og áður er hægt að bæta við fasta eða tímaleitni í jöfnuna án frekari breytinga á 

núlltilgátunni og gagntilgátunni.  

Ekki er þó vitað fyrirfram hvaða gráða af AR ferli passar best við þá tímaröð sem verið 

er að skoða. Vaninn er þó að nota eins mörg tafin gildi af óháðu breytunni og þarf til að 

tímaröðin hætti að vera sjálffylgin. Þeim mun meiri styrkur tapast eftir því sem fleiri 

tafin gildi eru notuð og geta prófsins til að hafna rangri núlltilgátu minnkar, þ.e. getan til 

þess að hafna því að röðin sé ósístæð þegar hún er sístæð minnkar.  (Thomas, 1997). 

Hafa ber þó í huga að prófið er ekki fullkomið og hermirannsóknir hafa sýnt að styrk 

skortir. Með öðrum orðum þá getur það komið fyrir að prófið skynji ekki röð sem 

sístæða þegar í rauninni hún er það. Þetta getur komið fyrir þegar raðir eru sístæðar í 

raun en nálægt því að vera ósístæðar, þ.e. þegar  er neikvætt en mjög nálægt núlli, en 

prófinu tekst ekki að hafna núlltilgátunni. Auð auki verður að hafa í huga að 

höfnunargildin eru í raun bara áætlun á hver þau eigi að vera. Oft leikur einnig vafi á 

hversu mörg tafin gildi eiga að vera í jöfnunni og getur það haft áhrif á útkomuna. Varast 

verður því að taka útkomu prófsins allt of hátíðlega og meta verður útkomuna varlega 

(Thomas, 1997). 

Mikilvægt er að vita hvort raðirnar sem skoðaðar eru séu sístæðar eða ekki. Ef ekki er 

hægt að hafna núlltilgátunni um að röðin sem skoðuð er sé ósístæð verður að gera 

viðeigandi ráðstafanir áður en aðhvarfsgreining er gerð. 

6.2 Philips-Perron próf 

Phillips-Perron prófið er svipað og Dickey-Fuller prófið, það athugar einnig hvort 

einingarrót sé til staðar í líkaninu eða ekki, munurinn er sá að í Dickey-Fuller prófinu er 

ekki leiðrétt fyrir skammtímasveiflum í leifarliðnum, með öðrum orðum er gert ráð fyrir 

að leifarliðurinn sé normal dreift hvítt suð (e. white noise) og ekki er gert ráð fyrir því að 

svo er ekki alltaf. 

Þegar leifarliðir líkansins eru ekki normaldreifðir, heldur sjálffylgnir, verða krítísku 

gildin úr Dickey-Fuller prófinu ekki réttmæt. Til þess að laga þetta er hægt að nota 

Newey-West leiðréttingu fyrir sjálffylgni til þess að finna staðalskekkju (e. standard 

error) . T-prófið sem byggt er á Newey-West staðalskekkju  er Phillips-Perron prófið. 

Núlltilgátan í Phillips-Perron prófinu er  
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og gagntilgátan 

 

Phillips-Perron prófið er svipað og bætta Dickey-Fuller prófið. Prófin nota bæði sömu 

núlltilgátur og leiðrétta fyrir sjálffylgni í leifarliðunum (Heij, de Boer, Franses, Kloek og 

van Dijk, 2004 og Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

6.3 Kwiatkowski – Phillips – Schmidt – Shin prófið 

Kwiatkowski, Philips, Schmidt og Shin skrifuðu grein, „Testing the null hypothesis of 

stationarity against the alternative of a unit root“, árið 1992 þar sem þeir greina frá 

prófi sem þeir hafa þróað til að athuga hvort tímaraðir séu sístæðar eða með 

einingarrót. 

Kwiatkowski og félagar sögðu frá því að hin almenna trú væri að flestar hagrænar 

tímaraðir innihaldi einingarrót, mikilvægt væri þó að benda á að í flestum tilfellum væri 

núlltilgátan, í prófunum sem notuð væru, sú að röðin innihaldi einingarrót og að 

aðferðin við að kanna hvort hægt væri að hafna henni eða ekki væri þannig byggð að 

núlltilgátunni væri ekki hafnað nema mjög sterk gögn væru til staðar sem leyfðu það. 

Þar af leiðandi gæti önnur útskýring á þessum almenna vanda að hafna ekki 

núlltilgátunni, einfaldlega verið að hagrænar tímaraðir séu ekki mjög upplýsandi um 

hvort þær séu ósístæðar eða ekki. Með öðrum orðum, venjulegu prófin eru ekki nógu 

sterk gegn viðkomandi gagntilgátum. Þeir leggja því til að gagnlegt sé að prófa bæði 

núlltilgátu um sístæðni og núlltilgátu um ósístæðni.  (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt og 

Shin, 1992). 

Prófið þeirra er frábrugðið öðrum sístæðniprófum þannig að núlltilgátan er að prófið 

sé sístætt á móti gagntilgátunni um að röðin sé með einingarrót. Hægt er að athuga 

hvort röðin sé leitnisístæð (e. trend-stationary), þar sem hún er sístæð í kringum leitni 

sem er annað hvort upp á við eða niður á við, eða stig sístæð (e. level-stationary), þar 

sem hún er sístæð í kringum fasta (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt og Shin, 1992). 

Líkanið sem prófað er lítur svona út: 

 

þar sem  
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Þar sem  er sjálfsætt og eins dreift með meðaltal jafnt núlli og fasta dreifni (i.i.d 

(0, )). 

Núlltilgátan og gagntilgátan eru: 

 röðin er sístæð 

 röðin inniheldur einingarrót 

Til þess að reikna prófhendinguna er svo eftirfarandi líkan notað: 

 

þar sem 

 

Undir núlltilgátunni er  sístætt og  leitnisístæð eða sitg sístæð ef  (Pfaff, 

2008 og Ang, 2009). 

Þegar leifarliðirnir eru ekki i.i.d verður nefnari prófhendingarinnar mat á  sem er 

langtíma dreifni og er skilgreint sem: 

 

Sjálfkvæmur (e. consistent) metill fyrir  er  sem er: 

 

þar sem  er einingapúlssvörun (e. weighting function). Kwiatkowski og félagar leggja 

til að nota Bartlett glugga (e. Bartlett window) sem er : 

 

(Maddala og Kim, 2002). 

Kwiatkowski og félagar reiknuðu sjálfir út krítísku gildin með hjálp Monte Carlo 

hermingu (Ang, 2009) 
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6.4 Samheildunarpróf 

Þegar sagt er að  og  séu samheilduð (e. cointegrated) er átt við að eitthvert 

langtíma samband sé til staðar á milli þeirra, þau eiga sameiginlega handahófskennda 

leitni og víkja aldrei of langt frá hvoru öðru. 

 Ef við skoðum röðina 

 

þar sem  og  eru I(1) breytur þá ætti slembiliðurinn 

 

sem er línuleg samsetning háðu og óháðu breytunnar, einnig að vera I(1). Þó er til tilfelli 

þar sem slembiliðurinn er ekki I(1) heldur sístætt, I(0) ferli. Þegar þetta gerist er sagt að 

 og  séu samheilduð. Þegar þetta á við er mögulegt að nota raðirnar í 

tímaraðagreiningu án þess að hafa áhyggjur af því að niðurstöðurnar verði delluaðhvarf 

(Thomas, 1997). 

 Til þess að athuga hvort breyturnar séu samheildaðar er framkvæmt svokallað 

samheildunarpróf. Fyrst þarf að vera viss um að háða og óháða breytan séu I(1) breytur, 

það er hægt að gera með Dickey-Fuller eða bættu Dickey-Fuller prófi. Þar sem  og  

eru óþekkt þá verður slembiliðurinn það líka. Það fyrsta sem gert er er því að meta 

líkanið með venjulegri aðferð minnstu kvaðrata þar sem líkanið verður 

 

Við notum síðan þetta líkan til að finna mat á leifarliðnum 

 

(Thomas, 1997). 

Að lokum er Dickey-Fuller próf notað til þess að athuga hvort leifarliðirnir séu 

sístæðir eða ekki. Ef leifarliðirnir eru sístæðir þá er það merki um að háðu og óháðu 

breyturnar séu samheildaðar en ef leifarliðirnir eru ósístæðir þá er það merki um að 

háðu og óháðu breyturnar séu ekki samheildaðar og þar af leiðandi verða öll sambönd 

sem merki eru um á milli þeirra delluaðhvörf (Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

 Líkanið sem notað er til að athuga hvort leifarliðirnir séu sístæðir er  
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og eins og áður þá skoðum við -gildið. Þar sem vænt gildi leifarliðsins er jafnt núlli 

inniheldur jafnan engan fasta. Ef  er sjálffylgið er hægt að bæta   við 

hægri hlið jöfnunnar (Hill, Griffiths og Lim, 2008 og Thomas, 1997). 

Þar sem verið er að skoða leifarliðinn en ekki slembiliðinn þá verða höfnunargildin 

meira neikvæð en í Dickey-Fuller prófinu til þess að hægt sé að hafna núlltilgátunni. Í 

þessu prófi verður núlltilgátan 

 röðin er ekki samheilduð  leifarliðirnir eru ósístæðir 

 röðin er samheilduð  leifarliðirnir eru sístæðir 

Eins og í Dickey-Fuller einingarræturprófinu þá höfnum við núlltilgátunni ef  og 

höfnum henni ekki ef  (Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

 Mjög mikilvægt er að athuga hvort tímaraðir séu annað hvort sístæðar eða 

samheildaðar áður en aðhvarfsgreining er gerð svo ekki verði gerð þau mistök að um 

delluaðhvarf verði að ræða. Röð getur verið ósístæð en samheilduð og er þá óhætt að 

nota hana (Hill, Griffiths og Lim, 2008 og Thomas, 1997).  
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Mikilvægt er, áður en farið er út í tímaraðagreiningu, að skoða eiginleika raðanna vel. Ef 

raðirnar eru ekki sístæðar eða samheildaðar er mikilvægt að gera viðeigandi ráðstafanir 

til að koma í veg fyrir að niðurstaða greiningarinnar verði delluaðhvarf. 

Ef breyturnar eru sjálffylgnar er hægt að taka mismun af þeim til að leiðrétta 

sjálffylgnina og ef breyturnar eru ósístæðar er villuleiðréttingarlíkan notað. 

7.1 Taka mismun 

Í grein sinni frá 1990 mæla Granger og Newbold með því að taka fyrsta mismun af þeim 

breytum sem eru sjálffylgnar. Þetta lagi kannski ekki allan vandann en hægt sé að taka 

meira mark á stuðlum greiningarinnar eftir að þetta hafi verið gert. Þeir benda þó á að 

þetta sé ekki eina leiðin og varast beri að benda á einhverja eina leið sem sé réttari en 

aðrar.   

Oft nægir að taka aðeins fyrsta mismun af ósístæðum breytum til þess að þær verði 

sístæðar, þó er það ekki alltaf reglan. Þegar mismunur er tekinn af ósístæðum breytum 

er langtíma hæði þeirra eytt út úr líkaninu og því eingöngu hægt að greina 

skammtímasamband þeirra á milli. Þegar breytur eru samheildaðar þarf þó ekki að taka 

mismun vegna þess að delluaðhvarf er ekki vandamál þegar svo er (Heij, de Boer, 

Franses, Kloek og van Dijk, 2004). 

Ef við höfum ósístæða tímaröð af gerðinni 

 

þá verður hún sístæð ef fyrsti mismunur er tekinn af henni 

 

 

þar sem  er sjálfstæð breyta með fast meðaltal og fasta dreifni. Ef einungis þarf að 

taka fyrsta mismun af breytunni til þess að hún verði sístæð er breytan sögð vera með 

sístæðan fyrsta mismun (Hill, Griffiths og Lim, 2008).  
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7.2 Villuleiðréttingarlíkan 

Villuleiðréttingarlíkanið (e. error  correction model) er mjög vinsælt vegna þess að það 

leyfir undirliggjandi samband milli breytanna sem og skammtíma leiðréttingar milli 

þeirra. Einnig er hægt að vinna með sístæðar breytur og breytur með sístæðan fyrsta 

mismun (I(0) og I(1) breytur) í sama líkaninu, gefið að  og  séu samheilduð. Með 

öðrum orðum er hægt að nota villuleiðréttingarlíkan þegar raðirnar eru ósístæðar en 

línuleg samantekt þeirra er sístæð. 

Til að leiða út villuleiðréttingarlíkanið þá byrjum við með venjulegt sjálffylgið líkan 

dreifðra tafa  (e. autoregressive distributed lag model, ARDA) sem inniheldur tafin gildi 

af háðu og óháðu breytunni 

 

Í þessu líkani er gert ráð fyrir einu töfðu gildi þó hægt sé að hafa þau fleiri. Ef  og  

eru samheilduð þá gerum við ráð fyrir sambandi á milli þeirra sem við getum leitt út á 

eftirfarandi hátt: 

Við setjum 

 

 

 

stingum því inn í jöfnuna og fáum 

 

Hægt er að endurskrifa jöfnuna þannig að hún verði 

 

þar sem  

 

 

Þá hefur verið leitt út samheildunarsambandið milli  og  sem heldur milli 

tvegga I(1) breyta. Með því að hagræða líkaninu meira og draga  frá báðum hliðum 

og leggja  við hægri hliðina fáum við 
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þar sem  og stærðin inni í sviganum samheildunarsamband  og  (Hill, 

Griffiths og Lim, 2008 og Thomas, 1997). Þessi jafna er kölluð villuleiðréttingarjafnan 

vegna þess að  

  sýnir hvernig  víkur frá langtíma gildi sínu 
 

  sýnir leiðréttingu  frá villunni. Ef villa síðasta tímabils var jákvæð, 
þannig að , ætti  að falla og  að vera neikvætt. Að 
sama skapi verður jákvætt ef  

Þetta þýðir að ef samheildunarsamband er að finna á milli háðu og óháðu 

breytunnar, þannig að breytingar leiðrétta villuna alltaf, ætti  sem gefur til 

kynna að .  væri lítilvægt ef ekkert samband væri að finna á milli  og  (Hill, 

Griffiths og Lim, 2008 og Thomas, 1997). 
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Mjög algengt er að fræðimenn geri þessi mistök. Þeir sjá hátt  og há p-gildi og eru 

sáttir. Þeir nota jafnvel ekki rétt líkön við greiningu sína og út koma niðurstöður sem 

eiga sér enga stoð. Hagrannsóknir eru víða notaðar, ekki bara í hagfræði  og ætla má að 

á öllum þeim sviðum sem þær eru notaðar séu þessi mistök gerð. 

8.1 Samband þunglyndislyfja og sjálfsvígstíðni 

Í grein sinni „Suicide Prevention – A Medical Breakthrough?“ frá árinu 2000 fjallar 

G.Isacsson um sjálfsvíg í Svíþjóð og hvernig hægt sé að koma í veg fyrir þau. Hann kemst 

að þeirri niðurstöðu að þær aðferðir sem notaðar voru, til þess að koma í veg fyrir að 

einstaklingar fremdu sjálfsvíg, gerðu ekki nógu mikið gagn og að ekki væri búið að færa 

sönnur á að þær hjálpuðu. Hann komst að því að flestir þeir einstaklingar sem falla fyrir 

eigin hendi séu þunglyndir og að auðveldasta leiðin til að hjálpa þeim sé að veita þeim 

sálfræðilega hjálp og þunglyndislyf. Hann áætlar því að hægt sé að lækka sjálfsvígstíðni 

með aukinni notkun slíkra lyfja.  

Isacsson vildi kanna hvort hægt væri að hafna núlltilgátunni, að þunglyndislyf hafi 

áhrif á sjálfsvíg, eða ekki. Hann áætlaði að það væri hægt ef sjálfsvígstíðni í hópum þar 

sem notkun þunglyndislyfja hefði ekki aukist, hefði fallið eða ef atvinnuleysi eða áfengis- 

og vímuefnanotkun hefur mikil áhrif. Hann notaði gögn um áfengis- og vímuefnanotkun, 

atvinnuleysi, sjálfsvígstíðni og notkun þunglyndislyfja. Niðurstöðurnar sem hann fékk út 

voru þær að sjálfsvígstíðni lækkaði á sama tíma og þunglyndislyfjanotkun jókst. 

Sjálfsvígstíðni í hópum þar sem þunglyndislyfjanotkun jókst ekki lækkaði ekki og engin 

fylgni fannst á milli atvinnuleysis og sjálfsvíga eða áfengisnotkunar og sjálfsvíga. Með 

öðrum orðum þá komst hann að því að vegna aukinnar notkunar þunglyndislyfja hefur 

sjálfsvígstíðni í Svíþjóð fallið á undanförnum árum. 

Helgi Tómasson, Tómas Helgason og Tómas Zoega sögðu frá, í grein sinni 

„Antidepressants and Public Health in Iceland: Time Series Analysis of National Data“ frá 

árinu 2004, meintu sambandi þunglyndislyfja og sjálfsvíga. Þeir skoðuðu, líkt og 

Isacsson, gögn um sjálfsvíg á Íslandi frá 1950-2000, fjölda seldra skilgreindra 

dagskammta  af lyfjum, neyslu áfengra drykkja sem gætu haft áhrif á tölur um sjálfsvíg, 

fjölda heimsókna á göngudeildir, fjölda innlagna á geðdeildir og um aukningu 



 

35 

örorkubóta. Gögnin sýndu að notkun á þunglyndislyfjum hefur aukist gríðarlega á 

undanförnum árum og er það líklegast vegna tilkomu nýrra lyfja eins og SSRI. Þó svo að 

aldurs- og kynjadreifing þeirra sem létust vegna sjálfsvíga hafi breyst er niðurstaðan sú 

að ekki er hægt að ætla að aukin sala á þunglyndislyfjum hafi haft áhrif á 

sjálfsvígstíðnina. Þessar niðurstöður tóna ekki við niðurstöður Isacsson. Tómas, Helgi og 

Tómas telja að það sé vegna þess að breytan um aukna sölu þunglyndislyfja samsvaraði 

ekki leifarliðum líkansins sem notað var.  

8.2  „Heita höndin“ í körfubolta 

Nokkrar kannanir hafa verið gerðar á hinni svokölluðu „heitu hendi“ (e. hot hand) í 

körfubolta. Leikmenn, þjálfarar og aðdáendur virðast upp til hópa trúa því að meiri líkur 

séu á að leikmaður hitti í körfuna í næsta skoti sínu, hafi hann hitt í körfuna í 

síðasta/síðustu skotum. Sú tilraun sem skoðuð verður hér var gerð af T. Gilovich, R. 

Vallone og A. Tversky árið 1985. 

Þeir gerðu þrjár kannanir, eina þar sem þeir skoðuðu aðdáendur körfubolta og trú 

þeirra, eina þar sem þeir skoðuðu atvinnumenn í körfubolta og tölur úr leikjum og eina 

þar sem þeir skoðuðu vítaköst atvinnumanna. 

Í fyrstu könnuninni lögðu þeir spurningakönnun fyrir körfuboltaaðdáendur sem 

stunduðu nám við Cornell og Stanford háskóla. Niðurstörðurnar sýndu sterka trú á því 

að leikmenn ættu meiri möguleika á að hitta í körfuna eftir að hafa hitt í körfuna síðustu 

tvö eða þrjú skiptin en það var 91% sem trúði þessu og meirihluti aðspurðra trúði því 

einnig að það sé mikilvægt að gefa boltann á leikmann sem hitti í körfuna úr síðustu 

tveimur til fjórum skotum sínum. Útkoman úr könnuninni var sú að aðdáendur trúa á 

„streak shooting“, þ.e. að þeir leikmenn sem hitta í körfuna séu líklegri til þess að hitta 

aftur í næsta skoti.  

Í annarri könnuninni skoðuðu þeir gögn úr leikjum atvinnumanna. Þeir skoðuðu 

líkurnar á því að leikmaður hitti að gefnu tilliti til hvort hann hitti eða ekki í fyrri skotum, 

tíðni mismunandi raða af skotum þar sem leikmenn hitta eða ekki og að lokum skoða 

þeir stöðugleika árangurs leikmanna milli leikja.  Þegar þeir reiknuðu út líkurnar á því að 

leikmaður hitti í körfuna, gefið að hann hafi hitt í síðustu, tveimur, þremur eða fjórum 

skotum eða ekki hitt í síðustu tveimur, þremur eða fjórum skotum, kom í ljós að 

leikmenn hittu síður ofan í körfuna, gefið að þeir hafi hitt í hana í fyrri skotum. Þessar 
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niðurstöður eru því þvert á trúna um „streak shooting“.  Þegar skoðaðar voru raðir af 

skotum þar sem leikmenn hittu eða ekki komu enn fremur í ljós gögn á móti „streak 

shooting“. Ein röð gæti t.d. verið X000XX0, þar sem fjöldi raða er 4, tvær raðir þar sem 

leikmaðurinn hitti, X, og tvær raðir þar sem leikmaðurinn hitti ekki, 0. Niðurstaðan var 

sú að fjöldi mældra raða var hærri heldur en væntur fjöldi raða, sem þýðir að leikmenn 

hittu eða hittu ekki jafn oft í röð í körfuna og vænting var til. Þriðja greiningin á gögnum 

úr leikjum, þar sem þeir athuguðu hvort munur var á leikmönnum milli leikja leiddi 

engar slíkar niðurstöður í ljós. 

Í þriðju og síðustu könnuninni gerðu þeir tilraun á atvinnuleikmönnum. Leikmenn 

voru beðnir um að skjóta á körfuna, til skiptis hægra og vinstra megin, af stað þar sem 

hittnihlutfall þeirra var 50%. Hver leikmaður skaut hundrað sinnum og voru útkomurnar 

greindar. Fyrir flesta leikmenn voru líkurnar á því að hitta í körfuna, gefið að þeir hittu 

áður, lægri heldur en líkurnar á því að hitta í körfuna, gefið að þeir höfðu ekki hitt. Einnig 

sýndu niðurstöðurnar að líkurnar á að hitta í körfuna, eftir að hafa hitt nokkrum sinnum 

í röð áður voru ekki hærri heldur en líkurnar á því að  hitta í körfuna, eftir að hafa ekki 

hitt í síðustu skotum. Þessar niðurstöður eru einnig þvert á trúna um „streak shotting“. 

Þegar einhver sér mynstur þar sem ekkert mynstur er að finna þá er um delluaðhvarf 

að ræða. Eins og sýnt var fram á í þessari grein trúa flestir aðdáendur, sem og 

atvinnuleikmenn í körfubolta, því að samband sé á milli þess hvort leikmaður hafi hitt í 

körfuna í fyrri skotum og hvort hann muni hitta í körfuna í næsta skoti sínu. Niðurstöður 

úr rannsóknum sem gerðar voru sýna hins vegar ekkert samband þarna á milli. Það eru 

því ekki bara fræðimenn sem gerast sekir um þessi mistök og þau eiga sér ekki bara stað 

í fræðaheiminum heldur einnig í okkar daglega lífi. 
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Það er í eðli mannsins að leita að mynstri í því sem hann sér í hinu daglega lífi. Allt frá 

steinöld hefur maðurinn hegðað sér eftir mynstrum sem hann sér í umhverfi sínu, 

hvenær ber eru þroskuð, hvenær þarf að vera búið að safna forða fyrir veturinn o.s.frv.  

Það kemur því ekki á óvart að fræðimenn leiti að mynstri í gögnum sem þeir skoða. 

Sá er þó gallinn að oft er ekkert mynstur að finna þegar svo sýnist. Hendry (1980) sýndi 

fram á tengsl milli heildar úrkomu í Englandi og verðs, þó geta flestir sagt sér að engin 

tenging sé þarna á milli. Þó svo að kennslubækur vari sterklega við því að gera þessi 

mistök og tiltaki hvernig hægt er að sjá hvort um delluaðhvarf sé að ræða og hvernig 

hægt sé að komast hjá því að lenda í þessari gryfju, virðast fræðimenn, hvort sem það 

eru hagfræðingar, stjórnmálafræðingar, læknar eða aðrir, iðulega sjá samband á milli 

breyta sem þeir eru að greina en hugsa ekki lengra og athuga hvort niðurstöðurnar séu 

bull eða ekki. 

 Algengasta leiðin til þess að meta líkön í hagrannsóknum er venjuleg aðferð 

minnstu kvaðrata. Hún gengur út á það að lágmarka summu leifarliða líkansins sem 

verið er að meta. Til þess að hægt sé að taka mark á niðurstöðum greiningarinnar verða 

nokkrar forsendur að gilda en viðfangsefni ritgerðarinnar, delluaðhvarf, er afleiðing þess 

að forsendurnar brotna. 

Nokkra þætti er vert að skoða þegar búið er að framkvæma aðhvarfsgreiningu til þess 

að ganga úr skugga um að ekki sé um delluaðhvarf að ræða. Helstu stærðirnar sem vert 

er að skoða er skýringarhlutfallið, , fylgnistuðullinn, , Durbin-Watson stærðin, d og 

að lokum mynd af leifarliðum líkansins. Þegar skýringarhlutfallið er hátt og Durbin-

Watson stærðin mjög lág er það sterk vísbending um að um delluaðhvarf sé að ræða og 

niðurstöðurnar ómarktækar. Ágætt getur verið að skoða mynd af leifarliðunum þar sem 

oft er hægt að sjá mynstur í þeim þó svo að ekkert mynstur eigi að vera.  

Það eru ýmsir þættir sem valda því að niðurstöður rannsókna verða marktækar þó 

svo að um sýndarsamband sé að ræða. Þegar skoða á samband tveggja eða fleiri raða 

sem eru ósístæðar er næsta víst að útkoman verði delluaðhvarf. Hvort sem fasti eða 

tímaleitni sé til staðar í röðinni eða ekki er líklegt að jákvæð eða neikvæð fylgni virðist 
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vera á milli þeirra. Þetta gildir þó ekki ef eitthvert langtíma samband er á milli háðu og 

óháðu breytunnar, þ.e. ef þær eru samheildaðar. Ef svo er er hægt að nota raðirnar til 

greiningar án þess að þurfa að hafa áhyggjur af því að útkoman verði delluaðhvarf.  

Ef raðirnar sem nota á eru ósístæðar er auðveldast að taka mismun breytanna, oftast 

dugar að taka fyrsta mismun til þess að röðin verði sístæð og hægt sé að nota hana, 

þegar raðir eru ósístæðar en samheildaðar er gott að notast við villuleiðréttingarlíkön.  

Nokkuð algengt er að fræðimenn birti greinar þar sem delluaðhvarf er að finna. Það 

er því mikilvægt að fræðimenn, sem og aðrir, geri sér grein fyrir alvarleika þess að gera 

þessi mistök. Það er ekki erfitt að fá ágæta mynd af því hvort um delluaðhvarf sé að 

ræða við tímaraðagreiningu eða ekki og því ættu þeir sem þessar aðferðir nota að taka 

sér þann stutta tíma sem það tekur til þess að athuga hvort niðurstöðurnar sem út 

komu séu della eða ekki. Almenningur hefur trú á fræðimönnum sem birta rannsóknir 

sínar opinberlega og treysta því að það sem þeir setja fram sé rétt. Það getur því haft 

alvarlegar afleiðingar í för með sér ef niðurstöður rannsókna sem birtast á opinberum 

vettvangi eru ekki marktækar. 
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Byrjað er á því að skoða módel í líkingu við þetta hér: 

 

þar sem  er háða breytan,  er óháða breytan,  er slembiliður og og  eru 

skurðpunktur og halli línunnar. 

Vænt gildi  er hægt að skrifa á eftirfarandi hátt: 

 

því er hægt að skrifa jöfnuna okkar á eftirfarandi hátt: 

 

Enn er svo hægt að laga til: 

 

Þar sem  =  og . 

Það næsta sem gert er er að draga meðaltalið ( ) frá, báðum megin við 

jafnaðarmerkið. 

 

 er kallað frávik frá meðaltali og eins og sést á mynd 4 er hægt að skipta þessu 

fráviki í tvo hluta. Annar er skýrður, , en hinn er óskýrður,  (Hill, 

Griffiths og Lim, 2008). 
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Mynd 4 – Skýrðir og óskýrðir þættir af  

Heimild: Hill, Griffiths og Lim (2008) 

Ef við síðan hefjum jöfnuna upp í annað veldi og finnum summu þeirra lítur jafnan 

svona út: 

 

ef síðasti liður jöfnunnar er skoðaður fæst eftirfarandi: 

 

svo jafnan verður þá: 

 

Heildarbreytingar í  = breytingar skýrðar af  + óútskýrðar breytingar vegna leifarliðsins 

(Thomas, 1997). 

Hvern lið í jöfnunni er hægt að útskýra á eftirfarandi hátt: 

  er heildarsumma tvívelda (e. total sum of squares) sem útskýrir 
heildarbreytingu í y í kringum meðaltalið 

  er útskýrð summa fervika (e. explained sum of squares) sem 
útskýrir þann hluta breytingarinnar í y í kringum meðaltalið sem hægt er að 
rekja til aðfallsgreiningarinnar 
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  er summa leifarliða í öðru veldi (e. residual sum of squares) sem útskýrir 
þann hluta breytingarinnar í y í kringum meðaltalið sem ekki er hægt að rekja 
til aðfallsgreiningarinnar 

Með þetta í huga sést að jafnan verður 

 

Með þessari jöfnu er svo hægt að finna út skýringarhlutfallið,  

 

Vitað er að: 

 

og að 

 

 

 

þá er hægt að stinga þessu inn í jöfnuna fyrir skýringarhlutfallið og út kemur: 

 

 (Hill, Griffiths og Lim, 2008) 
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-  

Til þess að reikna út prófhendinguna sem prófar  gegn  er eftirfarandi formúla 

notuð: 

 

Hægt er, með smá algebru, að fá eftirfarandi: 

 

 

 

(Hill, Griffiths og Lim, 2008). 

Þar sem , sem er sjálffylgnistuðull, er alltaf á bilinu  verður 

prófhendingin á bilinu . (Gujarati, 2006). 

 

 

 

 


