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Bayesisk matsadferd fyrir ARMA likan {
samfelldum tima

Helgi Témasson

Ef melingum er safnad { timar6d er naudsynlegt ad notast vid timaradalikan vid
alyktanir. T strjalum (disorete) tima hafa ARMA (Auto-Regressive-Moving-Average)
verid mikid notud. Gagnaséfnun a sér oft stad pannig ad tiltekin breyta er meald med
reglulegu millibili, t.d. einu sinni { mdnudi eda einu sinni 4 dag. Ferlid ad baki
gbgnunum er hins vegar oft pannig ad breytan er skilgreind { sérhverjum timapunkti 4
samfelldu bili. G6gnin eru pvi safn strjalla punkta 4 samfelldu ferli. Likan sem er
skilgreint fyrir strjalar malingar er pvi ad hluta had soéfnunartioni. Ef undirliggjandi
ferli er samfellt pa hefur tolfradilegt likan sem skilgreint er { samfelldum tima pann
kost a0 metnir stikar eru audtdlkanlegri og ekki hadir séfnunartioni gagna. Ef
unditliggjandi ferli er samfellt pa hefur pad pvi vissa kosti ad skilgreina tSlfradilegt
likan { samfelldum tima. Hins vegar getur stxrOfraedileg umgengni vid likan {
samfelldum tima verid erfidari.

Sisteett ferli (stationary process) ma nalga med ARMA ferli. Medaltal og dreifni eru
eins og { mérgum 60rum tolfraedilegum likénum lykilstaerdir. Pessi ferli eru had i
tima og er tengslamynstri sliks ferlis yfir tima er Iyst med sjalfdreifnifalli (auto-
covariance-function=acf). Fylgnistudlar eru oft illtdlkanlegir og pvi er Fourier-
ummyndun (Fourier-transforn) sjalfdreifnifallsins notud til ad gefa gleggri mynd. Su
Fourier-ummyndun er kollu® spektralfall (spectral density) ferlisins. Toppar {
spektralfallinu lysa hvada sveiflulengdir eru radandi { breytileika ferlisins.

Tualkun bayesiskrar tOlfredi a likindahugtakinu er frabrugdin hefdbundinnar
tidnitdlkunar. 1 hefdbundinni tidnitdlkun eru likur malikvardi 4 hlutfallslega tidni
atburda. Bayesistar leyfa einnig ad likur geti verid mealikvardi 4 vissu. Hugmyndin er
20 visindamadur setji fram likan sem Iysir vandamali, setji fram vissu sina med
likindadreifngu og uppferir sidan vissu sina med malingunum og reglu Bayes.
Likanid sem visindamadurinn setur fram verdur ad vera rimilegt { einhverjum
skilningi. A arunum upp tur 1950 komu fram visbendingar sem sumir talkudu 4 pann
hatt ad reykingar vaeru mikilvaegur dhattupattur fyrir lungnakrabbamein, sja t.d. Doll
og Hill (1950). Pessar alyktanir voru byggdar 4 einféldum tolfredilikénum og
gbgnum sem menn héfou safnad. Einn af upphafsménnum nutima tolfredi, Fisher,
gagnryndi alyktanir af pessu tagi og sagdi a0 p6 menn hefdu synt fram 4 metin fylgni
veeri 4 milli maelisteerda pa veeri alls ekki bodlegt ad alykta um orsakasamband. Hann
benti 4 a® hugsanlegt veeri ad krabbameinid orskadi reykingarnar, p.e. ad eiginleikinn
a0 geta fengi® krabbamein yki hwttuna 4 ad hefja reykingar, eda ad pad vantadi
einfaldlega mikilvaega skyribreytu i likanid. Pad er alpekkt ad ef mikilveega breytu
vantar { likan pd ma reikna med ad mat 4 dhrifum annara skyristerda brenglist.
Fisher benti 4 a0 hugsanlega vaeri 6mald breyta, t.d. breytur tengdar erfdum, sem
hefdi samtimis ahrif 4 akvOordunina ad hefja reikingar og hattuna a4 ad fa
lungnakrabbamein, en ad reikingar i sjalfu sér pyrftu ekki ad vera neinn dhrifapattur,
Fisher (1957). Cornfield sem sidar vard forseti ASA (American Statistical
Association) hrakti réksemdir Fishers med rékum bayesiskrar tolfredi. b.e. ad pau
tilfelli sem Fisher nefndi veru ekki visindalega rimileg. Fisher vidurkenndi ekki ad
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leyfilegt vaeri a0 nota likindafradilega kvarda a hvad veri rymilegt. DPessi tegund af
deilu ma segja ad hafa kristallad st6duna { hugmyndafraedilegum atékum bayesista og
tidnitalkenda (freguentistics) stéran hluta 20. aldar. Stolley (1991) rekur misheppnada
rokfredi Fishers.

bad voru ekki eingdngu hugmyndafredilegar deilur sem homludu framgangi
bayesista. Txknileg notkun 4 bayesiskri adferdafradi var einnig erfid. Peir sem gatu
hugmyndafradilega hugsad sér bayesiska nalgun { alyktunum ut frda melingum
komust litid aleidis pvi ad til pess ad geta notast vid bayesiskar adferdir pa var
naudsynlegt a0 geta heildad (integrate) tSlulega (numerical). Toluleg heildun er mjog
timafrek adgerd og pvi var baysiskt mat einungis taknilega framkvamanlegt fyrir
allra einféldustu kennslubokarlikén.

A sidustu dratugum uppgvotvudust hermunaradferdir sem asamt framférum i
reiknihrada gerdu ymis baysisk likon sem adur voru einungis fradilegur moguleiki
teknilega adgengileg. Hér er att vid flokk adferda sem oft er taknadur med MCMC
(Markov-Chain-Monte-Carlo). Adferdirnar byggja a likindafradi um Markov kedjur.
Sumar Markov-kedjur hafa jafnvaegisdreifingu og hugmyndin gengur Gt 4 ad hanna
Markov-kedju sem hefur jafnvagisdreifingu sem svarar til dreifingar sem naudsynleg
er vid bayesiska alyktun.

Hvad er rymilegt i timaradalikani? Til pess ad svara slikri spurningu parf ad
hugleida hvers konar sveiflueiginleikar séu rymilegir. Hér er stungid upp ad pvi ad
setja rymilega eiginleika fram 4 formi eiginleika spektralfallsins. I ymsum tilfellum
metti halda pvi fram ad spektralfall ztti ad vera tiltdlulega slétt (smooth). Hugtakid
slétt pyoir ad fallid ma ekki taka mjog krappar beygjur. Ein adferd til ad tryggja
sléttleika er a0 notast vid einhvers konar refsifall. T pessari grein er stungid upp 4
refsifalli sem felur { sér heildun 4 redu (rational) falli. 1 tvinnfallagreiningu (complex
analysis) eru pekktar adferdir sem gera viss heildi radra falla sérlega medferileg. Hér
er att vi0 leifareikning (residue caleulns).

Til ad bayesiskar adferdir séu teknilega nothaefar er naudsynlegt ad hzegt sé ad
leida ut tilteknar likindadreifingar. Naudsynleg er ad hagt sé ad tvinna saman gogn,
likindafredilegt likan og fyrirfam skodanir.

ARMA likon { samfelldum tima

Pegar mzlingum er safnad i timar6d parf ad gera rad fyrir ad forsendan um 6hadar
malingar bresti. Sa forsendubrestur leidir idulega til skritinna alyktana. Naudsynlegt er
ad skilja hvernig timatengslin studla ad sliku. Yule (1926). T hagrannséknum er grein
Granger og Newbold (1974), ,,Spurious Regtression in Econometrics® (delluadhvarf {
hagrannséknum) liklega einna pekktust peirra greina sem vara vid fylgnireikningum {
timar6Oum. Pessar greinar og fleiri undirstrika pvi naudsyn pess ad unni sé med
timaradalikén pegar mealingar eru hadar.

Timar60 er venjulega breyta sem mald er reglulega, t.d. einu sinna 4 ari, manudi,
minttu o.s.frv. I venjulegri timaradagreiningu er pvi timinn of strjall (discrete). Likén
sem byggja 4 strjalum tima eru pvi fyrirferdamest { fredum um timaradir.

Hefdbundin timaramsskilgreining 4 ARMA T strjalum tima er:

Y=Y 1+ -+ ¢plft—p +e+ g1+ + 0q€t—q>

E(e;) =0, E(ees) =0, E(e)o?.
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Hreyfimynstrinu er lyst med mismunajéfnu { maeldu sterdinni og nylegum téfum a
,»White-noise® lidnum. Petta ma einnig setja fram sem marglidur { tafa-virkjanum, L:

O(L)Y; = ©(L)es,
D(z)=1—1z2— - —¢p2?, O(2) =1+ 012+ --042%

Onnur framsetning sem hentar vel { forritun er 4standsforms-framsetningin (staze-
space form). Astandsformid gengur ut 4 a0 malda sterdin sé fall ad margvidum
6maldum vector. Margar utferslur eru til, ein slik er:

lft:(em—lw")el)eo)xt) mzmaX(p,q—l- 1),

X1 =TX; + Repya,

X1 — Xy = (T — )X +sud(noise) = AX; + sud

M
R=(0---1), (1xm),
par sem,
o0 1 0 - 0]
X —m
’r. +1 0 1 0
‘thquE
X, = ) T, = : : : o
) 0 0] 0 cee 1
X ) . ‘
L Om @1 Pr—z * (,»’J)] ]

Pessa tgafu ma medal annars sja hja Brockwell og Davis (1991) eda Harvey (1989).

Hreyfimynstri 6mealda astandsins X(7) er pvi Ifst med linulegtri misjunajéfnu.
Box og Jenkins (1970) skrifudu fraega bok par sem fradi um sisteda (stationary) ARMA
slembiferla (stochastic processes) var tekin saman { heilsteeda adferdafredi sem byggoi 4
pvi ad nalga mazlda ferla med einhverju sem vari hugsanleg ttkoma ur fredilegu
ARMA ferli.

Fradilega eru margir ferlar skilgreindir { samfelldum tima pé svo ad peir séu maldir
reglulega. Ef melilikan er skilgreint { strjalum tima er stikunin, p.c. gildin 4 og had
péttleika maelinga. Ef hegt er ad skilgreina hreyfimynstur melilikans 4 sama formi og
fradilegt likan verdur stikunin 6had péttleika mealinga.

Leid ad framsetningu ARMA likans { samfelldum tima ma f4 med pvi ad skoda
jofnu (1) betur. Vinstri hlidin, er kéllud 4X(#) og ,,noise” lidurinn er t.d. kalladur
AV (). 1 pessari grein er alfari® notast vid normaldreifingu, p.e. a0 W(?), sé Wiener-ferli.
Ymsir héfundar hafa stungi® upp ad notast vid ,,stable“-dreifingar. Slikar dreifingar
hafa ekki stadalfravik og geta verid 6samhverfar og pvi henta til a0 umgangast radir
par sem 6fgakennd og ésamhverf fravik koma fyrir. Klippelberg, Meyer-Brandis og
Schmidt (2009) nota linulegt ARMA hreyfimynstur og stable-dreifingar { greiningu 4
hreyfimynstri { orkuverdi. Pa er astandsjafnan:

dX(f) = AXdt + dW(),

p.e. hreyfimynstri 6malda astandsins er Iyst med linulegri slembinni diffurjéfnu
(stochastic  differential equation). Framsetning ARMA likans { samfelldum tima 2
astandsformi er pvi hlidsted framsetningu ARMA likans { strjalum tima.
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0 1 0 - 0 X(1) Bo=1
0 0o 1 0 Xt) B
A= : oo X)) = : . B= :
0 0o 0 -1 X2
—q, —Qu o —Qy —@ X1 5q

Y(t)=0@FX({t), t>=0,
dX (1) = AX(1) + o RAW,
@
I samfelldum tima er ARMA likanid oft skrifad:

YO + o YOV +-- + 0,V (1) = dWO + B WD 4. 4 g,W D),
)
Hér taknar p-tu afleidu (derivative) ferilsins Y(7). A sama hatt g-tu afleidu ferilsins
W(7). Par sem Wiener-ferlid, (7, hefur engar afleidur ber einungis ad tilka j6fnu (2)

a formlegan hatt. Finnig ma setja (2) fram med marglidum { diffurvirkjanum D,

DY(@0)=Y'(,
a(D)Y (t) = b(D)dW (t)
a(z) = 2P+ a12P oy, b(2)=1+Piz+-+ By2%

Pegar alyktad er um edli slembiferils ut fra malingum 4 einni timar6d parf oft ad
gera rad fyrir einhvers konar stoOugleikahugtaki. Hér er notast vid ,,weak-
stationarity® hugtakid, p.e., medaltal og stadalfravik Y(7) eru fastar (ekki fall af tima) og
sjalfylgnifallio, p.e. fylgni Y(?) og Y(#—1) adeins fall af 7. Eins og Y(?) er sett fram hér
paer E(Y(9)=0,:

o
02 = 028'Veo B, Voo = / expr(As)RR' exp,,(A's)ds,
0

Yr)=EXY@®)Y(t—-r71)) = o exp s (AT) Voo 3.
Hér er ©XP M fylkja-exponential fallid, .

Pad er oft hentugt ad setja fram sisteett ARMA ferli { tiOnirami (frequency-domain). Pa
hugsa menn sér ad ferlid Y(%) sé myndad sem vegin summa 6hadra hendinga par sem
vogirnar eru prihyrningaf6ll:

Y(t) = / T daz(), BdZW) =0, E(dZ(w)dZw)) = f(w)d.

—0o0

Fallid flw) er kallad spektur ferlisins Y(#) og er Fourier-ummyndun y(7).

Bayesiskar matsadferdir

Grundvallarnalgun bayesiskrar adferdafredi er ad leyfilegt sé ad setja fram vissu 4
formi likindadreifingar. Adur en mealingum er safnad er vissan um Gpekkta stika sett
fram 4 formi likindadreifingar, fyrirfram-dreifing (a priori). Sidan er sennileikafall
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(likelibood) reiknad og eftir-a-dreifing (a posteriori) reiknud med reglu Bayes. Regla Bayes
i sinni einf6ldustu mynd er

P(BIA)P(A)

P(A|B) = PE)

par sem P(A|B) pydir likur 4 atburdinum 4 gefid ad atburdurinn B hefur 4att sér
stad. Almennt er skilgrein likan 4 formi péttifalls (density function):

f19),

fyrirfram skodun 4 stikanum O sett fram med péttifallinu:
n(6),
og sidan er gbgnum, og eftir-a-dreifingin:

Oy, ..., Yn) « f(Y1,. .., YalO)1(6).
)

b.e. eftir-a-dreifingin er { hlutfalli vid margfeldi af sennileikafallinu og fyrirfram-
dreifingunni. Strangt til tekid vantar ad deila med akvedinni staerd 1 jofnu (4). St staerd er
oft illreiknanleg, p.e. hun krefst oft margvidrar tSlulegrar heildunar. Einungis einféld
kennslubokartilfelli eru pess edlis ad heaegt sé¢ ad leida ut einfaldar formdlur fyrir eftir-4-
dreifingar. T peim tilfellum parf likanid og fyrirfram-dreifingin ad passa saman med
akvednum heetti, p.e. paer dreifingar mynda ,,conjugate” por. Nutima bayesiskar adferdir
byggja pvi 4 hermunum (simulations), p.e. honnud eru slembiferli sem hafa eftir-a-
dreifinguna sem jafnvagisdreifingu. DPessi ferli eru hermud og meld dreifing
hermanananna notud sem lysing 4 eftir-a-dreifingunum. Nanari utferslum 4 bayesiskei
adferdafredi er Iyst { kennslubokum, t.d., Gelman, Carlin, Stern og Rubin (2004).

Sléttleikakrafa

Ef sistaett slembiferli Iytur normaldreifingu pa eru allar upplysingar um settar fram {
formi medaltals, dreifni(variance) og sjalffylgni. Ef ferlid er ARMA eda CARMA pa
akvardast sjalffylgnin algerleg af sttkunum og (eda og { strjalum likénum). Peir stikar,
og raunar sjalffylgnifallid lika (eins og flestir fylgnistudlar) illtdlkanlegir. Spektral fallid,
Aw) er mun audtdlkanlegra. Ef o er melt { radian 4 timaeiningu pa ma talta Hatt gildi 4
Aw) 1 tiltekinni tidni, sem ad mikill breytileiki sé vegna sveiflu af lengdinni timaeiningar.
Petta ma skyra med mynd 1. Toppurinn er i punktinum 2n (rimlega w=0), p.e. ef
timinn er maeldur { dSgum pa er petta heil sveifla (2n radian) 4 dag.
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Mynd 1. Spektral fall ferlis med dagursveiflu

Hugsanleg bayesisk nalgun veeri ad setja fram eiginleika fw) sem teljist ,,rymilegir®.
Ein slik utfarsla af rymileika veari ad krefast pess ad fallid taki ekki of krappar beyjgur.
Sem demi ma taka ad ef metid er CARMA(20,19) likan af préun hitastigs 4 jordinni
sidust 800.000 arin 4 fast mét. GSgn um hitapréun jardar sidust 800.000 ar eru synd 4
mynd 2. Pessu gbgn eru fengin hja Jouzel o.fl. (2007).

Hiti

-10

-800 -600 —400 -200 0

Mynd 2. Préun hita jardar i 800.000 ar

Pad fall fw) sem svarar till mats 4 pvi likani tekur nokkrar krappar beygjur. A Mynd
3 synir fallid /Ag(f(w)). Log-sennileikafalls metins CARMA(20,19) er -5612.88 en log-
sennileikafalls CARMA(3,2) er -5663.65. Venjuleg log-sennileikaprofsterd er pvi 2(-
5612.88-5663.65) sem er ramlega 100. CARMA(20,19) likanid inniheldur 34 stikum
fleira en CARMA(3,2) og er pessi bzting pvi ,,marktek® { skilningi hefdbundinnar
tolfraedi.
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Mynd 3. Log(f(w)) fyrir metid CARMA(20,19) 4 hitagégnum i 800.000 ar

Metna spektrid 4 myndinni er 6rymilega 6slétt. bvi vaeri hugsanleg nalgun ad reyna
a0 setja 4 einhvers konar sléttleikapvingu.

Hugsanleg adferd til a0 lysa sléttleika flw) vaeri ad reikna:

I (" (@)de.
6

betta heildi er stort ef f hefur mikid af beygjum. bvi vaeri hugsanlegt ad vega petta
heildi 4 méti sennileikafallinum med einhverjum haetti.

Leifareikningur

Heildi eins og synt er i (5) virdast erfid en tvinnfallagreining bydur upp 4 lausnir.
Leifareikningur (residne caleulus) byour upp 4 lausnir 4 éeiginlegum heildum radra falla.
b.e. er /(x) er reett fall (hlutfall tveggja marglida) pa er:

f h(x)dx = 2mi Z Res(h(z)),

par sem summad er yfir leifar (residue) fallsins h. Leifarnar eru reiknadar { peim
punktum sem nefnarinn { fallinu 4 er 0. bar sem spektral fall CARMA ferlis er ratt fall
pa er 6nnur afleida pess 1 60ru veldi einnig raett fall. Nanari tfaerslu 4 leifareikningi er
lyst m.a. 1 Kreyszig (1999). Til ad leifareikningur sé fer leid er naudsynlegt ad geta
fundiod retur { nefnara spektral falls CARMA (p,q).

Umraedur

Bayesisk hugmyndafradin hefur adra tilkun 4 hugtakinu likur en hefdbundin tolfradi.
Ljost er ad { ritdeilunum upp ur 1950 pad hafoi einn af héfudsnillingum tolfredinnar,
R.A. Fisher rangt fyrir sér. Hann var vanur ad efast (og oftast med réttu) um réttmacti
ymissa heilsufarsrannsokna. T pessu tilfelli gat adili, Cornfield, med minni taknilega
tolfredikunnattu, hnitmidadra likani, annari visindaheimspeki og betri tengingu vid
undirliggjandi vandamal nad réttari nalgun, sja Cornfield (1951, 1967). Eins gildir {
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timaradaadferdafredinni ad eiginleikar likans verda ad vera rymilegir. Ljést er hins
vegar a0 ad margir teknilegir erfidleikar eru 4 utferslu bayesiskra adferda fyrir
timaradalikon almennt badi samfelldum og strjalum tima. Leifareikningur Ut tvinn-
fallagreiningu gzti bodid upp 4 nothafar teknilegar ttferslur.
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