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Bayesísk matsaðferð fyrir ARMA líkan í 

samfelldum tíma 

 

Helgi Tómasson 

Ef mælingum er safnað í tímaröð er nauðsynlegt að notast við tímaraðalíkan við 

ályktanir. Í strjálum (discrete) tíma hafa ARMA (Auto-Regressive-Moving-Average) 

verið mikið notuð. Gagnasöfnun á sér oft stað þannig að tiltekin breyta er mæld með 

reglulegu millibili, t.d. einu sinni í mánuði eða einu sinni á dag. Ferlið að baki 

gögnunum er hins vegar oft þannig að breytan er skilgreind í sérhverjum tímapunkti á 

samfelldu bili. Gögnin eru því safn strjálla punkta á samfelldu ferli. Líkan sem er 

skilgreint fyrir strjálar mælingar er því að hluta háð söfnunartíðni. Ef undirliggjandi 

ferli er samfellt þá hefur tölfræðilegt líkan sem skilgreint er í samfelldum tíma þann 

kost að metnir stikar eru auðtúlkanlegri og ekki háðir söfnunartíðni gagna. Ef 

undirliggjandi ferli er samfellt þá hefur það því vissa kosti að skilgreina tölfræðilegt 

líkan í samfelldum tíma. Hins vegar getur stærðfræðileg umgengni við líkan í 

samfelldum tíma verið erfiðari.  

Sístætt ferli (stationary process) má nálga með ARMA ferli. Meðaltal og dreifni eru 

eins og í mörgum öðrum tölfræðilegum líkönum lykilstærðir. Þessi ferli eru háð í 

tíma og er tengslamynstri slíks ferlis yfir tíma er lýst með sjálfdreifnifalli (auto-

covariance-function=acf). Fylgnistuðlar eru oft illtúlkanlegir og því er Fourier-

ummyndun (Fourier-transform) sjálfdreifnifallsins notuð til að gefa gleggri mynd. Sú 

Fourier-ummyndun er kölluð spektralfall (spectral density) ferlisins. Toppar í 

spektralfallinu lýsa hvaða sveiflulengdir eru ráðandi í breytileika ferlisins.  

Túlkun bayesískrar tölfræði á líkindahugtakinu er frábrugðin hefðbundinnar 

tíðnitúlkunar. Í hefðbundinni tíðnitúlkun eru líkur mælikvarði á hlutfallslega tíðni 

atburða. Bayesistar leyfa einnig að líkur geti verið mælikvarði á vissu. Hugmyndin er 

að vísindamaður setji fram líkan sem lýsir vandamáli, setji fram vissu sína með 

líkindadreifngu og uppfærir síðan vissu sína með mælingunum og reglu Bayes. 

Líkanið sem vísindamaðurinn setur fram verður að vera rímilegt í einhverjum 

skilningi. Á árunum upp úr 1950 komu fram vísbendingar sem sumir túlkuðu á þann 

hátt að reykingar væru mikilvægur áhættuþáttur fyrir lungnakrabbamein, sjá t.d. Doll 

og Hill (1950). Þessar ályktanir voru byggðar á einföldum tölfræðilíkönum og 

gögnum sem menn höfðu safnað. Einn af upphafsmönnum nútíma tölfræði, Fisher, 

gagnrýndi ályktanir af þessu tagi og sagði að þó menn hefðu sýnt fram á metin fylgni 

væri á milli mælistærða þá væri alls ekki boðlegt að álykta um orsakasamband. Hann 

benti á að hugsanlegt væri að krabbameinið orskaði reykingarnar, þ.e. að eiginleikinn 

að geta fengið krabbamein yki hættuna á að hefja reykingar, eða að það vantaði 

einfaldlega mikilvæga skýribreytu í líkanið. Það er alþekkt að ef mikilvæga breytu 

vantar í líkan þá má reikna með að mat á áhrifum annara skýristærða brenglist. 

Fisher benti á að hugsanlega væri ómæld breyta, t.d. breytur tengdar erfðum, sem 

hefði samtímis áhrif á ákvörðunina að hefja reikingar og hættuna á að fá 

lungnakrabbamein, en að reikingar í sjálfu sér þyrftu ekki að vera neinn áhrifaþáttur, 

Fisher (1957). Cornfield sem síðar varð forseti ASA (American Statistical 

Association) hrakti röksemdir Fishers með rökum bayesískrar tölfræði. Þ.e. að þau 

tilfelli sem Fisher nefndi væru ekki vísindalega rímileg. Fisher viðurkenndi ekki að 



 Helgi Tómasson 

 

2 

 

leyfilegt væri að nota líkindafræðilega kvarða á hvað væri rýmilegt. Þessi tegund af 

deilu má segja að hafa kristallað stöðuna í hugmyndafræðilegum átökum bayesista og 

tíðnitúlkenda (frequentistics) stóran hluta 20. aldar. Stolley (1991) rekur misheppnaða 

rökfræði Fishers. 

Það voru ekki eingöngu hugmyndafræðilegar deilur sem hömluðu framgangi 

bayesista. Tæknileg notkun á bayesískri aðferðafræði var einnig erfið. Þeir sem gátu 

hugmyndafræðilega hugsað sér bayesíska nálgun í ályktunum út frá mælingum 

komust lítið áleiðis því að til þess að geta notast við bayesískar aðferðir þá var 

nauðsynlegt að geta heildað (integrate) tölulega (numerical). Töluleg heildun er mjög 

tímafrek aðgerð og því var baysískt mat einungis tæknilega framkvæmanlegt fyrir 

allra einföldustu kennslubókarlíkön. 

Á síðustu áratugum uppgvötvuðust hermunaraðferðir sem ásamt framförum í 

reiknihraða gerðu ýmis baysísk líkön sem áður voru einungis fræðilegur möguleiki 

tæknilega aðgengileg. Hér er átt við flokk aðferða sem oft er táknaður með MCMC 

(Markov-Chain-Monte-Carlo). Aðferðirnar byggja á líkindafræði um Markov keðjur. 

Sumar Markov-keðjur hafa jafnvægisdreifingu og hugmyndin gengur út á að hanna 

Markov-keðju sem hefur jafnvægisdreifingu sem svarar til dreifingar sem nauðsynleg 

er við bayesíska ályktun. 

Hvað er rýmilegt í tímaraðalíkani?  Til þess að svara slíkri spurningu þarf að 

hugleiða hvers konar sveiflueiginleikar séu rýmilegir. Hér er stungið upp að því að 

setja rýmilega eiginleika fram á formi eiginleika spektralfallsins. Í ýmsum tilfellum 

mætti halda því fram að spektralfall ætti að vera tiltölulega slétt (smooth). Hugtakið 

slétt þýðir að fallið má ekki taka mjög krappar beygjur. Ein aðferð til að tryggja 

sléttleika er að notast við einhvers konar refsifall. Í þessari grein er stungið upp á 

refsifalli sem felur í sér heildun á ræðu (rational) falli. Í tvinnfallagreiningu (complex 

analysis) eru þekktar aðferðir sem gera viss heildi ræðra falla sérlega meðfærileg. Hér 

er átt við leifareikning (residue calculus). 

Til að bayesískar aðferðir séu tæknilega nothæfar er nauðsynlegt að hægt sé að 

leiða út tilteknar líkindadreifingar. Nauðsynleg er að hægt sé að tvinna saman gögn, 

líkindafræðilegt líkan og fyrirfam skoðanir. 

ARMA líkön í samfelldum tíma 

Þegar mælingum er safnað í tímaröð þarf að gera ráð fyrir að forsendan um óháðar 

mælingar bresti. Sá forsendubrestur leiðir iðulega til skrítinna ályktana. Nauðsynlegt er 

að skilja hvernig tímatengslin stuðla að slíku. Yule (1926). Í hagrannsóknum er grein 

Granger og Newbold (1974), „Spurious Regression in Econometrics“ (delluaðhvarf í 

hagrannsóknum) líklega einna þekktust þeirra greina sem vara við fylgnireikningum í 

tímaröðum. Þessar greinar og fleiri undirstrika því nauðsyn þess að unni sé með 

tímaraðalíkön þegar mælingar eru háðar. 

Tímaröð er venjulega breyta sem mæld er reglulega, t.d. einu sinna á ári, mánuði, 

mínútu o.s.frv. Í venjulegri tímaraðagreiningu er því tíminn of strjáll (discrete). Líkön 

sem byggja á strjálum tíma eru því fyrirferðamest í fræðum um tímaraðir. 

Hefðbundin tímarúmsskilgreining á ARMA Í strjálum tíma er:  
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Hreyfimynstrinu er lýst með mismunajöfnu í mældu stærðinni  og nýlegum töfum á 

„white-noise“ liðnum. Þetta má einnig setja fram sem margliður í tafa-virkjanum, L: 

 

 

Önnur framsetning sem hentar vel í forritun er ástandsforms-framsetningin (state-

space form). Ástandsformið gengur út á að mælda stærðin sé fall að margvíðum 

ómældum vector. Margar útfærslur eru til, ein slík er:  

 

 

 
(1) 

 

þar sem,  

 

Þessa útgáfu má meðal annars sjá hjá Brockwell og Davis (1991) eða Harvey (1989). 

Hreyfimynstri ómælda ástandsins X(t) er því lýst með línulegri misjunajöfnu. 

Box og Jenkins (1970) skrifuðu fræga bók þar sem fræði um sístæða (stationary) ARMA 

slembiferla (stochastic processes) var tekin saman í heilstæða aðferðafræði sem byggði á 

því að nálga mælda ferla með einhverju sem væri hugsanleg útkoma úr fræðilegu 

ARMA ferli. 

Fræðilega eru margir ferlar skilgreindir í samfelldum tíma þó svo að þeir séu mældir 

reglulega. Ef mælilíkan er skilgreint í strjálum tíma er stikunin, þ.e. gildin á og háð 

þéttleika mælinga. Ef hægt er að skilgreina hreyfimynstur mælilíkans á sama formi og 

fræðilegt líkan verður stikunin óháð þéttleika mælinga. 

Leið að framsetningu ARMA líkans í samfelldum tíma má fá með því að skoða 

jöfnu (1) betur. Vinstri hliðin,  er kölluð dX(t) og „noise“ liðurinn er t.d. kallaður 

dW(t). Í þessari grein er alfarið notast við normaldreifingu, þ.e. að W(t), sé Wiener-ferli. 

Ýmsir höfundar hafa stungið upp að notast við „stable“-dreifingar. Slíkar dreifingar 

hafa ekki staðalfrávik og geta verið ósamhverfar og því henta til að umgangast raðir 

þar sem öfgakennd og ósamhverf frávik koma fyrir. Klüppelberg, Meyer-Brandis og 

Schmidt (2009) nota línulegt ARMA hreyfimynstur og stable-dreifingar í greiningu á 

hreyfimynstri í orkuverði. Þá er ástandsjafnan:  

 

 

þ.e. hreyfimynstri ómælda ástandsins er lýst með línulegri slembinni diffurjöfnu 

(stochastic differential equation). Framsetning ARMA líkans í samfelldum tíma á 

ástandsformi er því hliðstæð framsetningu ARMA líkans í strjálum tíma. 
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(2) 

Í samfelldum tíma er ARMA líkanið oft skrifað:  

 
(3) 

Hér táknar  p-tu afleiðu (derivative) ferilsins Y(t). Á sama hátt q-tu afleiðu ferilsins 

W(t). Þar sem Wiener-ferlið, W(t), hefur engar afleiður ber einungis að túlka jöfnu (2) 

á formlegan hátt. Einnig má setja (2) fram með margliðum í diffurvirkjanum D, 

DY(t)=Y'(t), 

 

 

 Þegar ályktað er um eðli slembiferils út frá mælingum á einni tímaröð þarf oft að 

gera ráð fyrir einhvers konar stöðugleikahugtaki. Hér er notast við „weak-

stationarity“ hugtakið, þ.e., meðaltal og staðalfrávik Y(t) eru fastar (ekki fall af tíma) og 

sjálfylgnifallið, þ.e. fylgni Y(t) og Y(t−τ) aðeins fall af τ. Eins og Y(t) er sett fram hér 

þá er E(Y(t))=0, :  

 

 

Hér er  fylkja-exponential fallið, .  

Það er oft hentugt að setja fram sístætt ARMA ferli í tíðnirúmi (frequency-domain). Þá 

hugsa menn sér að ferlið Y(t) sé myndað sem vegin summa óháðra hendinga þar sem 

vogirnar eru þríhyrningaföll: 

 

Fallið f(ω) er kallað spektur ferlisins Y(t) og er Fourier-ummyndun γ(τ). 

Bayesískar matsaðferðir 

Grundvallarnálgun bayesískrar aðferðafræði er að leyfilegt sé að setja fram vissu á 

formi líkindadreifingar. Áður en mælingum er safnað er vissan um óþekkta stika sett 

fram á formi líkindadreifingar, fyrirfram-dreifing (a priori). Síðan er sennileikafall 
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(likelihood) reiknað og eftir-á-dreifing (a posteriori) reiknuð með reglu Bayes. Regla Bayes 

í sinni einföldustu mynd er  

 

þar sem P(A|B) þýðir líkur á atburðinum A gefið að atburðurinn B hefur átt sér 

stað. Almennt er skilgrein líkan á formi þéttifalls (density function):  

 

fyrirfram skoðun á stikanum Θ sett fram með þéttifallinu:  

 

og síðan er gögnum, og eftir-á-dreifingin:  

 
(4) 

Þ.e. eftir-á-dreifingin er í hlutfalli við margfeldi af sennileikafallinu og fyrirfram-

dreifingunni. Strangt til tekið vantar að deila með ákveðinni stærð í jöfnu (4). Sú stærð er 

oft illreiknanleg, þ.e. hún krefst oft margvíðrar tölulegrar heildunar. Einungis einföld 

kennslubókartilfelli eru þess eðlis að hægt sé að leiða út einfaldar formúlur fyrir eftir-á-

dreifingar. Í þeim tilfellum þarf líkanið og fyrirfram-dreifingin að passa saman með 

ákveðnum hætti, þ.e. þær dreifingar mynda „conjugate“ pör. Nútíma bayesískar aðferðir 

byggja því á hermunum (simulations), þ.e. hönnuð eru slembiferli sem hafa eftir-á-

dreifinguna sem jafnvægisdreifingu. Þessi ferli eru hermuð og mæld dreifing 

hermanananna notuð sem lýsing á eftir-á-dreifingunum. Nánari útfærslum á bayesískri 

aðferðafræði er lýst í kennslubókum, t.d., Gelman, Carlin, Stern og Rubin (2004).  

Sléttleikakrafa 

Ef sístætt slembiferli lýtur normaldreifingu þá eru allar upplýsingar um settar fram í 

formi meðaltals, dreifni(variance) og sjálffylgni. Ef ferlið er ARMA eða CARMA þá 

ákvarðast sjálffylgnin algerleg af stikunum og (eða  og í strjálum líkönum). Þeir stikar, 

og raunar sjálffylgnifallið líka (eins og flestir fylgnistuðlar) illtúlkanlegir. Spektral fallið, 

f(ω) er mun auðtúlkanlegra. Ef ω er mælt í radian á tímaeiningu þá má túlta Hátt gildi á 

f(ω) í tiltekinni tíðni, sem að mikill breytileiki sé vegna sveiflu af lengdinni tímaeiningar. 

Þetta má skýra með mynd 1. Toppurinn er í punktinum 2π (rúmlega ω=6), þ.e. ef 

tíminn er mældur í dögum þá er þetta heil sveifla (2π  radían) á dag. 
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Mynd 1. Spektral fall ferlis með dægursveiflu 

 

Hugsanleg bayesísk nálgun væri að setja fram eiginleika f(ω) sem teljist „rýmilegir“. 

Ein slík útfærsla af rýmileika væri að krefast þess að fallið taki ekki of krappar beyjgur. 

Sem dæmi má taka að ef metið er CARMA(20,19) líkan af þróun hitastigs á jörðinni 

síðust 800.000 árin á fást möt. Gögn um hitaþróun jarðar síðust 800.000 ár eru sýnd á 

mynd 2. Þessu gögn eru fengin hjá Jouzel o.fl. (2007). 

 

Mynd 2. Þróun hita jarðar í 800.000 ár 

 

Það fall f(w) sem svarar till mats á því líkani tekur nokkrar krappar beygjur. Á Mynd 

3 sýnir fallið log(f(w)). Log-sennileikafalls metins CARMA(20,19) er -5612.88 en log-

sennileikafalls CARMA(3,2) er -5663.65. Venjuleg log-sennileikaprófstærð er því 2(-

5612.88–5663.65) sem er rúmlega 100. CARMA(20,19) líkanið inniheldur 34 stikum 

fleira en CARMA(3,2) og er þessi bæting því „marktæk“ í skilningi hefðbundinnar 

tölfræði. 
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Mynd 3. Log(f(ω)) fyrir metið CARMA(20,19) á hitagögnum í 800.000 ár  

 

Metna spektrið á myndinni er órýmilega óslétt. Því væri hugsanleg nálgun að reyna 

að setja á einhvers konar sléttleikaþvingu. 

 

Hugsanleg aðferð til að lýsa sléttleika f(ω) væri að reikna:  

 
(5) 

Þetta heildi er stórt ef f hefur mikið af beygjum. Því væri hugsanlegt að vega þetta 

heildi á móti sennileikafallinum með einhverjum hætti.  

Leifareikningur 

Heildi eins og sýnt er í (5) virðast erfið en tvinnfallagreining býður upp á lausnir. 

Leifareikningur (residue calculus) býður upp á lausnir á óeiginlegum heildum ræðra falla. 

Þ.e. er h(x) er rætt fall (hlutfall tveggja margliða) þá er:  

 

þar sem summað er yfir leifar (residue) fallsins h. Leifarnar eru reiknaðar í þeim 

punktum sem nefnarinn í fallinu h er 0. Þar sem spektral fall CARMA ferlis er rætt fall 

þá er önnur afleiða þess í öðru veldi einnig rætt fall. Nánari útfærslu á leifareikningi er 

lýst m.a. í Kreyszig (1999). Til að leifareikningur sé fær leið er nauðsynlegt að geta 

fundið rætur í nefnara spektral falls CARMA(p,q). 

Umræður 

Bayesísk hugmyndafræðin hefur aðra túlkun á hugtakinu líkur en hefðbundin tölfræði. 

Ljóst er að í ritdeilunum upp úr 1950 það hafði einn af höfuðsnillingum tölfræðinnar, 

R.A. Fisher rangt fyrir sér. Hann var vanur að efast (og oftast með réttu) um réttmæti 

ýmissa heilsufarsrannsókna. Í þessu tilfelli gat aðili, Cornfield, með minni tæknilega 

tölfræðikunnáttu, hnitmiðaðra líkani, annari vísindaheimspeki og betri tengingu við 

undirliggjandi vandamál náð réttari nálgun, sjá Cornfield (1951, 1967). Eins gildir í 
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tímaraðaaðferðafræðinni að eiginleikar líkans verða að vera rýmilegir. Ljóst er hins 

vegar að að margir tæknilegir erfiðleikar eru á útfærslu bayesískra aðferða fyrir 

tímaraðalíkön almennt bæði samfelldum og strjálum tíma. Leifareikningur út tvinn-

fallagreiningu gæti boðið upp á nothæfar tæknilegar útfærslur.   
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