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Útdráttur

Bayes aðferðafræðin nálgast líkindahugtakið með öðrum hætti en algengt er. Í þessari
ritgerð athuga ég hvernig þær aðferðir virka í hagrannsóknum og við ákvörðunartöku. Þar
sem ekki er aðeins um reiknireglur að ræða heldur einnig viðhorf um hvernig nálgast skuli
tölfræðirannsóknir verður fjallað bæði um tæknileg atriði og söguleg.

Bayes aðferðir eru einkum nýttar til að tengja saman vísindalegar kenningar og töl-
fræðileg líkön, en notkun fyrirfram dreifinga hafa valdið deilum um það hvort þær séu of
huglægar. Ég fjalla einnig um tilgátupróf og sýni að þau geta einnig verið huglæg. Bayes
aðferðir við mat á tilgátum hafa ýmsa kosti fram yfir þau því að þær eru huglægar á þann
hátt að það er auðvelt að gera sér grein fyrir því á meðan oft er erfiðara að átta sig á því í
tilgátuprófum.

Í ritgerðinni kemst ég að þeirri niðurstöðu að þekking rannsakandans skiptir máli og í
ýmsum greinum eins og t.d. fræðilegri ákvörðunartöku nýtist Bayes aðferðafræðin vel.
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Kafli 1

Inngangur

Gögnin sem við vinnum með í tölfræði eru af öllum stærðum og gerðum, þau geta verið
tímaraðir, panel gögn eða margt annað. Þótt sum gögnin virðist verða til með handa-
hófskenndum hætti er það sjaldnast tilfellið, alltaf eru einhver ferli þar að baki, e. Data
Generating Processes - (DGP). Ef greina á þessi gögn með einhverjum árangri verðum við
að skilja þessa ferla. Hagfræði er rík af kenningum um hvernig hagkerfi virka svo það eru
margar hugmyndir til um DGP innan þeirrar greinar. [Granger, 2003]

Tölfræði hefur þróast mikið frá upphafi sem rekja má margar aldir aftur í tímann.
Áður voru einungis einfaldar aðgerðir í boði til að vinna með gögn en nú eru til margir
hugmyndaskólar um hvernig á að vinna með gögn sem hver býður upp á fjölda flókinna
aðferða til að fá sem mestar upplýsingar úr gagnasöfnum.

Þrátt fyrir þessa tæknilegu fullkomnun eru merki um ákveðna stöðnun. Til eru fjölda-
mörg dæmi um slæma notkun á tölfræði, til dæmis með því að nota léleg gagnasöfn til
að styðja kenningar sem ganga gegn betri vitund manna [Stolley, 1991] eða bara einfaldri
mistúlkun á p-gildum í tilgátuprófum.

Til að hagnýt notkun á tölfræðigreiningu eigi að geta skilað árangri hlýtur að vera
mikilvægt að rannsaka aðferðafræðina og hafa viðmið um hvað sé góð og hvað sé slæm
tölfræði. Í flestum háskólanámskeiðum í tölfræði á grunnstigi er lagt út frá svokölluðum
frequentist skóla sem inniheldur algengar aðferðir við gagnavinnslu. Í þessari ritgerð ætla
ég hins vegar að fjalla um Bayes aðferðafræði en þær gera vísindamönnum kleift að tengja
rökstuddar skoðanir á DGP við tölfræðileg líkön.

Í Bayes aðferðafræði má nota fyrri vitneskju eða innsæi sérfræðinga á hverju sviði til
að fá enn nákvæmari niðurstöður. Þá verðum við að rýna í öll gögn og skoða þau með
hliðsjón af innsæi fyrir viðfangsefninu. Með Bayes aðferðum má setja rökstuddar skorður
á mögulegar útkomur, þessi aðferð hefur oft augljósara notagildi í raunvísindum heldur en
hagvísindum.

Bayes aðferðafræðin vakti athygli í upphafi og var notuð. Síðar féll hún í skuggan af
öðrum aðferðum. Ástæðuna fyrir því má rekja til þess að þegar dæmin verða flóknari eykst
flækjustigið í útreikningum hratt en reiknigeta hefur á seinni tímum náð því stigi að þessi
tækni er orðin hagnýt.

Viðfangsefni þessarar ritgerðar er að rannsaka Bayes aðferðafræðina ítarlega og kanna
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hvernig hún gagnast hagfræðingum.

• Í 2. kafla verður farið yfir sögu tölfræðinnar í heild til að sjá hvar Bayes aðferðir
passa í heildar samhengi fræðigreinarinnar.

• Í 3. kafla verður farið yfir grunnstoðir Bayes skólans.

• Í 4. kafla verður tæknileg yfirferð á hvernig Bayes aðferðin er notuð við stikamat.

• Í 5. kafla verður farið yfir muninn á Bayes og frequentist aðferðum í tilgátuprófum.

• Í 6. kafla verður athugað hvernig Bayes aðferðir nýtast í ákvörðunartöku.

• Í 7. kafla verður samantekt á niðurstöðum.
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Kafli 2

Saga tölfræðinnar

Áhugavert er að sjá hvernig tölfræðilegar aðferðir hafa þróast í gegn um tímann. Sagan
einkennist af átökum, menn byggðu kenningar sínar á verkum annarra, deildu um uppruna
hugmynda á meðan aðrar runnu í gleymsku. Oft var tekist á um andstæðar kenningar. Hér
mun ég hér fjalla um nokkur mikilvæg skref sem voru tekin í átt að nútíma ályktunarfræði.

2.1 Samlagning mælinga

Framsetning aðferðar minnstu kvaðrata átti sér nokkuð langan aðdraganda en hann hófst
um miðja 18. öld. Fram að því höfðu stærðfræðingar og vísindamenn verið tregir til
að leggja saman mælingar nema í undantekningartilvikum, til var svokölluð Cotes rule
sem leyfði samlagningu mælinga til að auka nákvæmni ef þær voru teknar undir sömu
kringumstæðum. Ef við berum saman rannsóknir tveggja manna árin 1749 og 1750 má sjá
hvernig þetta viðhorf breyttist.

Árið 1749 gerði Leonhard Euler tilraun til að mæla hreyfingar Júpíters og Satúrnusar
á himninum. Hann hafði stórt gagnasafn sem náði 140 ár aftur í tímann með mælingum
annara til úrvinnslu. Þar sem hann var stærðfræðingur vildi hann ekki leggja mælingarnar
saman því við það myndi stærsta mögulega mæliskekkja aukast. Þetta er stærðfræðilega
rétt en í dag vitum við að við samlagningu mælinga minnkar hlutfallsleg mæliskekkja.

Árið eftir vann Tobias Mayer rannsókn á ferli tunglsins um jörðina. Gögnin sem hann
vann með voru sama eðlis og þau sem Euler vann með. Ólíkt honum var Mayer starfandi
stjörnufræðingur og hafði gert sínar mælingar sjálfur og leit hann svo á að skekkjan í sínum
gögnum væri slembin. Því taldi Mayer að hægt væri að fá nákvæmari mælingar á hreyf-
ingu tunglsins með því að skeyta öllum mælingunum saman. Hann taldið mæliskekkju
minnka í föstu hlutfalli við fjölda mælinga, n sem var skeytt saman. Hins vegar sýndu
rannsóknir Abrahams DeMoivres að mæliskekkja minnkar við bestu aðstæður í hlutfalli
við kvaðratrótina af úrtakinu,

√
n. Aðferð Mayers náði takmarkaðri útbreiðslu þar sem

hann setti hana ekki fram almennt heldur notaði hana einungis í sínu sérstaka tilfelli.
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Næstu áratugina reyndu margir færir stærðfræðingar, þ.á.m. Laplace, að setja fram
almenna kenningu um samlagningu mælinga. Árið 1805 birti Adrien-Marie Legendre
aðferð minnstu kvaðrata. Þar sýndi hann fram á ef jafna er línuleg ai = −bix−ciy−fiz−
· · · + Ei, þar sem a, b, c, f eru fastar en x, y, z óþekktar stærðir, finnist jafnvægi sem best
nálgast rétt gildi með því að lágmarka summu kvaðratanna. Þessi aðferð náði svo skjótri
útbreiðslu að að fá önnur dæmi eru til um slíkt í sögu vísindalegra aðferða. Kenning hans
hefur hún náð að lifa lítt breytt til dagsins í dag.[Stigler, 1986]

2.2 Andhverfar líkur

Líkindafræði tók hugmyndafræðilegum stakkaskiptum á átjándu öld. Eftir að menn á borð
við Thomas Simpson o.fl. komu fram með hugmyndina um slembidreifða leifarliði fylgdi
skrefið að andhverfum líkindum. Gefum okkur sambandið P = O − e þar sem e er
leifarliður, O mæld stærð og P runvörulegt gildi. Ef P er fasti og e slembið og symmetrískt
dreift fæst dreifing fyrir O. Á sama hátt fæst dreifing fyrir P ef við gefum okkur að O sé
gefin stærð.

Englendingurinn Thomas Bayes var fyrstur til að leiða út lögmál um andhverf líkindi,
Bayes theorem, í ritgerð sinni "An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of
Chances". Hún var gefin út 1763, tveimur árum eftir andlát hans. Ritgerðin vakti ekki
mikla athygli og barst ekki um meiginland Evrópu fyrr en um 1780.

Pierre-Simon Laplace leiddi sama lögmál út í ritgerð sem birtist 1774. Ólíkt Bayes sem
leiddi regluna út frá líkindafræðilegum samböndum birti Laplace regluna í byrjun sinnar
ritgerðar og gaf litlar skýringar á því hvaðan hann fékk hana. Eftirfarandi tilvitnun er úr
ritgerð Laplace [Stigler, 1986, p. 102].

If an event can be produced by a number n of different causes, then the proba-
bilities of these causes given the event are to each other as the probabilities
of the event given the causes, and the probability of the existance of each of
these is equal to the probability of the event given that cause, divided by the
sum of all the probabilities of the event given each of these causes. (Laplace,
1774, p. 623)

Þetta má setja fram á formlegan máta. Gefum okkur að A1, A2, . . . , An séu n orsakir
og E atburðurinn sem um ræðir. Þá fæst;

P (Ai|E) =
P (E|Ai)�
j P (E|Aj)

(2.1)

en þetta er ígildi Bayes theorem með jöfnum fyrirframmlíkindum, P (Ai) = 1/n.
Laplace leit ekki á það sem takmörkun heldur þyrfti að brjóta orsakirnar niður í smæsta
samnefnara þannig að líkurnar á hverjum og einum væru jafnar. Hann hélt áfram að þróa
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kenninguna í ritgerðum sem hann birti 1781 og 1786 og beitti henni í rannsóknum sín-
um í stjörnufræði, landmælingum, veðurfræði, mannfjölda tölfræði og jafnvel lögfræði.
Laplace er sagður hafa beitt Bayes theorem til að velja hvaða vandamálum í stjörnufræði
hann ætti að einbeita sér að, þannig hafi hann náð að vera jafn afkastamikill og raun ber
vitni. Aðferðin fólst í að finna fyrir hvaða vandamál mesti munurinn væri á væntum út-
komum úr tilraunum miðað við þá þekkingu sem var til staðar og raunverulegum mæling-
um. [Jaynes, 1985]

Það tók Laplace nokkur ár að átta sig á því að með beitingu andhverfra líkinda kom
upp heimspekilegur vandi um þörf á nýrri skilgreiningu á líkum. Á árunum 1837 til 1843
unnu að minnsta kosti sex manns að nýrri skilgreiningu á líkum. Þeir sex sem hér um ræðir
voru; Siméon Denis Poisson, Bernard Bolzano, Robert Leslie Ellis, Jacob Friedrich Fries,
John Stuart Mill og Antoine Augustin Cournot. [Fienberg, 2006]

Vegna framsetningarinnar á reglunni er óljóst hvernig Laplace leiddi hana út en ekkert
bendir til að hann hafi vitað af reglu Bayes, frekar er talið að hann hafi fengið hugmyndina
þegar hann vann að því að finna besta miðgildi.

Mynd 2.1: Skýringamyndir sem fylgdu útleiðslu Laplace á besta miðgildi.
[Stigler, 1986, p. 107]
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Laplace gaf sér líkindafall fyrir leifaliðinn eins og sést í Fig.2, Mynd 2.1 sem þurfti
að uppfylla þrjú skilyrði; vera symmetrískt um rétt gildi, minnka í átt að KP ásnum og
summast upp í 1. Hann glímdi við tvö vandamál, annars vegar að velja rétta dreifingu
og hins vegar hvernig ætti að finna miðgildið af gefinni líkindadreifingu. Það var ekki
fyrr en hann sá verk Carl Friedrich Gauss að hann lagði saman Central Limit Theorem,
normaldreifingu Gauss og samlagningu mælinga í heildstætt regluverk. [Stigler, 1986]

2.3 Útbreiðsla tölfræðinnar

Það voru aðallega stjörnu- og eðlisfræðingar sem byrjuðu að beita tölfræðilegum aðferð-
um upp úr 1700 en félagsvísindin voru sein að taka upp tölfræðilegar aðferðir. Það skýrist
af hluta til vegna þess að erfitt er að endurtaka tilraunir í félagsvísindum. Í eðlisfræði gilda
alltaf sömu grundvallarlögmál við tilraunir. Í sálfræði er hægt að haga tilraunum þannig
að þær séu endurteknar nokkurn vegin við sömu skilyrði þegar þær eru endurteknar en
í félagsvísindum getur grundvöllur tilraunar gerbreyst. Laplace reyndi að meta fæðing-
artíðni í Frakklandi árið 1814 út frá mælingum sem voru teknar í nokkrum landshlutum.
Kenningar um slembiúrtök voru ekki þróaðar á þessum tíma en tilraunin var greinilega
hönnuð til að hafa sömu eiginleika og slembiúrtök gera í dag. Laplace var því gagnrýndur
þar sem ekki var talið að neinn einn landshluti gæti verið lýsandi fyrir Frakkland, til þess
væri fjölbreytnin of mikil. Eina leiðin til að fá rétt mat væri með því að mæla allt landið.

Adolphe Quetelet reyndi einnig að beita tölfræði á félagsvísindi en hann náði takmörk-
uðum árangri. Quetelet vildi ná árangri í greiningu félagslegra lögmála á við það sem náðst
hafði í stjörnufræði. Á árunum 1827-1835 safnaði hann upplýsingum um ýmsar félags-
legar breytur og reyndi að búa til tölfræðilegan "meðalmann"sem væri hægt að álykta um
hegðun fólks í stórum dráttum og aðgerðir hvers einstaklings mætti lýsa sem fráviki frá
meðaltali. Með þessari aðferð náði hann m.a. að greina nokkurn veginn hvernig hæð fólks
þróaðist með aldri og rannsakaði hann réttarfar með sama hætti.[Stigler, 1986] Quetelet
varaði við því að ekki væri hægt að taka gögnin alvarlega án þess að byggja á einhverju
orsakasambandi, til dæmis hafði verið bent á að eignarspjöll og innbrot væru algengari í
bæjarfélögum þar sem menntunarstig væri hátt og því mögulegt samband milli menntunar
og glæpahneigðar.[Siegfried, 2006]

2.4 Nútíma tölfræði

Fyrsta bylgja klassískrar tölfræði hófst með mönnum eins og Francis Galton og Karl Pe-
arson. Þeir voru með stór gagnasett og greindu þau með alls kyns prófum.[Stigler, 1986]
R.A. Fisher beitti annarri hugmyndafræði. Hann bjó til líkön og ályktaði um raunveruleik-
ann út frá þeim. Þessi aðferðafræði er ráðandi í dag. Grundvöllurinn er endurtakanleiki
þess, þ.e.a.s. líkan þarf að gefa sömu niðurstöður ef það er prófað oft. Fisher var á móti
aðferðum Bayes skólans, hann byggði ályktunarfræði sína á tilgátuprófum. [Tomasson,
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2009]
Fisher var með sína eigin útgáfu á tilgátuprófum og deildi við Jerzy Neyman og Egon

Pearson um hvernig ætt að setja þau fram og túlka. Útgáfa Fishers fólst í að setja fram
núlltilgátu, velja prófstærð sem er fall af úrtakinu, ef hún er stór er því tekið sem vísbend-
ingu gegn núlltilgátunni. Svo er reiknað P-gildi sem er vísir á það hversu sterklega gögnin
hafna núlltilgátunni. Það er algengt að þessi P-gildi séu mistúlkuð en fjallað verður um
það í sérstökum kafla um tilgátupróf. Neyman og Pearson töldu að ef hafna ætti núlltilgáu
kæmi upp ákvörðunarvandi þannig að það þyrfti að vera gagntilgáta sem yrði tekin gild
í staðinn. Þeir höfðu einnig Type I og Type II error probabilities, α = P0(hafna H0) og
β = P1(samþykkja H0) í sínu prófi. Tilgátuprófin sem eru notuð í dag innihalda eiginleika
beggja útgáfa.

Harold Jeffreys setti fram Bayesískt svar við tilgátuprófum byggðu á Bayes factor,
B(x) = f(x|θ0)/f(x|θ1). Ef B(x) ≤ 1 ætti að hafna núlltilgátunni en B(x) ≥ 1 styður
hana. [Berger, 2003] Síðan eru notuð eftirálíkindi til að túlka styrkleika niðurstöðunnar.
Ef við gefum okkur jöfn fyrirframlíkindi fást þau með formúlunum;

Pr(H0|x) =
B(x)

1 + B(x)
eða Pr(H1|x) =

1

1 + B(x)
(2.2)

Tilgátupróf hafa orðið gríðarlega vinsæl meðal vísindamanna. Áherslan sem er lögð
á P-gildin í ýmsum rannsóknum hefur þó ýmsa ókosti í för með sér og dregur athyglina
frá því hvort tölfræðilega líkanið henti vísindalega ferlinu sem verið er að rannsaka. Í
[Tomasson, 2009, p. 27] er m.a. vitnað í C. Chatfield sem segir;

The result is that non-statisticians tend to place undue reliance on single ’cook-
book’ techniques, and it has for example become impossible to get results pu-
blished in some medical, psychological and biological journals without report-
ing significance values even if of doubtful validity. It is sad that students may
actually be more confused and less numerate at the end of a ’service cour-
se’ than they were at the beginning, and more likely to overlook a descriptive
approach in favour of some inferential method which may be inappropriate or
incorrectly executed. (Chatfield 1985)

Grundvallaratriðið er að vísindamaðurinn tengi saman rannsóknarspurningu og töl-
fræðilegt líkan en Bayes aðferðir eru tækni til að tengja saman huglægt mat og mælingar.
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Kafli 3

Bayes tölfræði

Bayes skólinn spratt úr kenningum um andhverf líkindi og sækir nafn sitt í Bayes theorem
sem er grundvallarsetning í þessum fræðum. Byrjum á að skoða grunnstoðir skólans:

1. Við ályktum um stika með Bayes theorem.

2. Líkindi eru ekki túlkuð sem tíðni heldur mælikvarði á vissu.

3. Áður en tölfræðigreining hefst þarf að hugleiða hvaða ferli mynduðu gögnin.

Þessi aðferð hefur oft greinilegra notagildi í raunvísindum og má nefna sem dæmi að
Laplace notaði Bayes aðferð til að reikna massa Satúrnusar. Áður en hann greindi mæling-
arnar sem hann hafði vissi hann út frá þekkingu sinni á stjörnufræði að massi plánetunnar
gæti ekki verið svo lítill að hann missti hringina sína og ekki svo mikill að hann truflaði
gang sólkerfisins. Með því að bæta fræðilegri þekkingu sinni við rýrt gagnasafn gat hann
komist að nákvæmri niðurstöðu. [Jaynes, 1985].

3.1 Bayes theorem

Til að leiða út Bayes theorem þarf smá bakgrunn í líkindafræði. Ef við erum með tvær
háðar hendingar, X og Y er samþéttifall þeirra f(x, y) og hefur alla eiginleika venjulegs
þéttifalls. Ef við viljum finna skilyrt þéttifall fyrir X að gefnu gildi Y = y fæst það
með formúlunni f(x|y) = f(x, y)/f(y).[Davidson and Mackinnon, 2009] Nú viljum við
álykta um stika θ að gefnum gögnum sem við höfum, þá notum við Bayes formúlu:

f(θ|y) = f(y|θ)f(θ)
f(y)

(3.1)

Líkindafallið, f(y|θ), er líkan sem við teljum að henti ferlinu og inniheldur gögnin.
Fyrirfram dreifingin f(θ) lýsir skoðun okkar á stikanum θ og eftirá dreifingin f(θ|y) er út-
koma greiningarinnar sem inniheldur allar upplýsingar um stikann. Til að einfalda útreikn-
inga er oft notað veikara samband en þar sem nefnarinn f(y) =

�
f(θ)f(y|θ)dθ er ekki
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háður θ getum við sleppt þeim lið í útreikningum og fengið óstaðlaða (e. unnormalized)
eftirádreifingu.[Gelman et al., 2004]

f(θ|y) ∝ f(y|θ)f(θ) (3.2)

Mikilvægur kostur við notkun Bayes theorem er hversu auðvelt er að uppfæra eftirá-
dreifinguna, þegar við fáum ný gögn getum við litið á gömlu eftirádreifinguna sem fyr-
irframdreifingu og uppfært með gögnunum til að fá nýja eftirádreifingu. Aðferðafræðin
hafði ekki mikið hagnýtt gildi því ef við erum með flókin þéttiföll verður erfitt að reikna
eftirádreifinguna. Bayes ályktunarfræði lifði því í óformlegri mynd fram á 20. öld þegar
reiknigeta og tölfræði-hugbúnaður náðu því stigi að hún varð raunhæfur kostur.

3.2 Skilgreining á líkum

Bayesistar og frequentistar nota sitthvora skilgreiningu á líkum en við skulum byrja á að
setja fram grundvallarskilyrði sem þessar skilgreiningar verða að fylgja. Andrey Kolmog-
orov setti þau fram í ritinu Foundations of the Theory of Probability sem hann gaf út 1933.
Kolmogorov’s axiom:

P (Xi) ≥ 0 fyrir öll i allir atburðir eru með jákvæð líkindi

P (Xi eða Xj) = P (Xi) + P (Xj) skilgreining á óháðum atburðum
�

Ω

P (Xi) = 1 summan af líkindum allra atburða er einn

Hér er Ω mengi allra mögulegra atburða Xi [Eadie et al., 2006]

3.2.1 Klassísk skilgreining

Í klassískri tölfræði eru líkur tíðni. Ef við ímyndum okkur tilraun með mörgum mögu-
legum útkomum og sumar eru af gerðinni X og þær eru alls n talsins en heildarfjöldi
mögulegra atburða er N má setja fram líkur á hverjum atburði X með eftirfarandi formúlu:

P (X) = lim
N→∞

n

N
(3.3)

Það má taka fram að N þarf ekki að vera óendanlega stórt til að skilgreiningin gangi upp
en tilraunin verður að vera endurtakanleg.
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3.2.2 Bayes líkindi

Með andhverfum líkindum varð að koma ný skilgreining. Áður reiknuðu menn líkur á að
fá 7 skjaldarmerki upp í 10 köstum með réttum krónupeningi, í þessu samhengi er útkoman
tíðni. Þegar dæminu er snúið við og spurt ef ég hef fengið 7 skjaldarmerki upp í 10 köstum
hverjar eru þá líkurnar á að peningurinn sé réttur skapast heimspekilegur vandi um hvað
líkur þýða.

Fyrir Bayesistum eru líkur mælikvaði á vissu en það má skýra með eftirfarandi dæmi.
Ef við hugsum okkur tilraun með mörgum mögulegum niðurstöðum en við fáum greidda
fasta fjárhæð N ef atburður X gerist. Þá eru líkurnar sem við gefum atburðinum X hlutfall
hæsta gildis n sem við værum reiðubúin að greiða til að taka þátt í veðmálinu af föstu
greiðslunni N.

P (X) = n/N (3.4)

Þannig að líkur endurspegla trú okkar á að atburður gerist. [Eadie et al., 2006] Rökrétt
væri að aðgreina hugtökin líkindi og tíðni, í stað þess að líta svo á að tíðni sé líkindi má
reikna líkur þess að tíðni liggi á einhverju bili. [Jaynes, 1985]

3.3 Rökhugsun

Í riti James Bernoullis, Ars Conjectandi sem kom út 8 árum eftir andlát hans, 1713, lýsti
hann fyrstu útgáfu lögmáls stórra talna. Í því fólst að unnt er að grennslast fyrir um nátt-
úrulegar stærðir með endurteknum athugunum. Dæmið sem hann tók var askja, fyllt með
3000 kristöllum í tveimur litum. Ef við drögum sýni f(A) = m/n þar sem m er fjöldi
svartra kristalla og n fjöldi hvítra í úrtakinu, þá er það nálgun af raunverulegri dreifingu
kristallanna p(A) = M/N . Þetta lögmál var mikilvægt fyrir Bayesista þar sem það sýnir
fram á að við getum grennslast fyrir um raunstærðir þrátt fyrir að við séum ekki í stöðu
til að vita allt um þær heldur verðum við að byrja á einhverjum grunni og uppfæra hann
þegar nýjar upplýsingar berast. [Jaynes, 1985]

Mikilvægur þáttur í ályktunarfræði Bayes er val á fyrirframdreifingu en til að það sé
hægt verður að hafa þekkingu á því hvernig gögnin urðu til. Í þessu þrepi kemur vitneskja
eða innsæi sérfræðinga fram og hjálpar okkur að setja rökrétt takmörk á niðurstöðurnar.
Með þessum hætti má forðast tölfræðilegar niðurstöður sem stríða gegn almennri þekk-
ingu.
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Ronald Fisher er einn af þekktustu tölfræðingum 20. aldar en hann átti stóran þátt í
þróun tilgátuprófa. Hann deildi mikið við aðra tölfræðinga á sinni starfsævi, m.a. við
Neyman um hvernig væri rétt að prófa tilgátur. Hér ætla ég að fjalla stuttlega um kenningar
hans um tengsl reykinga og krabbameins. Fisher efaðist um að reykingar gætu orsakað
lungnakrabbamein og setti fram 4 meginlínur í rökflutningi sínum.

1. Ef A er tengt B er ekki einungis mögulegt að A valdi B heldur getur líka verið að B

valdi A.

2. Mögulegt er að það sé genatengd tilhneiging til að reykja sem gæti líka verið tengd
lungnakrabbameini.

3. Ólíklegt er að reykingar valdi krabbameini því þróun reykinga í heiminum og önnur
gögn styðja ekki þá kenningu.

4. Reykingar valda ekki krabbameini því þeir sem anda reyknum niður í lungu eru
ólíklegri til að fá krabbamein.

Fisher birti aldrei útreikninga fyrir þessari kenningu og gagnasettin sem hann notaði
voru mjög lítil. Í grein Stolleys um þetta eru taldar upp mögulegar ástæður fyrir að Fisher
hélt þessu fram sem tengjast tölfræði mjög lítið. Stærsta einstaka ástæðan er líklega að
hann fjallaði um efni sem var langt utan hans sérsviðs. Hann var ekki faraldsfræðingur
og vissi lítið um tilfella-viðmiðarannsóknir sem eru mikilvæg í svona rannsóknum. Þessi
dæmisaga sýnir að tölfræðirannsóknir verða að ganga út frá vel rökstuddum kenningum
um hvernig gögnin urðu til en það er einmitt ein af grunnstoðunum í Bayes skólanum.
[Stolley, 1991]
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Kafli 4

Bayesísk ályktunarfræði

4.1 Stikamat

Vinnubrögðum Bayesista má lýsa með eftirfarandi skrefum:

1. Búa til líkindafall sem inniheldur gögnin.

2. Fyrirfram dreifingin er byggð á vitneskju um ferlin sem framleiða gögnin. Ef engin
sérstök vitneskja er til staðar er notast við uninformative dreifingu.

3. Bayes theorem notað til að reikna eftirá dreifingu.

4. Þá dreifingu má svo uppfæra með enn nýrri gögnum, þetta er vinsæl aðferð þegar
þarf að uppfæra niðurstöður stöðugt eins og í tölvupóstsíum.

5. Til að finna frekari einkenni stikans eins og 95% central interval eru þau unninúr
eftirá dreifingunni.

6. Ef ætlunin er að búa til framtíðarspá um stikann þarf að nota eftirá dreifinguna og
líkindafallið til að búa til posterior predictive líkindadreifingu.

4.1.1 Líkindafall

Fyrsta skrefið er að velja líkan sem við hentar hinu vísindalega ferli sem verið er að rann-
saka. Til dæmis er hægt að nota normaldreifingu y|µ, σ2 ∼ N(µ, σ2) þar sem óþekktir
stikar eru tveir, θ1 = µ og θ2 = σ2

p(y|µ, σ2) =
1

σ
√
2π

e−
(y−µ)2

2θ2 (4.1)
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4.1.2 Fyrirfram dreifingar

Val á dreifingu er tæknilega erfitt og vekur upp margar spurningar. Fyrsta ákvörðunin
í ferlinu er hvort við ætlum að velja dreifingu sem er rík af upplýsingum eða hvort við
viljum dreifingu sem endurspeglar óvissu. Bayesistar eru stundum gagnrýndir fyrir að
nota fyrifram dreifingar sem innihalda skoðanir á viðfangsefninu. Á móti kemur að í
sumum tilfellum væri óvísindalegt að nota ekki informative fyrifram dreifingar, til dæmis
er rökrétt að útiloka gildi yfir 5 kg ef skoða á þyngd unga sem eru fyrirburar. [Glickman
and van Dyk, 2007]

Proper fyrirfram dreifing

Þar sem fyrirfram dreifing er líkindadreifing er almennt gert ráð fyrir að hún heildist
upp í 1, ef hún gerir það ekki er hægt að endur-staðla hana með því að margfalda hana
með fasta. Eftirá dreifingin getur verið proper þó fyrirfram dreifingin sé það ekki en þá er
mikilvægt að vera varkár þegar hún er túlkuð og athuga að hún sé með endanlegt tegur.

Conjugate prior

Til þess að það sé þægilegt að reikna í gegn um skrefin sem gefa okkur eftirá dreif-
inguna þurfa fyrirfram dreifingin og líkindadreifingin að vera conjugate. Það þýðir að
þegar búið að er margfalda þær saman er útkoman líkindadreifing úr sömu fjölskyldu og
fyrirframdreifingin en með aðra hyper-parametra. Ef við erum ekki með conjugate par
verður mjög erfitt að finna eftirádreifinguna öðruvísi en með númerískum aðferðum en
þær krefjast mikils reikniafls og eru einungis nálgun á raunverulegu eftirádreifingunni.

Þegar við vinnum með líkön með mörgum stikum er algengt að skoða þéttifall hvers
þeirra og láta svo margfeldi þeirra vera fyrirfram dreifinguna. [Glickman and van Dyk,
2007] Í þessu tilfelli gerum við ráð fyrir að miðgildið sé normaldreift en að dreifnin fylgi
inverse-chi-square dreifingu:

µ|σ2 ∼ N(µ0, σ2/κ0)

σ2 ∼ Inv − χ2(ν0, σ2
0)

Þá fáum við fyrirfram dreifingu:

p(µ, σ2) ∝ σ−1(σ2)ν0/2+1exp

�
− 1

2σ2
[ν0σ

2
0 + κ0(µ0 − µ)2]

�
(4.2)

Uninformative prior

Í þeim tilfellum sem við höfum litla skoðun á því úr hvernig dreifingu gögnin koma
viljum við velja okkur dreifingu sem hefur sem minnst áhrif á niðurstöðuna. Fram koma
vandamál þegar við höfum enga vitneskju um dreifinguna og er þetta einn af stærri göll-
um aðferðafræðinnar. Margir hafa reynt að setja fram dreifingar sem lýsa þekkingar- eða
væntingaleysi en það er engin sjálfsögð leið til að setja fram líkindadreifingu sem lýsir
þekkingaleysi. Í þessu tilviki setjum við fram einsleita fyrirfram dreifingu með því að
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margfalda þéttiföll stikanna µ og σ2.

p(µ, σ2) ∝ (σ2)−1 (4.3)

Jeffreys prior

Mikið er deilt um hvernig best sé að búa til hlutlausa fyrirframdreifingu. Harold Jef-
freys lagði til þá meginreglu að góð skilgreining á hlutlausri fyriframdreifingu ætti að gefa
sömu dreifinguna þótt stikarnir fari í gegn um línulega vörpun. Með öðrum orðum ætti
að vera hægt að beita sömu aðferðinni á líkan með stika θ og líkan með stika η = log(θ)

og fá svipaðar dreifingar. Jeffreys prior uppfyllir þessa reglu en hún er skilgreind sem:
p(θ) ∝ [J(θ)1/2] þar sem J(θ) eru Fisher upplýsingarnar fyrir θ:

J(θ) = E

��
d log p(y|θ)

dθ

�2
����� θ
�
= −E

�
d2 log p(y|θ)

d2θ

2
����� θ
�

(4.4)

Þessi prior hefur veikari eiginleika eftir því sem stikum fjölgar, þegar það gerist verður
minni hagur af því að nota hlutlausa fyrirframdreifingar. Fisher upplýsingar eru háðar
hönnun tilraunarinnar þannig að Jeffreys prior er það líka og uppfyllir því ekki likelihood
principle.[Gelman et al., 2004]

4.1.3 Eftirádreifingar

Ef við erum með vel ákvarðaða fyrirframdreifingu og líkindafall er auðvelt að reikna efti-
rádreifinguna sem er einfaldlega margfeldi þeirra. Hún á að vera úr sömu fjölskyldu og
fyrirframdreifingin en með uppfærða hyperparametra og inniheldur allar viðeigandi upp-
lýsingar. Hér uppfærum við normaldreifð gögn með informative prior;

p(µ, σ2|y) ∝ σ−1(σ2)−(ν0/2+1) exp
�
− 1

2σ2 [ν0σ2
0 + κ0(µ− µ0)2]

�
×

×(σ2)−n/2) exp
�
− 1

2σ2 [(n− 1)s2 + n(ȳ − µ]2
�

= N − Inv − χ2(µn, σ2
n/κn; νn, σ2

n)

(4.5)

Með algebru má sýna fram á að uppfærðir fastarnir séu:
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µn = κ0
κ0+nµ0 +

n
κ0+n ȳ

κn = κ0 + n

νn = ν0 + n

νnσ2
n = ν0σ2

0 + (n− 1)s2 + κ0n
κ0+n(ȳ − µ0)2

Ef fastarnir eru skoðaðir má sjá að eftirádreifingin sameinar fyrirfram dreifinguna og
upplýsingarnar sem felast í gögnunum. Miðgildið er til dæmis vegið meðaltal miðgildis-
ins í fyrirframdreifingunni og meðaltals gagnanna með vigtar ákvarðaðar eftir nákvæmni
gagnanna. [Gelman et al., 2004]

4.2 Túlkun niðurstaða

Þegar búið er að finna eftirá dreifinguna er mikilvægasta skrefið eftir, túlkunin. Út frá
dreifingunni má reikna punktmöt eins og miðgildi, mode eða líklegasta gildi. Óvissa er
sett fram með central posterior interval, sjá vinstra megin í mynd 4.1. en skyggða bilið
inniheldur með 100(1−α)% vissu rétt gildi stikans. Ef eftirádreifingin er tvíkreppudreifing
getur einnig verið áhugavert að skoða highest posterior density region, sjá hægra megin í
mynd 4.1 en þá er líkindasvæðið valið þannig að það innihaldi eingöngu líklegustu gildin,
jafnvel þótt líkindasvæðið verði slitið. [Gelman et al., 2004]

Mynd 4.1: 95% central interval og 95% highest posterior density region fyrir ímyndaða
eftirá dreifingu

[Gelman et al., 2004, p. 38]

4.3 Spálíkan

Til að finna vænta dreifingu gagna ỹ tegrum við margfeldi líkindafalls og eftirá dreifingu
m.t.t. stikanna. Í stað þess að fá punktmat er gefin dreifing.

p(ỹ|y) =
��

p(ỹ|µ, σ2)p(µ, σ2|y)dµdσ2 (4.6)
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4.4 Hermunaraðferðir

Þegar dæmin flækjast þarf að beita tölulegum aðferðum við útreikningana sem gefa okkur
eftirá dreifinguna. Þessi aðferð markar mikla framför fyrir Bayes skólann en með henni
má komast að niðurstöðu í flóknum dæmum.

Monte Carlo hermun

Monte Carlo hermun felur í sér að láta forrit búa til möguleg gildi úr markmiðsfalli
sem við getum ekki reiknað út. Í Bayes stikamati er markmiðsfallið eftirá dreifingin. Því
fleiri sýni sem eru tekin því betri nálgun næst á upprunalegu dreifingunni. Á mynd 4.2
má sjá hvernig sýnatakan getur nálgast raunverulega dreifingu en á henni er búið að leggja
punktarit og líkindamassaföll yfir graf af eftirá dreifingunni. Því fleiri sýni sem eru tekin
því betri nálgun fáum við á þéttiföllin. Út frá þeim má svo reikna punktmöt og bilmöt eins
og gert er með venjulegar eftirá dreifingar.

Mynd 4.2: Monte Carlo stök úr eftirá dreifingu
[Glickman and van Dyk, 2007, p. 332]

Markov chain Monte Carlo (MCMC)

Markmiðið með MCMC er að búa til Markov keðju sem hefur sömu eiginleika og
eftirá dreifingin þegar hún er í jafnvægi.

Gibbs sýnataka

Gibbs sampler er aðferð til að draga sýni úr viðkomandi þéttifalli. Ef líkanið okkar er
með d stika θ = [θ1, . . . , θd] drögum við sýnin úr skilyrtum dreifingum

p(θj|θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θd, y)

Stikarnir eru uppfærðir einn í einu og ef það er gert nógu oft er útkoman nálgun á allri
eftirá dreifingunni. [Letham and Rudin, 2012]

Nútíma tölfræðingar eru ekki mjög strangtrúaðir, það er algengt að menn notfæri sér
þessi reiknimódel til að leysa frequentist jafnt og Bayes líkön þar sem þau eru mjög öflug.
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4.5 Umræða

4.5.1 Nákvæmari niðurstöður

Ef ætlunin er að tengja saman vísindalegar kenningar og tölfræðileg gögn eru Bayes álykt-
unarfræði greinilega góð aðferð til þess. Í þeim tilfellum þar sem kenningarnar eru rök-
studdar en gögnin rýr er hægt að nota hana til að fá nákvæmari svör en annars hefðu
fengist. Ef það bætist svo við gagnasafnið fær það meira vægi í niðurstöðunni og gögnin
geta talað sínu máli.

4.5.2 Mistúlkun

Nauðsynlegt er að vanda til röksemdarfærslunnar þar sem hún hefur mikil áhrif á niður-
stöður greiningarinnar. Veik eða röng röksemdafærsla skekkir niðurstöðuna. Röng notkun
Bayes ályktunarfræði getur því haft skaðlegar afleiðingar, af þeim sökum ætti að gera kröfu
um að ávallt sé gerð skilmerkileg grein fyrir forsendunum sem líkönin eru greind út frá.
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Kafli 5

Tilgátupróf

Ein af algengustu aðferðunum til að komast að niðurstöðu í vísindalegum rannsóknum er
notkun tilgátuprófa. Í þeim er sett fram núlltilgáta um einhvern stika sem er til rannsóknar
og ályktað út frá gögnum hvort við höfnum tilgátunni eða samþykkjum.

Mynd 5.1: Líkindamassafall A
[Berger and Berry, 1988, p. 160]

Í raun erum við með núlltilgátur af tveimur gerðum, tveggja hala próf H0 : θ = θ0

eða eins hala próf sem getur verið H0 : θ ≤ θ0 eða H0 : θ ≥ θ0. Við veljum eitthvað
líkindamassa- eða þéttifall fyrir núlltilgátuna og reiknum prófstærð z sem er fall af úrtak-
inu. Ef prófstærðin er ólíkleg m.v. núlltilgátuna er því tekið sem vísbendingu um að við
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eigum að hafna henni.

Við veljum P-gildi eða marktæknikröfu sem eru mestu líkur sem við leyfum prófstærð-
inni ẑ að taka án þess að hafna núlltilgátunni. Það er algengt að velja p(z) = 0, 05 en það
þýðir að við höfnum núlltilgátunni ef það eru innan við 5% líkur á að við sjáum prófstærð-
ina að gefnu líkindamassa- eða þéttifalli. [Davidson and Mackinnon, 2009]

5.1 Gallar við hefðbundin tilgátupróf

Í ljósi þess hve vinsæl tilgátupróf eru ætla ég að fjalla um nokkur atriði sem er mikilvægt
að átta sig á.

5.1.1 Líkön

Grundvallaratriði í öllum tölfræðirannsóknum er að vera með líkan. Rannsakandinn verður
að byggja á einhverri rökstuddri trú um hvernig gögnin verða til, áherslan á marktækar
niðurstöður má ekki draga athyglina frá þessu.

5.1.2 Túlkun P-gilda

Þegar við vinnum með P-gildi er mikilvægt að vera með skilgreininguna á þeim á hreinu,
mögulegt er fyrir fólk sem notar tölfræði einungis í hagnýtum tilgangi að misskilja þau. P-
gildi er flatarmál höfnunarsvæðisins í enda hala líkindamassa- eða þéttifallsins, ekki líkur á
núlltilgátunni eða líkur á að það sé rangt að hafna núlltilgátunni. [Berger and Berry, 1988]
Einnig þarf að passa hugtakanotkun. Könnun á greinum í American Economic Review
leiddi í ljós að í 59% þeirra var notað hugtakið ’significance’ eða marktækni bæði í töl-
fræðilegum skilningi og í óformlegum skilningi sem þýðir þá bara mikilvægi.[Tomasson,
2009]

5.1.3 P-gildi sem mælikvarði

Þegar notuð eru lítil P-gildi er yfirleitt erfiðara að hafna núlltilgátu og því eru P-gildin
stundum notuð eins og óformlegur skali sem geti sýnt stuðning fyrir tilgátu. Þessi túlkun
stenst ekki án verulegra takmarkana því P-gildi eru ekki stöðug í þessu hlutverki. Skil-
greinum samhangandi próf þannig að ef kenning H gefur til kynna H � þá mun sam-
hangandi próf alltaf hafna H líka ef það hafnar H �. Gefum okkur svo að ẑ > θ0 þá er
p−∞,µ0(x) = .5pµ0,µ0(x) jafnvel þótt H : M = θ0 gefi til kynna H : M ≤ θ0. P-gildi eru
því ekki samræmd milli eins og tvíhliða tilgátuprófa. [Schervish, 1996]

Þar sem P-gildi eru ekki samræmd vakna spurningar um hvort það séu góðir hættir að
velja alltaf p(z) = 0, 05 en laga höfnunarsvæðið ekki að hverri tilraun fyrir sig.
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5.1.4 Hlutlægni tilgátuprófa

Fljótt á litið mætti telja að P-gildi séu nokkuð hlutlæg, það þarf aðeins nokkur frekar ein-
föld stærðfræðileg skref til að leiða þau út. Rannsakandinn getur haft áhrif á niðurstöðuna
eftir nokkrum leiðum og í sumum tilfellum geta samskonar gagnasett gefið mismunandi
niðurstöður eftir rannsóknarsniði tilraunarinnar.

Tökum dæmi þar sem núlltilgátan er að C-vítamín hafi ekki áhrif á kvef og tilraunin
felst í að para saman 2 og 2 kvefaða einstaklinga, gefa öðrum vítamín en hinum lyfleysu
og sjá hversu oft vítamínið stendur sig betur en lyfleysan. Ef þeim sem fær vítamínið líður
betur í meira en helmingi tilfella má taka því sem vísbendingu um að C-vítamín hjálpi við
að losna við kvef. Á mynd 5.1 má sjá líkindamassafall fyrir tilraun þar sem 17 pör eru
prófuð. Við gefum okkur að í ljós komi að í 13 tilvikum reynist þeir sem tóku vítamínið
heilsuhraustari en þeir sem fengu lyfleysu. Þessi niðurstaða er töluvert frábrugðin gildinu
sem við gerðum ráð fyrir undir núlltilgátunni og fáum við P-gildi 0, 049.

Ímyndum okkur aðra tilraun þar sem rannsakandinn velur ekki 17 pör heldur prófar
nýtt og nýtt par án þess að vera með stoppunarreglu. Þegar hann fer fram úr fjárhags-
áætlun verður hann að hætta. Gefum okkur að hann hafi hætt í 17 pörum og fengið sömu
niðurstöðu og í fyrri tilrauninni, vítamínið vann 13 sinnum. Nú lítur tilraunin öðruvísi út,
líkindamassafallið er eins og í mynd 5.2 og ef við reiknum nýtt P-gildi fáum við 0, 021

sem er innan við helmingur af P-gildinu sem við fengum í hinni tilrauninni. P-gildið er
greinilega ekki bara háð gögnunm, það veltur líka á hönnun tilraunarinnar! [Berger and
Berry, 1988]

Mynd 5.2: Líkindamassafall B
[Berger and Berry, 1988, p. 161]
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5.2 Svar Bayesista

Eins og fjallað var um í kafla 2 bjó Harold Jeffreys til Bayesískt tilgátupróf sem byggir á
Bayes factor. Hér verður það borið saman við klassísk tilgátupróf og fjallað um kosti þess
og galla.

5.2.1 Bayes factor

Bayes factor, B, vegur saman tvær tilgátur um stikann θi:

B(x) =
P (H0|y)
P (H1|y)

=

�
f(y|θ0, H0)p(θ0|H0)dθ0�
f(y|θ1, H1)p(θ1|H1)dθ1

(5.1)

[Kass and Raftery, 1995]
Þetta er nokkuð einfalt hlutfall sem sýnir hvor tilgátan sé líklegri. Ef B(x) ≤ 1 ætti að

hafna núlltilgátunni en B(x) ≥ 1 benti til að það ætti að samþykkja hana. Síðan eru notuð
eftirálíkindi til að túlka styrkleika niðurstöðunnar. Ef við gefum okkur að fyrirframlíkindin
fyrir hvorri tilgátu séu 1/2 fæst með Bayes aðferð:

Pr(H0|x) =
B(x)

1 + B(x)
eða Pr(H1|x) =

1

1 + B(x)
(5.2)

[Berger, 2003]

5.2.2 Þægileg túlkun

Eftirálíkindin sem eru reiknuð í lokaskrefinu í Bayes tilgátuprófum eru auðtúlkanleg,
Pr(H0|x) er túlkað sem líkurnar á að núlltilgátan sé rétt og Pr(H1|x) líkurnar á að gagn-
tilgátan sé rétt. Vegna þess hve misskilningur varðandi P-gildi er algengur er mikilvægt að
fá auðtúlkanlegar niðurstöður úr tilgátuprófum.

5.2.3 Hlutlægni Bayes factors

Eins og venjulega þegar unnið er með Bayes regluna verður að velja fyrirframdreifingu.
Í því vali gilda sömu reglur og áður, við veljum hvort við viljum hafa sem minnst áhrif á
gögnin eða láta rökstudda fordóma okkar hafa áhrif á gögnin. Til að reikna Bayes factor-
þarf þar að auki að velja bil [p0; 1− p0] sem við teljum að stikar dreifingarinnar geti tekið.
Þetta er huglæg aðgerð en á móti kemur að hún er gagnsæ, t.d. má setja upp graf sem sýnir
okkur hvaða eftirádreifingar við fáum að gefnum gildum á p0 eins og við sjáum á mynd 5.3.
Það getur verið gagnlegt þegar lokaneytandi rannsóknarinnar notar hana í ákvörðunartöku
t.d. í viðskiptum. [Berger and Berry, 1988]
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Mynd 5.3: Mismunandi eftirálíkindi fyrir gefin gildi p0.
[Berger and Berry, 1988, p. 162]

5.3 Hlutlægni vísindalegrar aðferðar

Ein af meginrökunum gegn Bayes aðferðum er að þær séu ekki nógu hlutlægar, að skoðun
rannsakandans hafi of mikil áhrif á niðurstöðurnar. Á móti kemur að þessar skoðanir eiga
stundum rétt á sér, innsýn sérfræðinga getur haft jákvæð áhrif á niðurstöðu rannsókna sé
rétt haldið á spilunum og siklmerkilega gerð grein fyrir áhrifum þeirra.

Þann 25. júní 1984 birtist grein í New York Times þar sem vísindamenn Organisation
européenne pour la recherche nucléaire (CERN) töldu sig hafa fundið vísbendingu um
sjötta, og síðasta, kvarkann í gögnum úr tilraun sem var framkvæmd árið áður. [Sullivan,
1984] Í hugum flestra eru eðlisfræðitilraunir í sameindahraðali nokkuð nálægt því að vera
skilgreiningin á vísindalegri rannsókn. Samkvæmt innanbúðarmanni hafði öllum gögn-
unum úr tilrauninni verið safnað saman hálfu ári áður en niðurstaðan var birt og búið að
vinna úr þeim amk. þrem mánuðum áður. Eftir það tók stofnunina þrjá mánuði að túlka
niðurstöðuna og komast að niðurstöðu um hvað hún þýðir.[Cole, 1985]

Eins og við sjáum í þessari dæmisögu eru vísindi ekki aðeins hlutlæg, það er mikil
einföldun. Allar athuganir vísindamanna fara í gegnum linsu rannsakandans og litast af
reynslu hans og væntingum. Þar sem við lifum við þessar skorður verður vísindaleg aðferð
sterkust ef við viðurkennum huglægnina sem er til staðar og erum opin fyrir mismunandi
túlkunum. "Science earns it’s reputation for objectivity by treating the perils of subjectivity
with the greatest respect"[Cole, 1985].
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Kafli 6

Ákvörðunarfræði

Ætla má að flestir þeirra sem fást við ákvörðunartöku geri það með skipulegum og reglu-
legum hætti. Hugsuninni við ákvarðanatöku má skipta í fjóra þætti. Fyrsta skrefið er að
gera sér grein fyrir öllum fyrirsjáanlegum niðurstöðum. Næst þarf að ákvarða hverjar eru
líklegri en aðrar að gefinni fyrri reynslu. Þegar við vitum hverjar eru líklegustu niðurstöð-
urnar er tekin ákvörðun og framkvæmt samkvæmt henni. Þetta ferli heimfæra Bayesistar
í megin atriðum á greiningar sínar.

Þessar grundvallarhugmyndir í ákvörðunartöku má rekja aftur til Forn-Grikkja en u.þ.b.
árið 500 fyrir Krist fjallaði Herodotus um ákvarðanir Persneskra konunga. Hann benti á
að ákvarðanir geti verið góðar þótt þær leiði til slæmrar niðurstöðu ef öll gögn sem voru
til staðar þegar þær voru teknar bentu til þess að þær væru bestar. Einnig gætu ákvarðanir
verið slæmar þótt þær leiði til góðrar niðurstöðu ef þær fólu í sér mikla áhættu á að hið
gagnstæða gæti gerst. [Jaynes, 1985].

6.1 Kostir Bayes aðferða í ákvörðunartöku

Bayesistar líta svo á að aðferðirnar sem þeir beiti séu tölfræðilegt framhald af rökhugsun.
Ekki er mögulegt að vita allar hugsanlegar útkomur en einhvers staðar verður að byrja.
Ákvörðunarfræðin hefur mest notagildi þar sem óvissa ríkir. Það hentar að nota líkur sem
mælikvarða á óvissu og hjálpar til við ákvarðanatöku og rökrétta hugsun. Þá er það kostur
hve auðvelt það er að uppfæra Bayes líkindi með nýjum upplýsingum. Ákvarðanirnar
lagast að nýjum gögnum.

6.2 Notkun Bayes theorem í ákvörðunartöku

Bayes aðferðir eru yfirleitt notaðar á annan af tveimur mögulegum kostum:

1. Þegar ákvarðanir eru teknar undir óvissu eru væntingar um viðeigandi stika settar
fram með spágildum. Vegna þess hvernig Bayesistar túlka líkur er hægt að setja
Bayes möt beint inn í ákvörðunarútreikninga.
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2. Þegar ákvörðun skiptist í tvö eða fleiri skref þar sem síðari ákvarðanir eru háðar
þeim sem komu á undan flækist ákvörðunarfræðin. Þetta ferli má setja fram með
ákvörðunartrjám og eru Bayes aðferðir sérstaklega hentugar til að uppfæra þekking-
una sem er til staðar fyrir hverja ákvörðun á fætur annarri. Fyrsta skrefið er að búa til
vektor allra mögulegra ákvarðana, d og vektor allra mögulegra útkoma x. Þéttifall x
fundið fyrir hverja ákvörðun d en það er skilyrt eftirá dreifing p(x|d). Ákvörðunin
sjálf er tekin með nytjafallinu U(x) en við veljum þá ákvörðun d sem gefur hæstu
væntu nytjar E(U(x)|d). Þessi aðferð gæti til dæmis nýst í real options theory.

[Gelman et al., 2004]

6.3 Ákvörðunarfræði í viðskiptum

Greiningaraðferðir sem notaðar eru í viðskiptaáætlunum fyrirtækja koma flestar úr heimi
fjármála. Eitt mikilvægasta og mest notaða verkfærið er discounted cash flow. Þegar
fyrirtæki ákveða í hvaða verkefni þau eigi að ráðast er jaðar-greiðslustreymi hvers þeirra
tekið saman, núvirt og útkoman notuð til að bera saman arðsemi þeirra. Auk þess fylgja
svo fleiri upplýsingar eins og payback period og annað til að meta áhættu verkefnisins. Þar
sem discounted cash flow lítur á óvissu sem neikvæðan hlut er verkefnum sem taka lengri
tíma refsað fyrir það. Með því er algerlega litið framhjá hæfileikum stjórnenda og þeirra
tækifæra sem opnast þegar hafist er handa við verkefnin.

Real options theory gerir kleift að innlima þennan sveigjanleika inn í greininguna.
Verðlagning á afleiðum er byggð á ákvörðunartrjám en með þeim má einnig lýsa hvernig
verkefni geta þróast með tímanum. Til að fá raunverulegri verðlagningu á verkefnum er
því góð hugmynd að verðleggja þau eins og afleiður. [Economist, 1999]

Þar sem aðstæður og viðskiptaáætlanir geta breyst hratt er eiginleiki Bayes aðferða
að innbyrða nýjar upplýsingar hratt jákvæður. Real options verðlauna verkefnum fyrir að
vera sveigjanleg yfir tíma, til dæmis ef áfengisverksmiðja íhugar að hefja framleiðslu á
nýrri vöru má telja eftirfarandi þætti til sveigjanleika:

• Með því að byrja smátt heldur fyrirtækið í möguleikan að stækka verkefnið síðar ef
vel gengur.

• Ef fjárfest er í kvikum eignum er auðvelt fyrir fyrirtækið að hætta við verkefnið án
þess að hljóta mikinn fjárhagslegan skaða.

• Fjárfestingar sem rýrast ekki yfir tíma gefa fyrirtækinu svigrúm til að bíða af sér
markaðssveiflur og koma inn á markaðinn á réttum tíma.

• Fastafjármunir sem geta sinnt mörgum hlutverkum, t.d. verksmiðja sem getur farið
að framleiða aðra vöru.

[Brealey et al., 2012]
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Kafli 7

Niðurstöður og lokaorð

Draga má lærdóm af sögunni. Þegar menn deildu um hvað væri rétt meðhöndlun gagna
þá færðu þeir fyrir því rök og gagnrök. Með slíkri rökræðu og íhugun fylgdi aukinn skiln-
ingur á ferlunum að baki gagnanna (e. data generating process). Í dag eru síðan komnar
fram aðferðir sem eru blanda af aðferðum sem áður voru andstæður. Til dæmis er al-
gengt að nota tilgátupróf sem innihalda eiginleika annars vegar úr Fisher og hins vegar
úr Neyman-Pearson kenningum.[Tomasson, 2009] Þetta getur skapað tilhneigingu til þess
að fólk hugsi minna um gögnin og leiti í algengustu aðferðirnar sem eru í boði og reyni
þannig að fiska niðurstöður úr gögnunum.

Framfarir í hugbúnaði hafa gert Bayes aðferðir að raunhæfum kosti við tölfræðigrein-
ingu. Í dag hafa því tölfræðingar val á milli margra greiningaraðferða. Bayes aðferðir og
hefðbundnari aðferðir hafa mismunandi eiginleika. Bayes aðferðir eru hagnýtar sem tæki
til að tengja saman mælingar og huglægt mat rannsakandans en það getur í mörgum tilvik-
um verið mikilvægt. Ég tel að vangaveltur um það hvort rétt sé að tengja saman mælingar
og huglæga þætti hafi minna vægi ef við áttum okkur á því að hefðbundnari aðferðir eru
einnig huglægar á sinn hátt. Það ætti ávallt að vera hluti af rannsóknarferlinu að setja skýrt
fram huglæga þætti og fræðilega bakgrunninn sem greiningin hvílir á.

Ein af ástæðunum fyrir því að tölfræðingar eru varfærnir við að taka upp notkun fyr-
irfram dreifingar er, að í mörgum rannsóknum koma þeir inn sem sérfræðingar í tölfræði
en hafa ekki sérstaka þekkingu á viðfangsefninu. Fyrir tölfræðinginn getur það virst meira
eins og hrein ágiskun en vísindi að nota fyrirfram dreifingu. 1

Ég tel að ákvörðunarfræði sé svið þar sem Bayes aðferða eiga sérstaklega vel við.
Bayes aðferðir eru heppilegar þegar heimfæra þarf túlkun niðurstöðu á raunverulegar ákvarð-
anir. Klassísk tölfræði gefur okkur stika og öryggisbil en segir okkur ekki hvað við eigum
að gera þegar óvissa ríkir. Bayes líkön geta gert það. Það hentar að nota líkur sem mæli-
kvarða á óvissu og auðveldar þeim sem taka ákvarðanir að hugsa rökrétt og byggja upp
fræði um hlutlægar ákvarðanir í stöðum þar sem óvissa ríkir. Einnig er jákvætt hversu auð-
velt er að uppfæra Bayes líkindi með nýjum upplýsingum, niðurstöðurnar lagast að nýjum
gögnum.

1Wesley O. Johnson í athugasemd við grein [Berger, 2003]
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