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Snemmtekinn lífeyrir 

Helgi Tómasson 

Rekstur lífeyrissjóða og tryggingafélaga hefur ákveðin einkenni veðmála. Það er verið 

að gera skilyrtan samning um greiðsluflæði í tvær áttir. Innflæðið í sjóðinn er ákveðið 

með tiltölulega löggengum (deterministic) hætti, t.d. hlutfall af launum eða fast framlag. 

Úflæðið er slembið greiðsluflæði sem hefst ef ákveðnum skilyrðum er fullnægt. Menn 

geta keypt líftryggingar þar sem tiltekin fjárhæð átti að greiðast til aðstandenda við andlát 

kaupandans. Þetta er gert þegar kaupandinn er í fullu fjöri og dánardægur óviss (slembin) 

stærð. Einnig hafa orðið til eins konar öfugar líftryggingar þar sem samið er um að 

kaupandi leggi fram einhvern höfðustól og síðan borgi seljandi fasta upphæð á ári þar 

til kaupandinn fellur frá. Slíkir samningar eru kallaðir annuity. Hér verður ekki gerður 

greinarmunur á hugtakinu lífeyri og hugtakinu annuity. Það má segja að lífeyriskerfi 

nútímans sé einhvers konar samningur um lífeyri, þar sem lífeyririnn er keyptur með 

afborgunum, t.d. einhverju hlutfalli af launum. 

Samningar af þessu tagi hafa fylgt þróuðum samfélögum í margar aldir. 

Babýloníumenn og Egyptar gerðu samninga af þessari gerð. Rómverjar (frá og með 

Cesar) gerðu svona samninga við hermenn. Í fyrstu virðist sem atriði eins of vextir á 

ævilengd hafi ekki skipt máli. Nefndir eru menn eins og Emilius Macer og Domitius 

Ulpianus (árið 211) sem frumkvöðlar í að nota einhvers konar töflur til að áætla ævilengd. 

Rómverjar kunnu ekki líkindafræði og gátu því ekki unnið með mat á lífshættu og 

vaxtaútreikning. En menn komu sér eigi að síður upp einhvers konar viðskiptakerfi og 

virðist sem áætluð ævilengd og vextir hafi verið samtvinnaðir. Síðan er eins og 

skilningurinn á áhrifum aldurs á samninginn dofni og menn fara að nota svona samninga 

til að fara í kringum bann kirkjunnar við notkun á vöxtum. Þessi sögulegu atriði eru 

endursögn úr The early history of annuity, Kopf (1926). Kynni Evrópubúa af arabískri 

talnameðferð í kringum árið 1200 auðveldaði vaxtareikning og jók á ný notkun á 

samningum sem þessum.  

Það er samt ekki fyrr en eftir 1600 að menn fóru að ná hlutlægu mati á lífshættu. 

Graunt geri töflu með dánarlíkum og stjörnufræðingurinn Halley gerir sér grein fyrir því 

að verðgildi lífeyris- og líftryggingasamninga er mismunandi eftir aldri tryggingataka. Sjá 

nánar í Ellenberg (2014) og Bernstein (1996). Ýmis tæknileg atriði, til dæmis í sambandi 

við útreikning hömluðu þó tryggingastarfsemi í fyrstu. Til dæmis nefnir Bernstein (1996) 

að til dæmis vegna reikningsskekkju hafi verið tap á einum þætti, t.d. líftryggingum en 

hagnaður af öðrum þætti, t.d. lífeyrissamningum hafi vegið það upp. 

Uppbygging þessarar greinar er þannig að fyrst eru nefndar nokkrar rannsóknir á 

ákvarðanatöku um töku lífeyris. Síðan eru rakin nokkur atriði atriði úr þróun 

líkindafræði um líftímadreifingar. Sagt er lauslega frá reiknifrekum nútímaaðferðum 

byggðum á fræðum um valrétti og kvika bestu. Minnst er á að fyrirtæki og stjórnvöld 

geta hugsanlega notað lífeyrissjóði í stað atvinnuleysistryggingarsjóða. Hugleiðingar um 

stöðu lífeyrishugmyndarinnar er reifaðar í lokaorðum. 

Ýmsar rannsóknir á ákvörðunum um töku lífeyris 

Tímasetning töku lífeyris úr lífeyrissjóði getur verið ýmsu móti. Sjóðfélagi getur ákveðið 

að fara á lífeyri ef ákveðnum skilyrðum er fullnægt, t.d. varðandi aldur. Einnig getur 

sjóðfélagi verið skyldaður að hætta vinnu og hefja töku lífeyris við ákveðinn aldur. 
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Vinnuveitandi getur í sumum tilfellum gert starfsmanni slíkt tilboð að hann er nánast 

þvingaður á eftirlaun. Stjórnvöld geta með inngripum, t.d. með breytingum á 

skattalögum haft áhrif. Nýleg heimild um ráðstöfun óskattlagðs séreignarsparnaðar er 

dæmi um óvænta ákvörðun á úttekt úr lífeyrissjóði. Í nýlegri MS-ritgerð metur Sara Jóna 

Stefánsdóttir (2010) áhrif þeirra aðgerðar. 

Bertocchi, Schwartz og Ziemba (2010) taka ýmis atriði er snúa að lífeyrismálum í 

Bandaríkjunum fyrir í nýlegri bók. Það á meðal áhrif fjármálakreppunnar 2007-2009 

(kafli 5), söguleg atriði í áhættustjórnun og ávöxtun (kafli 4), stjórn einstaklings á sjóðum 

sínum, frjálsar úttektir og skyldaðar úttektir (kafli 12). 

Calvo-Garrido, Pascucci og Vázquez (2013) beita aðferðum fjármálastærðfræði til 

verðlagningar á rétti til snemmtekins lífeyris. Belloni (2008) nálgar vandann einnig með 

aðferðum verðlagningar á valrétti (option) og ber saman við kvikar bestunaraðferðir 

(dynamic-programming). Gustman og Steinmeier (2005), Duggan, Singleton og Song (2007) 

og van der Klaauw og Wolpin (2008) taka fyrir samspil við almannatryggingar og 

lágtekjufólk. Samwick (1998) reynir að kortlegga hagræna krafta sem liggja til grundvallar 

töku lífeyris.  

Cahill, Giandrea og Quinn (2008) framkvæma empiríska nálgun þar sem stór 

gagnagrunnur er lagður til grundvallar. Markmiðið er að kortleggja samspil 

vinnumarkaðar og lífeyriskerfis í samdrætti. Niðurstaða þeirra virðist vera að samdráttur 

hægi á töku lífeyris, þ.e. að eldri einstaklingar seinki töku lífeyris. 

Líftímadreifingar 

Líkindafræðileg líkön sem lýsa biðtíma eftir tilteknum atburði. Ef biðtíminn er 

slembibreyta sem táknuð er með T og þéttifalla og dreifall T eru táknuð með f(t), F(t) þá 

er hættunni lýst með hættu(hazard)-falli:  

  

Einfaldasta hugsanlega viðmiðun er að hættan sé fasti, h(t)=λ. Föst áhætta svarar til þess 

að biðtíminn sé veldisdreifður (exponential). Einföld útvíkkun er að gera ráð fyrir að 

biðtíminn í einhverju veldi, sé veldisdreifður. Þá fæst dreifing sem kölluð er Weibull 

dreifing. Um Weibull dreifingu gildir að:  

  

Weibull dreifingin leyfir þróun, stöðugt vaxandi eða minnkandi á lífshættu í tíma. Önnur 

nálgun sem hentar vel til að lýsa lífshættu lífvera er Gompertz-Makeham útfærslan:  

  

Ýmsir aðrir rithættir eru þekktir á Gompertz-Makeham nálguninni á lífshættu, t.d. 

h(t)=λ+αexp(βt). Grunnhugmyndin er að framan ævi er lífshættan nálægt því að vera 

fasti, t.d. vegna slysa eða hættunnar á að verða étin af annari lífveru, en á seinni hluta 

ævinnar veldisvöxtur í lífshættu. Veldisvöxturinn gæti verið tilkominn vegna slits á 

tæknilegri uppbyggingu lífverunnar. 
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Tafla 1. Lifunarhlutföll á tímum Graunt, um það bil 1660 og 

í Bandaríkjunum 1993(Bernstein, 1996, bls. 83) 

Aldur Graunt USA 1993 

0 100 100 

6 64 99 

16 40 99 

26 25 98 

36 16 97 

46 10 95 

56 6 92 

66 3 84 

76 1 70 

 

Í töflu 1 sem tekin er úr Bernstein (1996) er sýnt hvernig þróun á lífslíkum hefur 

verið á rúmum 300 árum. Gróflega má áætla að á hverjum 10 árum deyi 1/3 lifenda eftir 

16 ára aldur á 17. öld. Í lok 20. aldar deyr einn hundraðasti fyrir hver 10 ár á milli 16 og 

46 ára aldurs. Eftir 46 ára aldur fer lífshætta vaxandi á 20. öld. 

Virði valréttar 

Á síðustu árum þá hafa þróast stærðfræðilegar aðferðir við verðlagningu samninga sem 

byggja á óvissri þróun. Líkindafræðin er notuð sem verkfæri til að formgera þróun í tíma. 

Ein þekktasta og einfaldasta útfærsla á þeirri hugmynd er Black-Scholes 

verðlagningarformúlan sem lýst er í mörgum kennslubókum í fjármálastærðfræði, t.d. 

Björk (1998). Gert er ráð fyrir einni eign, S(t), sem þróast að hluta með ófyrirséðum 

hætti:  

  

þar sem A er hinn fyrirsjáanlegi þáttur og B er hinn ófyrirsjáanlegi þáttur. Hér stendur 

W(t) fyrir spennuferli (stochastic process) sem nefndur er Wiener-ferli, stundum Brown 

hreyfing eða slembigangur (random-walk) í samfelldum tíma. Ferlið W(t) er í einhverjum 

skilningi minnislaus, framtíðin er bara háð núverandi stöðu en ekki brautinni sem skilaði 

því í núverandi stöðu.  

  

Það að tilfærsla á sundurlægum tímabilum sé óháð er á ensku kallað, independent increment 

(II). Það má sýna að W(t) er normaldreifð stærð. Ef ferill er II og samfelldur þá hlýtur 

hann að vera normaldreifður. Poisson-ferli er annars konar II-slembiferli sem fer allra 

sinna ferða í eins skrefs stökkum. Í fjármálastærðfræði er hreyfimynstri eigna lýst með 

slembinni diffurjöfnu (SDE=stochastic-differential-equation) það sem hið ófyrirséða er 

byggt á einhvers konar II-ferli, t.d. Wiener-ferli, Poisson-ferli eða ferli sem er blanda af 

samfelldri braut og stökkum, slíkt er stundum kallað Levy-ferli eða jump-diffusion. 
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Black-Scholes líkanið í sinni einföldustu mynd gefur verðlagningu á kauprétti þegar 

μ(t,S(t))=μS(t) og σ(t,S(t))=σS(t), þar sem μ og σ er fastar. Einnig er gert ráð fyrir að til 

staðar sé áhættulaust fjárfestingarumhverfi.  

  

Ef í boði er kaupréttarsamningur um að kaupa S á tíma T á verðinu K þá er virði 

samningsins á tíma T, max(S(T)−K,0). Með rökum um að ekki sé mögulegt að fá 

áhættulausan hagnað (arbitrage-free), þá má sýna að verðlagningarformúlan, F(t,s), á tíma 

t, þegar verðið er s=S(t) leysir hlutafleiðujöfnuna (PDE=partial-differential-equation):  

  

Þessa jöfnu má leysa með stærðfræði og skrifa lausnaformúluna niður. 

Þessi nálgun, þ.e. að lýsa hreyfimynstri með slembnum diffurjöfnum, nota skilyrði um 

áhættulausan hagnað duga oft til að sýna að rétt verðlagningarformúla leysir ákveðna 

hlutafleiðujöfnu. Það er hins vegar aðeins í fáum skólabókardæmum sem hægt er leysa 

þá jöfnu með stærðfræði. Í öðrum tilfellum er nauðsynlegt að nota tölulegar aðferðir 

(numerical-methods). 

Í tilfellinu um snemmtekinn lífeyrir er hægt að setja þetta upp á marga vegu. Calvo-

Garrido o.fl. (2013) nálgast vandann á eftirfarandi hátt. Þeir gera ráð fyrir að launin 

þróist með slembnu diffurjöfnunni:  

  

Einstaklingur fer að greiða í lífeyrissjóð á tíma . Venjulegur eftirlaunatíma er  en 

hann velur slembinn (ófyrirséðan) tímapunkt  sem er á tímabili 

. Virðisfallið er . Það er gert ráð fyrir því 

að einstaklingur geti dáið eða hætt þátttöku. Í báðum tilfellum þýðir það útgjöld fyrir 

sjóðinn. Hættunni á dauða er lýst með  og hættunni á að einstaklingurinn yfirgefi 

sjóðinn með . Hreyfimynstur virðisfallsins er lýst með diffurjöfnunni:  

  

þar sem r(t) tákna áhættulausa vexti,   táknar það sem sjóðurinn þarf að 

borga út ef einstaklingur deyr eða hættir. Með röksemdum um útilokun áhættulauss 

hagnaðar leiða höfundar út hlutafleiðujöfnuna  

  

Hér hafa Calvo-Garrido o.fl. (2013) flækt líkanið með því að innleiða breytuna   

 sem er fall af summu launa í ákveðið tímabil. Virðisfallið er 

því . Lífeyrisgreiðslan er því eins konar „asísk" vilnun (Asian option). 

Þessari hlutafleiðujöfnu fylgja síðan flókin randskilyrði sem m.a. eru háð því hvernig 

summa launa ákvarðar lífeyrinn. Það þarf ekki mikið ímyndunarafl til að giska á að þessi 

hlutafleiðujafna verður ekki leyst með stærðfræði. Calvo-Garrido o.fl. (2013) sýna lausn 

með tölulegri aðferð sem kennd er við Lagrange-Galerkin.  
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Slembin kvik bestun 

Önnur stærðfræðilega framsetning er að byggja á því að virðisfallið sé sett fram með 

endurkvæmum (recursive) hætti. Ef gert er ráð fyrir að virðisfallið á tíma t sé , þá er 

gengið út frá því að  

  

þar sem  er nytjafall starfandi einstaklings og  er nytjafall eftirlaunaþega. Hér er 

Ω hámarksaldur einstaklings, β er afvöxtunarstuðull,   eru eftirlaun á tíma t og  og 

 eru slembnir þættir sem lýsa óvæntum atvikum. Þetta form er of almennt og því 

nauðsynlegt að setja skorður þannig að hægt sé að vinna með þetta. Þetta er kvikt 

bestunardæmi (dynamic programming, DP). Flest DP dæmi eru þannig að þau verða aðeins 

leyst með ítarlegum skorðum og tölulegum aðferðum. Það er til dæmis nauðsynlegt að 

setja skorður á líkindafræðilega eiginleika  og  Það liggur í framsetningu 

vandamálsins að á hverjum tímapunkti skiptir fortíðin ekki máli, heldur er ákvörðun 

einungis háð núverandi stöðu. Það er því hægt að setja vandamálið fram sem einhvers 

konar Markov-vandamál. Markov-forsendan felur í sér að einungis nýliðin fortíð skiptir 

máli. Hún er oft notuð af verkfræðingum og hagfræðingum í leit að lausnum á bestu 

stýringu (optimal control). Nýlegt dæmi um útfærslu er til dæmis sýnt í grein Boda, Filar, 

Lin og Spanjers (2004). Þar er ákvörðun einstaklingsins sett upp sem runa af Markov-

decision-process, MDP. Þeirra nálgun gengur út á að hugsanlegt sé að einstaklingurinn geti 

safnað miklum eigin sjóðum sem best sé að nota áður en ævinni lýkur og ekki sé rétt að 

bíða eftir ellilífeyri. Í þessari grein er lýst mjög flóknu tölulegu hámörkunarvandamáli en 

jafnframt ljóst að miklar skorður er settar á líkanið, hvað varðar t.d. nytjaföll og einnig 

er notast við strjálar (discrete) nálganir.  

Lífeyrissjóðir sem atvinnuleysistryggingasjóðir 

Vitneskjan um væntanlegt aðgengi að sjóði skapar möguleika á neyslu samstundis. 

Aðgangur að framtíðargreiðslu úr til dæmis lífeyrissjóði getur haft áhrif á neyslu 

nútímans. Ákvörðunin getur bæði verið beinn áhugi sjóðfélaga, hagræðing 

vinnuveitanda, eða áhrif stjórnvalda.  

Vitneskja vinnuveitanda um rétt sjóðfélaga getur haft áhrif á hvaða tilboð um 

starfslok sjóðfélaga eru boði. Það blasir því við að samspil ástands á vinnumarkaði og 

staða einstaklings hjá lífeyrissjóði getur haft áhrif á ákvarðanir um það hvenær skuli hefja 

töku lífeyris. 

Ástand ríkisfjármála getur einnig haft áhrif. Á Íslandi hafa á árunum eftir 2009 verið 

í boði skattfríðindi ef einstaklingsbundinn réttur, séreignarsparnaðurinn, er nýttur á 

ákveðinn hátt. Vel er hugsanlegt að hið opinbera verði með svipuð inngrip í framtíðinni. 

Lokaorð 

Frá dögum Rómverja til nútímans hefur reiknitækni og stærðfræði fleygt fram. Það var 

Rómverjum nánast ofviða að reikna vexti og lífslíkur. Eigi að síður var ákveðin þekking 

greinilega fyrir hendi. Þróun líkindafræðinnar sýnir að vísindin um óvissu eru exact-

vísindi. Eftir aldamótin 1800 er fyrir hendi góður skilningur á því hvaða eiginleika líkan 

sem lýsti lífshættu manna ætti að hafa. Framfarir í læknavísindum á 20. öld hefur haft 

það í för með sér að óviss um ævilengd er miklu minni en áður var. Fyrir lífeyrissjóði 

þýðir það að óvissa um vexti er ráðandi áhættuþáttur í rekstri sjóða.  
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Hinar auknu ævilíkur hafa dregið úr áhættu sjóða vegna lífshættu en þær hafa einnig 

stækkað það tímabil sem einstaklingurinn hefur til ráðstöfunar til að hætta að greiða í 

sjóðinn og hugsanlega að fara að taka út úr honum. Nútíma stærðfræði og tölulegar 

aðferðir bjóða upp á þann möguleika að finna í einhverjum skilningi bestu stefnu 

einstaklingsins í umgengni við slíka sjóði. Þau líkön eru tæknilega flókin og umgengni 

við þau krefst bæði góðs skilnings á stærðfræði og hæfni í forritun og tölulegum 

aðferðum.  

Það eru vísbendingar um að ríkisvald og fyrirtæki sem vita af lífeyrissjóðum fari að 

nota þá sem eins konar aukaatvinnuleysistryggingarsjóði. Hættan á snemmteknum lífeyri 

er því að hluta einhvers konar hagsveifluáhætta. Sá möguleiki kallar á nákvæmni í 

bókhaldi sjóða til að tryggja jafnræði sjóðfélaga, þ.e. að ekki séu ranglega færðir 

fjármunir frá einum sjóðfélaga til annars. Einnig kallar þetta á vandvirkni stjórnvalda í 

skattlagningu lífeyrisgreiðslna.   
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