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Snemmtekinn lifeyrir

Helgi Témasson

Rekstur lifeyrissjoda og tryggingafélaga hefur akvedin einkenni vedmala. Pad er verid
a0 gera skilyrtan samning um greidslufledi { tveer attir. Innflaedio { sj6dinn er akvedid
med tiltdlulega 16ggengum (deterministic) hatti, t.d. hlutfall af launum eda fast framlag.
Ufledid er slembid greidslufledi sem hefst ef akvednum skilyrdum er fullnaegt. Menn
geta keypt liftryggingar par sem tiltekin fjarhaed atti ad greidast til adstandenda vid andlat
kaupandans. Detta er gert pegar kaupandinn er  fullu fjéri og danardaegur dviss (slembin)
steerd. Einnig hafa ordid til eins konar 6fugar liftryggingar par sem samid er um ad
kaupandi leggi fram einhvern h6fdustdl og sidan borgi seljandi fasta upphad 4 ari par
til kaupandinn fellur fra. Slikir samningar eru kalladir annuity. Hér verdur ekki gerdur
greinarmunur a hugtakinu /Zfeyri og hugtakinu annuity. Pad ma segja ad lifeyriskerfi
nutimans sé einhvers konar samningur um lifeyri, par sem lifeyririnn er keyptur med
afborgunum, t.d. einhverju hlutfalli af launum.

Samningar af pessu tagi hafa fylgt préudum samfélégum i margar aldir.
Babylonfumenn og Egyptar gerdu samninga af pessari gerd. Rémverjar (frd og med
Cesar) gerdu svona samninga vid hermenn. 1 fyrstu virdist sem atridi eins of vextir 4
avilengd hafi ekki skipt mali. Nefndir eru menn eins og Emilius Macer og Domitius
Ulpianus (4rid 211) sem frumkvédlar { ad nota einhvers konar t6flur til ad aztla @vilengd.
Rémverjar kunnu ekki likindafredi og gatu pvi ekki unnid med mat 4 lifshattu og
vaxtadtreikning. En menn komu sér eigi ad sidur upp einhvers konar vidskiptakerfi og
virdist sem dxtlud wxvilengd og vextir hafi verid samtvinnadir. Sidan er eins og
skilningurinn 4 ahrifum aldurs 4 samninginn dofni og menn fara ad nota svona samninga
til ad fara { kringum bann kirkjunnar vid notkun 4 véxtum. Dessi ségulegu atridi eru
endurségn ar The early history of annuity, Kopf (1926). Kynni Evrépubua af arabiskri
talnamedferd { kringum 4rid 1200 audveldadi vaxtareikning og jok 4 ny notkun 4
samningum sem pessum.

bad er samt ekki fyrr en eftir 1600 a® menn féru ad na hlutlegu mati 2 lifshettu.
Graunt geri toflu med danarlikum og stjérnufradingurinn Halley gerir sér grein fyrir pvi
20 verdgildi lifeyris- og liftryggingasamninga er mismunandi eftir aldri tryggingataka. Sja
nanar i Ellenberg (2014) og Bernstein (1996). Ymis taknileg atridi, til demis i sambandi
vid utreikning hémludu pé tryggingastarfsemi i fyrstu. Til demis nefnir Bernstein (1996)
a0 til deemis vegna reikningsskekkju hafi verid tap 4 einum peetti, t.d. liftryggingum en
hagnadur af 60rum petti, t.d. lifeyrissamningum hafi vegid pad upp.

Uppbygging pessarar greinar er pannig ad fyrst eru nefndar nokkrar rannséknir 4
akvardanatoku um toku lifeyris. Sidan eru rakin nokkur atridi atridi Gr préun
likindafredi um liftimadreifingar. Sagt er lauslega fra reiknifrekum nutimaadferdum
byggdum 4 freedum um valrétti og kvika bestu. Minnst er 4 ad fyrirtaeki og stjérnvold
geta hugsanlega notad lifeyrissjooi { stad atvinnuleysistryggingarsj6da. Hugleidingar um
stoOu lifeyrishugmyndarinnar er reifadar { lokaordum.

Ymsar rannséknir 4 akvordunum um toku lifeyris

Timasetning t6ku lifeyris ar lifeyrissjodi getur verid ymsu moti. Sjodfélagi getur akvedid
a0 fara 4 lifeyri ef akvednum skilyrdoum er fullnegt, t.d. vardandi aldur. Einnig getur
sj60félagi verid skyldadur ad hxtta vinnu og hefja toku lifeyris vid dkvedinn aldur.



Vinnuveitandi getur { sumum tilfellum gert starfsmanni slikt tilbod ad hann er nanast
pvingadur 4 eftirlaun. Stjérnvold geta med inngripum, td. med breytingum 2
skattalogum haft ahrif. Nyleg heimild um radstéfun éskattlagds séreignarsparnadar er
dzemi um éveenta dkvordun 4 Gttekt ur lifeyrissjodi. T nylegri MS-ritgerd metur Sara Jéna
Stefansdéttir (2010) ahrif peirra adgerdar.

Bertocchi, Schwartz og Ziemba (2010) taka ymis atridi er snda ad lifeyrismalum {
Bandarfkjunum fyrir { nylegri bok. Pad 4 medal ahrif fjarmalakreppunnar 2007-2009
(kafli 5), soguleg atridi { ahzettustjornun og avoxtun (kafli 4), stjorn einstaklings 4 sjodum
sinum, frjalsar uttektir og skyldadar attektir (kafli 12).

Calvo-Gatrido, Pascucci og Vazquez (2013) beita adferdum fjarmaélasterdfredi til
verdlagningar 4 rétti til snemmtekins lifeyris. Belloni (2008) nalgar vandann einnig med
adferdum verdlagningar 4 valrétti (option) og ber saman vid kvikar bestunaradferdir
(dynamic-programming). Gustman og Steinmeier (2005), Duggan, Singleton og Song (2007)
og van der Klaauw og Wolpin (2008) taka fyrir samspil vi0 almannatryggingar og
lagtekjufélk. Samwick (1998) reynir ad kortlegga hagraena krafta sem liggja til grundvallar
toku lifeyris.

Cahill, Giandrea og Quinn (2008) framkvaema empiriska nalgun par sem stér
gagnagrunnur er lagdur til grundvallar. Markmidid er ad kortleggja samspil
vinnumarkadar og lifeyriskerfis { samdratti. Nidurstada peirra virdist vera ad samdrattur
heaegi 4 toku lifeyris, p.e. a0 eldri einstaklingar seinki toku lifeyris.

Liftimadreifingar

Likindafredileg likén sem lysa bidtima eftir tilteknum atburdi. Ef bidtiminn er
slembibreyta sem taknud er med T og péttifalla og dreifall T eru taknud med f7), F(?) pa
er hettunni lyst med hettu(bazard)-falli:

f(?)
hit) = — o
*) 1— F(t)
Einfaldasta hugsanlega vidmidun er ad hacttan sé fasti, /() =\. FOst ahaetta svarar til pess
20 bidtiminn sé veldisdreifdur (exponential). Einfold atvikkun er ad gera rad fyrir ad
bidtiminn { einhverju veldi, sé veldisdreifdur. P4 faest dreifing sem kollud er Weibull
dreifing. Um Weibull dreifingu gildir ad:

=5 (4)" a0,

F(t) =1—cxp(—(t/A)"),
h(t) = ax*te !,
E(T)=AT(1+1/a), V(T) = (T(1+2/a)— (T(1+1/a))?).

Weibull dreifingin leyfir bréun, st6dugt vaxandi eda minnkandi 4 lifshattu { tima. Onnur
nalgun sem hentar vel til a0 lysa lifshattu lifvera er Gompertz-Makeham udtferslan:

R(t) = expla | f5t).

Ymsir adrir rithettir eru pekktir 4 Gompertz-Makeham nalguninni 4 lifshettu, t.d.
h(H=A+aexp(B7). Grunnhugmyndin er ad framan vi er lifshettan nalegt pvi ad vera
fasti, t.d. vegna slysa eda hattunnar 4 ad verda étin af annari lifveru, en 4 seinni hluta
avinnar veldisvoxtur { lifshettu. Veldisvoxturinn geti verid tilkominn vegna slits 4
tcknilegri uppbyggingu lifverunnar.



Tafla 1. Lifunarhlutf6ll 4 timum Graunt, um pad bil 1660 og
i Bandarikjunum 1993(Bernstein, 1996, bls. 83)

Aldur Graunt USA 1993

0 100 100

6 64 99

16 40 99

26 25 98

36 16 97

46 10 95

56 6 92

66 3 84

76 1 70

[ t6flu 1 sem tekin er ur Bernstein (1996) er synt hvernig préun 4 lifslikum hefur
verid 4 ramum 300 arum. Groflega mé dztla ad 4 hverjum 10 drum deyi 1/3 lifenda eftir
16 4ra aldur 4 17. 61d. T lok 20. aldar deyr einn hundradasti fyrir hver 10 ar 4 milli 16 og
46 ara aldurs. Eftir 46 ara aldur fer lifsheetta vaxandi 4 20. 6ld.

Virdi valréttar

A sidustu drum pa hafa proast sterofredilegar adferdir vid verdlagningu samninga sem
byggja 4 6vissti préun. Likindafradin er notud sem verkfzeri til a0 formgera préun { tima.
Ein pekktasta og ecinfaldasta utfaersla 4 peirri hugmynd er Black-Scholes
verdlagningarformulan sem lyst er { mérgum kennslubokum { fjarmalastaerdfredi, t.d.
Bjork (1998). Gert er rad fyrir einni eign, S(%), sem proéast ad hluta med ofyrirsédum
heatti:

dS(t) = plt. (1)t + o{t. S(HAW (1),

"

A B
par sem A4 er hinn fyrirsjdanlegi pattur og B er hinn 6fyrirsjaanlegi pattur. Hér stendur
W(?) fyrir spennuferli (stochastic process) sem nefndur er Wiener-ferli, stundum Brown
hreyfing eda slembigangur (random-walk) 1 samfelldum tima. Ferlid W(?) er 1 einhverjum
skilningi minnislaus, framtidin er bara had nuverandi st6du en ekki brautinni sem skiladi
pvi i niverandi st60u.

W) =0,

V(W) =t,

W(ty) — Wi(ty) ohad W(ty) — W(ty)

ef 1 < tg < Iy < £y,

W(t) samfellt fall.
bad ad tilfersla 4 sundurlegum timabilum sé 6had er 4 ensku kallad, independent increment
(II). Pad ma syna ad W7 er normaldreifd sterd. Ef ferill er II og samfelldur pa hlytur
hann ad vera normaldreifdur. Poisson-ferli er annars konar II-slembiferli sem fer allra
sinna ferda i eins skrefs stokkum. I fjarmalastaerdfradi er hreyfimynstri eigna Iyst med
slembinni diffurjétnu (SDE=stochastic-differential-equation) pad sem hid Ofyrirséda er

byggt 4 einhvers konar II-ferli, t.d. Wiener-ferli, Poisson-ferli eda ferli sem er blanda af
samfelldri braut og stokkum, slikt er stundum kallad Levy-ferli eda jump-diffusion.



Black-Scholes likanid { sinni einféldustu mynd gefur verdlagningu 4 kauprétti pegar
_(ESD))=uS@) og o(,5())=aS (9, par sem p og o er fastar. Einnig er gert rad fyrir ad til
stadar sé ahzttulaust fjarfestingarumhverfi.
dS = pSdS + o SdW, dhaettusdm eign |
dB = rBdi, dhaxtlulaus banki.

Ef { bodi er kaupréttarsamningur um ad kaupa § 4 tima T 4 verdinu K pa er virdi
samningsins 4 tima T, max($(T)—K,0). Med rékum um ad ekki sé mogulegt ad fa
ahaettulausan hagnad (arbitrage-free), pa ma syna ad verdlagningarformulan, F(4ys), 4 tima
1, pegar verdid er s=5(J) leysir hlutafleidujétnuna (PDE=partial-differential-equation):

a d 1, 487
aF(t, s) — rsasF(t, s)+ 357 @F(t, s)—rl(t,s) =0,

F(T,s) = max(s — I{,0).

Pessa j6fnu ma leysa med sterdfredi og skrifa lausnaformuluna nidur.

bessi nalgun, p.e. ad lysa hreyfimynstri med slembnum diffurjéfnum, nota skilyrdi um
ahattulausan hagnad duga oft til ad syna ad rétt verdlagningarformula leysir akvedna
hlutafleidujéfnu. Pad er hins vegar adeins 1 faum skélabokardemum sem haegt er leysa
pa jofnu med sterdfredi. I 6orum tilfellum er naudsynlegt ad nota télulegar adferdir
(numerical-methods).

I tilfellinu um snemmtekinn lifeyrir er haegt a0 setja petta upp 4 marga vegu. Calvo-
Garrido o.fl. (2013) nalgast vandann 4 eftirfarandi hatt. Peir gera rad fyrir ad launin
préist med slembnu diffurjéfnunni:

dS(t) = alt, S(8))di | a(t, S(t))dW (t).

Einstaklingur fer ad greida i lifeyrissj6d 4 tima to. Venjulegur eftirlaunatima er Tren
hann velur slembinn  (6fyrirsédan)  timapunkt To sem er 4  timabili
Tr —ny = To = Tr vigpistallio er V(t) = V (£, 5(2),10). pap er gert rad fyrir pvi
ad cinstaklingur geti d4id eda hatt patttoku. T badum tilfellum pydir pad utgjold fyrir
sjodinn. Hettunni 4 dauda er lyst med Hd og hzttunni 4 ad einstaklingurinn yfirgefi
sj60inn med Hw. Hreyfimynstur virdisfallsins er lyst med diffutjofnunni:

do(t) = r(tyo(f)dt — > it to)(Ai(t, S(1), ta) — v(t))dt,

i=w,d

par sem 77 takna dhattulausa vexti, Ai(t,5(),t0) taknar pad sem sj6durinn parf ad
borga 1t ef einstaklingur deyr eda hattir. Med réksemdum um utilokun dhettulauss
hagnadar leida hofundar tt hlutafleidujéfnuna

a0 d d o2
. i 7 i Vv g— Yy N .
875‘/ fS as" gaf‘ 0‘92 (p’d .uu.‘ T‘)I #dAd JL"H,-AU,

Hér hafa Calvo-Garrido o.fl. (2013) flekt likanid med pvi ad innleida breytuna

t
I(t) = Jo 9T, S(TN AT (o ex fall af summu launa { dkvedio timabil. Virdisfallid ez
pvi Vi(t,5(t), I(t), to)_ Lifeyrisgreidslan er pvi eins konar ,,asisk" vilnun (Asian option).
bessari hlutafleidujotnu fylgja sidan flékin randskilyrdi sem m.a. eru had pvi hvernig
summa launa dkvardar lifeyrinn. Pad parf ekki mikid imyndunarafl til ad giska 4 a0 pessi
hlutafleidujatna verdur ekki leyst med sterdfredi. Calvo-Garrido o.fl. (2013) syna lausn
med tolulegri adferd sem kennd er vid Lagrange-Galerkin.



Slembin kvik bestun

Onnur sterdfredilega framsetning er ad byggja 4 pvi ad virdisfallid sé sett fram med
endurkvemum (recursive) haetti. Ef gert er rad fyrir ad virdisfallio 4 tima 7 sé Vi, pa er
gengid ut fra pvi ad
Q
V= max[ By [(Un(V)) + v+ 8Vl B | Y 87 (Ur(Ba(t) + wi I,

s=1

par sem Uw er nytjafall starfandi einstaklings og Ur er nytjafall eftirlaunapega. Hér er
Q hamarksaldur einstaklings, § er afvéxtunarstudull, Bt eru eftirlaun 4 tima t og Vt og
Wt eru slembnir pettir sem lysa évaentum atvikum. Petta form er of almennt og pvi
naudsynlegt ad setja skordur pannig ad hegt sé ad vinna med petta. Detta er kvikt
bestunardemi (dynamic programming, DP). Flest DP deemi eru pannig ad pau verda adeins
leyst med itarlegum skordum og télulegum adferdum. bad er til demis naudsynlegt ad
setja skordur 4 likindafradilega eiginleika Yt og Wt Pad liggur i framsetningu
vandamalsins ad 4 hverjum timapunkti skiptir fort{idin ekki mali, heldur er akvérdun
einungis had nuverandi st6du. bPad er pvi hagt ad setja vandamalid fram sem einhvers
konar Markor-vandamal. Markov-forsendan felur 1 sér ad einungis nylidin fortid skiptir
mali. Han er oft notud af verkfredingum og hagfraedingum i leit ad lausnum 4 bestu
styringu (gptimal control). Nylegt deemi um utfaerslu er til demis synt { grein Boda, Filar,
Lin og Spanjers (2004). Par er akvordun einstaklingsins sett upp sem runa af Markor-
decision-process, MDP. Deirra nalgun gengur 1t 4 ad hugsanlegt sé ad einstaklingurinn geti
safnad miklum eigin sj6dum sem best sé ad nota adur en avinni lykur og ekki sé rétt ad
bida eftir ellilifeyri. T pessari grein er Iyst mjég floknu télulegu hamorkunarvandamali en
jafnframt ljést a0 miklar skordur er settar 4 likanid, hvad vardar t.d. nytjaféll og einnig
er notast vi0 strjalar (discrete) nalganir.

Lifeyrissjodir sem atvinnuleysistryggingasjooir

Vitneskjan um ventanlegt adgengi ad sj00i skapar moguleika 4 neyslu samstundis.
Adgangur ad framtidargreidslu dr til demis lifeyrissj6di getur haft dhrif 4 neyslu
natimans. Akvordunin  getur badi verid beinn ahugi  sj60félaga, hagrading
vinnuveitanda, eda ahrif stjérnvalda.

Vitneskja vinnuveitanda um rétt sj60félaga getur haft ahrif 4 hvada tilbod um
starfslok sj6dfélaga eru bodi. Pad blasir pvi vid ad samspil astands 4 vinnumarkadi og
stada einstaklings hja lifeyrissjodi getur haft ahrif 4 dkvardanir um pad hvenzr skuli hefja
toku lifeyris.

Astand rikisfjarmala getur einnig haft ahrif. A Islandi hafa 4 aranum eftir 2009 verid
i bodi skattfridindi ef einstaklingsbundinn réttur, séreignarsparnadurinn, er nyttur 4
akvedinn hatt. Vel er hugsanlegt ad hid opinbera verdi med svipud inngrip { framtidinni.

Lokaord

Fra dégum Romverja til nutimans hefur reikniteekni og sterdfredi fleygt fram. bad var
Romverjum nanast ofvida ad reikna vexti og lifslikur. Eigi ad sidur var akvedin pekking
greinilega fyrir hendi. Préun likindafraedinnar synir ad visindin um 6vissu eru exact-
visindi. Eftir aldamétin 1800 er fyrir hendi gédur skilningur a pvi hvada eiginleika likan
sem lysti lifshettu manna atti ad hafa. Framfarir { leknavisindum 4 20. 6ld hefur haft
pad 1 f6r med sér ad Sviss um avilengd er miklu minni en 4dur var. Fyrir lifeyrissj6oi
pyoir pad ad Svissa um vexti er radandi dhettupdttur { rekstri sjéoa.



Hinar auknu avilikur hafa dregid r ahaettu sj6da vegna lifshettu en par hafa einnig
steekkad pad timabil sem einstaklingurinn hefur til radstéfunar til ad hatta ad greida {
§j60inn og hugsanlega ad fara ad taka ut Gr honum. Nutima sterdfredi og tolulegar
adferdir bjoda upp 4 pann moguleika ad finna { einhverjum skilningi bestu stefnu
einstaklingsins { umgengni vid slika sj60i. bau likén eru teknilega flokin og umgengni
vid pau krefst baxdi gb6ds skilnings 4 sterdfredi og hzfni { forritun og tblulegum
adferdum.

bad eru visbendingar um a0 rikisvald og fyrirtaeki sem vita af lifeyrissjoOum fari ad
nota pa sem eins konar aukaatvinnuleysistryggingarsj6di. Hettan 4 snemmteknum lifeyri
er pvi a0 hluta einhvers konar hagsveifludhatta. Si méguleiki kallar 4 nakvaemni {
békhaldi sj6da til ad tryggja jafnradi sjédfélaga, p.e. ad ekki séu ranglega ferdir
fjarmunir fra einum sjo0félaga til annars. Einnig kallar petta 4 vandvirkni stjérnvalda {
skattlagningu lifeyrisgreidslna.
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