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Ágrip 

Hvernig veit maður hvers konar námsefni er þörf á í stærðfræðinámi? Markmið þessarar 

rannsóknar er að upplýsa um hvers konar námsefni framhaldsskólakennarar telja þörf fyrir í 

stærðfræði, sér í lagi fyrir upprifjunaráfanga (núlláfanga), og viðhorf þeirra til svokallaðra 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefna. Tilgangur rannsóknarinnar er að skoða forsendur fyrir 

svipaðri námsefnisþróun á framhaldsskólastigi og hefur verið meðal annars með tilkomu Átta-tíu 

bókanna fyrir unglingastig grunnskóla. 

Samið var stærðfræðinámsefni þar sem úrlausn viðfangsefnanna krefst mikillar hugsunar af 

nemendum, skilnings á jafnaðarmerkinu og þeirra eigin alhæfinga um hugtökin andhverfur og 

hlutleysur í bæði samlagningu og margföldun út frá niðurstöðum reikninga á einföldum dæmum. 

Verkefnin voru lögð fyrir nemendur í upprifjunaráföngum í kennslustundum í nóvember 2015. 

Fylgst var með kennslustundunum og viðtöl tekin við kennarana bæði fyrir og eftir kennsluna. Í 

úrtaki voru fimm kennarar í þremur framhaldsskólum. 

Helstu niðurstöður rannsóknarinnar voru að allir kennararnir töldu nemendur í 

upprifjunaráföngum hafa forsendur til að geta lært með að takast á við vitsmunalega krefjandi 

verkefni. Margir nefndu mikilvægi fjölbreytni í viðfangsefnum. Ósk um sameiginlegan ritstýrðan 

vef þar sem kennarar deila verkefnum sín á milli var áberandi. Aðeins einum kennara fannst 

vitsmunalega krefjandi námsefni ekki henta seinfærum nemendum. Þátttakendur töldu 

hindranirnar fyrir seinfæra nemendur til að ná árangri í stærðfræði og vinna slík verkefni vera 

ótta við að segja rangt svar, erfiðleika við að orða eigin tilgátur og alhæfingar sem og skort á 

hugrekki, sjálfstrausti og sjálfsaga til að glíma við stærðfræðileg viðfangsefni.  

Til er ýmislegt efni sem kennarar hafa samið sjálfir en ekki skilvirkar leiðir fyrir þá til að deila því 

með öðrum kennurum og hanna þannig eigin áfanga á handhægan hátt. Niðurstöðurnar hér 

styðja enn fremur við niðurstöður úttektar á stærðfræðikennslu í framhaldsskólum um að þörf 

er á nýju og sveigjanlegu námsefni. Tilkoma skólabóka var á sínum tíma talin bylting frá þulunámi. 

Veldur veraldarvefurinn nýrri þróun? 
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Abstract 

Does it suit low-achieving students to work on tasks assuming the role of 

mathematicians? Upper secondary teachers‘ views toward learning materials in 

remedial courses 

How does one know what kind of new learning materials are needed in mathematics? The goal 

of this research is to inform about upper secondary school teachers‘ needs for new learning 

materials in mathematics, specifically for remedial courses, and their views toward so called 

cognitively demanding tasks. The purpose of the research is to explore the grounds for a similar 

development in learning materials at the upper secondary level as have been introduced at the 

lower secondary level, for example with the coming of the Átta-tíu book series.  

Mathematical tasks were created where the solution process demands higher order thinking 

from students, an understanding of the equality sign and students‘ own generalizations about 

inverses and identities in both addition and multiplication from results of simple calculations. 

Students in remedial courses worked on the tasks in lessons in November 2015. The lessons were 

observed and the teachers were interviewed both before and after the lessons. The sample 

included five teachers in three upper secondary schools. 

The key findings were that all the teachers considered students in remedial courses to have the 

necessary skills to be able to learn from working on cognitively demanding tasks. Many 

mentioned the importance of task diversity. A demand was apparent for a collaborative 

moderated platform on the web where teachers can share materials with each other. Only one 

teacher thought cognitively demanding tasks were unsuitable for low-achieving students. The 

participants considered the obstacles for low-achieving students to succeed in mathematics and 

work on such tasks to be a fear of stating the wrong answer, a difficulty with putting forth 

hypotheses and generalizations in their own words as well as a lack of courage, confidence and 

self-discipline to work on mathematical tasks. 

Various materials that teachers have created themselves exist but practical ways to share them 

with other teachers, and thus design their own courses in a convenient way, are lacking. These 

findings further support the results of a report on mathematics teaching in upper secondary 

schools in Iceland that there is a need for new and flexible learning materials. The invention of 

school books was at the time considered a revolution from drill learning. Will the world wide web 

cause a new development? 
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1 Inngangur  

Hvernig veit maður að námsefni vantar fyrir tiltekna námsgrein? Hvernig veit maður 

hvers konar efni er þörf á? Í þessari ritgerð er leitað svara við því hvaða þarfir kennarar 

telja sig hafa fyrir nýtt námsefni í upprifjunaráföngum framhaldsskóla í stærðfræði. 

Ritgerðin er byggð á rannsókn þar sem tekin voru viðtöl við fimm kennara bæði fyrir og 

eftir kennslu á verkefnasafni sem inniheldur það sem kallað er vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefni. Einnig voru skráðar vettvangsathuganir meðan á kennslu verkefnanna 

stóð í þeim þremur framhaldsskólum sem tóku þátt í rannsókninni og kennsluáætlanir 

upprifjunaráfanganna greindar. Viðhorf kennaranna til námsefnis fyrir þessa áfanga 

almennt voru könnuð sem og viðhorf til mismunandi tegunda viðfangsefna og hvort 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefni henti þessum hópi nemenda. Niðurstöður milli 

kennara voru bornar saman og ályktanir dregnar um hvernig framtíð 

stærðfræðinámsefnis framhaldsskóla geti litið út miðað við þeirra óskir. 

1.1 Bakgrunnur 

Talið er að meðal líftími námsefnis á Íslandi geti verið allt frá 15 upp í 20 ár. Ingvar 

Sigurgeirsson reiknaði það út að þegar námsefni lifir svo lengi sé við sköpun þess verið 

að skipuleggja upp undir eina milljón kennslustunda. Á Íslandi sé námsefnið einnig 

gjarnan samið af kennurum á kvöldin, um helgar eða í fríum (Ingvar Sigurgeirsson, 

1989, bls. 13). Í bakkalárrannsókn minni kom í ljós að sumir framhaldsskólar nota 

námsefni í upprifjunaráföngum í stærðfræði sem er orðið yfir 25 ára gamalt (Jóhann 

Örn Sigurjónsson, 2014, bls. 23). Jafnframt leiddi greining á námsefni í ljós að dæmi eru 

um að yfir 90% viðfangsefna námsbóka geri litlar vitsmunalegar kröfur til nemenda (bls. 

20). Slík viðfangsefni þykja ekki líkleg til að leiða til skilnings á hugtökum vegna þess að í 

þeim læra nemendur gjarnan aðferðir við að leysa dæmi án þess að skilja hvers vegna 

aðferðin virkar eða hvernig hún tengist öðrum stærðfræðilegum hugmyndum. Þetta ýtir 

ekki undir gagnrýna eða skapandi hugsun nemenda og er í mótstöðu við breyttar 

áherslur um merkingarbær viðfangsefni í stærðfræðinámi þar sem lykilatriðið er 

lausnarferlið fremur en niðurstaðan (Skott, 2004, bls. 228). 

Í nýlegri úttekt á stærðfræðikennslu í framhaldsskólum kemur fram að ástand 

kennsluefnis þykir ekki gott (Anna Helga Jónsdóttir o.fl., 2014, bls. 54), sér í lagi 

tölfræðinámsefni (bls. 3). Þróunarsjóður námsgagna sá ástæðu til þess að veita þeim 

verkefnum forgang í úthlutun 2015 sem stuðla að aukinni hæfni í stærðfræði og 

tölfræði og viðfangsefnum sem tengjast daglegu lífi (Rannsóknamiðstöð Íslands, 2016).  
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Með því að kanna og upplýsa um viðhorf kennara til uppbyggingar og almenns eðlis 

námsefnis má brúa bilið milli höfundanna sem semja námsefnið og kennaranna sem 

velja að nota það. Það hefur komið fram að gjá hefur myndast milli rannsakenda í 

menntarannsóknum og starfsmanna í menntakerfinu (Vanderlinde, 2010, bls. 311–

312). Þessi rannsókn er viðleitni í þá átt að brúa þessa gjá svo verkefnið verði hagnýtt. 

1.2 Markmið og tilgangur 

Hugmyndin að þessari ritgerð kviknaði eftir að bakkalárrannsókn minni var lokið. Þar 

var ég að skoða og greina stærðfræðinámsefni sem ég fékk upplýsingar um að væri 

notað í upprifjunaráföngum. Það kom mér á óvart hvað vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefni virtust sjaldgæf í námsefninu. Helst langaði mig strax að skrifa nýja bók 

sjálfur en komst fljótt að því að mig vantaði meiri upplýsingar. Því hafði ég áhuga á að 

skoða þetta fyrirbæri nánar í meistararannsókninni með því að fara út í skólana með slík 

verkefni sem ég samdi sjálfur, tala við kennara um vitsmunalega krefjandi viðfangsefni 

og fylgjast með því hvernig þeir nota verkefnin í kennslu sinni.  

Tilgangur rannsóknarinnar er í grunninn að skoða forsendur fyrir svipaðri 

námsefnisþróun á framhaldsskólastigi og hefur verið á grunnskólastigi með Átta-tíu 

bókaflokknum, það er nýtt og íslenskt námsefni í takt við námslegar kröfur 21. 

aldarinnar um gagnrýna hugsun og vitsmunalega krefjandi viðfangsefni. Rannsóknin 

getur þannig haft hagnýtt gildi með því að niðurstöður hennar nýtist við 

námsefnisþróun í stærðfræði í framhaldsskóla í framtíðinni. 

Markmið þessa meistaraverkefnis er að upplýsa um þarfir framhaldsskólakennara 

fyrir nýtt námsefni í stærðfræði á framhaldsskólastigi, sér í lagi fyrir upprifjunaráfanga, 

og að kanna forsendur fyrir áherslubreytingu um eðli stærðfræðilegra viðfangsefna í 

námsefninu. Í því skyni eru viðhorf íslenskra stærðfræðikennara til ólíkra gerða 

stærðfræðilegra viðfangsefna rannsökuð, kannað hvernig námsefni kennararnir kalla 

eftir fyrir kennslu í þeim áföngum og hvort vitsmunalega krefjandi viðfangsefni þyki 

henta þessum hópi nemenda. Meginrannsóknarspurningin er því:  

 Hverjar eru þarfir kennara fyrir nýtt námsefni í upprifjunaráfanga framhaldsskóla 

í stærðfræði? 

Undir þeirri rannsóknarspurningu felast eftirfarandi spurningar: 

 Hvers konar viðfangsefni myndu íslenskir stærðfræðikennarar óska að væru í 

nýju námsefni fyrir upprifjunaráfanga? 

 Hver eru viðhorf íslenskra stærðfræðikennara til vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefna fyrir nemendur í upprifjunaráföngum? 
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1.3 Uppbygging ritgerðarinnar  

Ritgerð þessi skiptist í sex kafla auk formála og ágrips. Í inngangskaflanum kynni ég 

rannsóknina, bakgrunn hennar, markmið og tilgang. Annar kaflinn inniheldur fræðilega 

umfjöllun. Þar fjalla ég um þann fræðilega bakgrunn sem rannsóknin var hugsuð út frá. 

Þriðji kaflinn er um aðferðafræði rannsóknarinnar. Þar er framkvæmd hennar lýst, frá 

rannsóknaraðferð og vali á þátttakendum til gagnaöflunar, greiningar á gögnum og 

siðferðilegra atriða.  

Í fjórða kafla eru niðurstöður rannsóknarinnar kynntar. Sett eru fram þau 

meginþemu sem greina má úr gögnunum. Fimmti kaflinn er umræðukafli. Þar eru 

niðurstöðurnar settar í fræðilegt samhengi. Sjötti og síðasti kaflinn hefur að geyma 

lokaorð þar sem markmiðum og niðurstöðum rannsóknarinnar er lýst í stuttu máli. 

Handan megintexta ritgerðarinnar má finna skrá yfir heimildir og viðauka þar sem 

meðal annars má finna þau vitsmunalega krefjandi stærðfræðiverkefni sem nemendur 

glímdu við sem hluta af rannsókninni.  
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2 Fræðileg umfjöllun 

Í þessum kafla er byrjað á að fjalla um stöðu stærðfræðináms í framhaldsskólum á 

Íslandi. Síðan er rædd aukin áhersla á skilning nemenda í stærðfræðinámi ásamt 

kenningum um vægi hugarfars nemenda til eigin stærðfræðináms. Næst er hugmyndin 

um eðli viðfangsefna í stærðfræðinámi og kennslu útskýrð og í því samhengi 

mismunandi stig á skilningi nemenda á stærðfræðilegum hugtökum. Leiðarvísir fyrir 

greiningu stærðfræðilegra viðfangsefna er útskýrður og þar með hvað felst í hugtakinu 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefni. Þá er breytileikakenning náms (e. variation theory) 

tekin til umfjöllunar en hún var höfð til hliðsjónar við gerð stærðfræðiverkefnanna í 

rannsókninni. Að því loknu er rætt hvernig viðfangsefnin á verkefnablöðunum í 

rannsókninni eru krefjandi fyrir vitsmunalega hugsun nemenda. 

2.1 Staða stærðfræðináms á Íslandi á framhaldsskólastigi 

Árið 2014 kom út úttekt á vegum Mennta- og menningarmálaráðuneytisins á 

stærðfræðikennslu í framhaldsskólum. Í niðurstöðum skýrslunnar kemur fram að margt 

sé vel gert en ýmislegt megi þó laga. Til að mynda segir að í mörgum tilvikum virðist 

áhersla vera á að nemendur læri aðferðir til að leysa ákveðnar gerðir verkefna á meðan 

gleymist að stefna að stórum hluta markmiða sem sett eru fram í aðalnámskrá, til 

dæmis markmið varðandi skilning og hæfni til að beita stærðfræði (Anna Helga 

Jónsdóttir o.fl., 2014, bls. 56). Einnig kemur fram að skortur sé á vönduðu kennsluefni 

(bls. 1). Í tillögum til úrbóta er til dæmis lagt til að „endurskoða frá grunni námsefni í 

stærðfræði á þeim námsbrautum framhaldsskólans sem krefjast lítillar stærðfræði og 

samræma það lokamarkmiðum þeirra“ (bls. 3). 

Þá kemur fram í úttektinni að mjög mikil áhersla sé á einstök efnisatriði og þjálfun í 

beitingu staðlaðra reikniaðferða. Svo virðist sem almenn markmið, svo sem hvað varðar 

stærðfræðilega hugsun, röksemdafærslur og lausnir þrauta og verkefna, verði útundan í 

stærðfræðikennslu í framhaldsskólum. Jafnframt kemur fram að kröfur um mikla 

yfirferð efnisatriða standi gegn því að keppt sé að almennum markmiðum (bls. 46). 

Í umræðu um kennsluefni kemur fram í úttektinni að það sé að mestu sjálfsprottið, 

það er samið eða þýtt af kennurum sjálfum í frítíma sínum. Miðað við þá staðreynd hafi 

tekist nokkuð vel til en á heildina litið sé ástandið ekki gott. Úrvalið sé rýrt, sumar 

bókanna ekki vel úr garði gerðar og ítarefni af skornum skammti. Skiptar skoðanir 

virðast á meðal kennara um notkun námsefnis á ensku en að mati höfunda samræmist 

það illa íslenskri málstefnu að hafa námsefni á erlendu máli. Þá telja höfundar 
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úttektarinnar æskilegt að koma á fót ritstýrðum vef með kennsluefni sem notendur 

leggja inn. Þann vef væri hægt að reka í samhengi við samskiptavef fyrir 

stærðfræðikennara (bls. 54).  

Þegar kemur að notkun námsefnis má spyrja hvort það sé farsæl leið að stefna að 

samræmdu námsefni fyrir alla skóla líkt og hefur verið gert með bókum sem sérstaklega 

eru merktar áfanganöfnum eins og Stærðfræði 103. Í aðalnámskrá frá 1999 var 

sérstakur stærðfræðihluti sem hafði að geyma ítarlegar áfangalýsingar fyrir 16 

framhaldsskólaáfanga (Anna Helga Jónsdóttir o.fl., 1999, bls. 29). Í nýrri Aðalnámskrá 

frá 2011 er þetta breytt. Þar eru engar áfangalýsingar heldur kemur fram að skólarnir 

semja eigin áfangalýsingar (Aðalnámskrá framhaldsskóla 2011, bls. 52). Það leiðir til 

þess að skólar hafa meira vald sjálfir yfir inntaki áfanga sinna. Þannig getur auðveldlega 

skapast munur milli skóla um hvaða efnisþættir eru teknir fyrir og hvernig þeim er 

raðað niður á áfanga á hverri námsbraut. Í úttektinni frá 2014 kemur fram að vegna 

hugsanlegra ólíkra skilgreininga skólanna á áföngum skapist þörf fyrir fjölbreyttara og 

sveigjanlegra námsefni en nú er (bls. 30). 

Í þessu samhengi má velta því fyrir sér hvort kennarar ákvarði námsefni út frá 

markmiðum eða markmið út frá námsefni. Hilda Taba lagði í riti sínu frá 1962 áherslu á 

það að nákvæm námsmarkmið ættu að vera í höndum skóla á meðan almennari 

markmið menntunar ættu að vera á borði fólks með yfirgripsmeiri þekkingu á öllu sviði 

menntunar og þeim grunni sem þau markmið eru byggð á (Taba, 1962, bls. 210). 

Jafnframt lýsir hún fjórum grunnþáttum allra námskráa: námsefni, markmiðum, 

aðferðum/skipulagi og mati. Milli þessara þátta þarf að vera samræmi og jafnvægi þar 

sem þeir eru allir háðir hverjum öðrum (bls. 425). Samkvæmt hugmyndum hennar er 

því ekki eitt rétt svar við því hvort kennarar eigi að ákvarða námsefni út frá markmiðum 

eða markmið út frá námsefni. Á meðan stefnt er að hinum almennari markmiðum 

menntunar er hvor leiðin fyrir sig jafngild.  

Upprifjunaráfangar eru kallaðir þeir áfangar í framhaldsskólum sem nemendur sem 

ekki þykja hafa náð tilskyldum árangri taka til að ná þeim markmiðum sem nauðsynlegt 

er að hafa til að hefja nám í öðrum áföngum í stærðfræði á framhaldsskólastigi. 

Áfangarnir ganga gjarnan undir ólíkum nöfnum eftir skólum. Stundum hafa þessir 

áfangar verið kallaðir núlláfangar því algengt var að núll einingar fengjust fyrir þá. Í 

þessari ritgerð er notað orðið upprifjunaráfangi. 

Í titli ritgerðarinnar hef ég notað orðið „seinfærir“ til að lýsa þeim nemendum sem 

nýta sér úrræði eins og upprifjunaráfanga. Þessu orði er alls ekki beint að neinu í fari 

persónu þeirra nemenda. Öllu heldur er orðið seinfær speglað við enska hugtakið low-
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achieving. Með „seinfærum nemendum“ á ég því einungis við að mat á námsárangri 

nemendanna í stærðfræði hefur bent til þess að þeir séu undir mörkum hæfniviðmiða í 

þeim efnisþáttum sem þarf að kunna skil á til að hefja nám í stærðfræði í 

framhaldsskóla á fullum hraða. Því er talið farsælla að þeir sitji upprifjunaráfanga úr efni 

grunnskólans áður en þeir stunda nám í öðrum framhaldsskólaáföngum í stærðfræði. 

Í eðli sínu byggir inntak upprifjunaráfangans bæði töluvert á námskrá grunnskóla 

sem og framhaldsskóla. Áfangarnir eru skipulagðir eftir þeim kröfum sem skólarnir gera 

til kunnáttu og leikni nemenda fyrir byrjun áfanganna sem eru í boði fyrir nemendur að 

upprifjunaráfanganum loknum. Eðlilegt er að inntak áfangans endurspegli þær kröfur. 

Námsefnið sjálft þarf líka að vera í ákveðnu samhengi og sambandi við þau fræði sem 

um ræðir, stærðfræðina og kennslufræðina. Jafnframt þarf það að uppfylla kröfur 

kennara um hvað þeir vilja nota við vinnu sína og á sama tíma vera í takt við framfarir, 

strauma og niðurstöður rannsókna á sviði stærðfræðimenntunar. Þessir áfangar hafa 

ekki verið mikið rannsakaðir hér á landi. Í bakkalárritgerð minni kom í ljós að svo virðist 

sem viðfangsefni sem notuð eru í upprifjunaráföngum geri að megninu til litlar kröfur til 

nemenda og mikil áhersla er á afmörkuð námsmarkmið á kostnað almennari markmiða 

í námskrá (Jóhann Örn Sigurjónsson, 2014, bls. 20–21).  

Í íslenskum skólum ríkja oft sterkar hefðir um hvað skuli kennt og hvenær. 

Námsgögn virðast ráða miklu um val, vægi, framsetningu og röð viðfangsefna. 

Rannsóknir hér á landi frá 10. áratug hafa sýnt að langflestir bóknámskennarar í 

grunnskólum styðjast við útgefið námsefni í kennslu sinni og velja þar gjarnan til 

grundvallar tiltekna bók til yfirferðar með nemendum. Stærðfræðikennarar á 

grunnskólastigi hafi gjarnan gagnrýnt hve hratt er farið á milli viðfangsefna í námsefni 

sem þeim stendur til boða en hafa samt sem áður flestir hverjir fylgt bókum í röð og 

vægi efnisþátta (Ingvar Sigurgeirsson, 1999, bls. 29–30). 

2.2 Aukin áhersla á skilning nemenda í stærðfræðinámi 

Í seinni tíð hefur fræðasvið stærðfræðimenntunar lagt aukna áherslu á mikilvægi þess 

að nemendur byggi upp skilning á stærðfræði. Skilning er erfitt að skilgreina 

nákvæmlega og það er hægara sagt en gert að greina af eða á hvort nemandi búi yfir 

skilningi eða ekki. Skilningur er flókinn eiginleiki sem er miklum breytingum háður 

(Hiebert o.fl., 1997, bls. 4). Eitt vel þekkt fyrirbæri tengt skilningi er skilgreint sem ferlið 

þegar farið er frá ástandi án skilnings yfir til skilnings. Þetta er svokallað aha-moment 

(einnig nefnt eureka effect) sem má ef til vill íslenska sem aha-augnablik (Auble, Franks 

og Soraci, 1979, bls. 426–427). 
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Hugmyndina um aukna áherslu á skilning má til dæmis sjá í bók menntunar-

sálfræðingsins Jerome Bruner frá 1960, The Process of Education, þar sem hann ritar: 

„Að vita hvernig fyrirbæri er upp byggt er meira virði en þúsund staðreyndir um það.“ 

(Bruner, 1983, bls. 183). Hann lagði mikla áherslu á að menntun ætti ekki að einblína á 

að leggja staðreyndir á minnið. Með því að takmarka kennslu við það að „þylja upp 

staðreyndir studdar af hefðbundnum og meðalgóðum kennslubókum“ séu líflegar 

námsgreinar gerðar óáhugaverðar og því ættu markmið námskrár að vera leiðarljósið í 

skipulagningu kennslu fremur en kennslubækur (bls. 88). Hann sagði jafnframt að það 

sem vísindamaður gerir í rannsóknarstofu eða það sem bókmenntagagnrýnir gerir við 

að greina ljóð sé sama eðlis og það sem hver annar gerir við svipaðar athafnir ef hann 

er í leit að skilningi. Munurinn sé stigsmunur, ekki eðlismunur. Nemandi sem lærir 

stærðfræði er þannig stærðfræðingur og það er auðveldara fyrir hann að læra 

stærðfræði með því að hegða sér eins og stærðfræðingur frekar en að gera eitthvað 

annað (1977, bls. 14). 

Skemp skilgreindi síðar hugtökin venslaskilningur (e. relational understanding) og 

tækjaskilningur (e. instrumental understanding). Um er að ræða tvær mismunandi leiðir 

til að túlka merkingu þess að skilja stærðfræðilega hugmynd. Venslaskilningur felst í því 

að vita hvað skal gera frammi fyrir ákveðnu vandamáli og sér í lagi af hverju. 

Tækjaskilning hefur hann einnig nefnt „reglur án ástæðna“, sem merkir að skilningur 

þýði að hafa reglu, formúlu eða aðferð til taks og getuna til að nota hana – en ekki vita 

af hverju hún virkar (Skemp, 1976, bls. 2).  

Skemp segir að með þessu séu í raun í gangi tvær mismunandi námsgreinar sem 

ganga báðar undir nafninu stærðfræði: Það er ein sem hefur venslaskilning að leiðarljósi 

en önnur sem metur tækjaskilning. Þá sé það hugarfar og nálgun kennarans sem 

ákvarði hvort kennd sé venslastærðfræði eða tækjastærðfræði fremur en eðli 

viðfangsefnanna. Skemp var viðstaddur kennslustund þar sem hann hafði sjálfur samið 

námsefnið með venslaskilning í huga. Kennarinn kenndi aftur á móti með áherslu á 

tækjaskilning. Með því að fylgjast með nemendum var augljóst fyrir Skemp að 

tækjaskilningur varð ofan á (bls. 5–6). Námsefni með venslaskilning sem markmið er því 

ekki ávísun á að slík verði starfsemin í skólastofunni en er þó góð forsenda fyrir því að 

svo geti orðið. 

Í rannsókn Pesek og Kirshner var námsárangur tveggja hópa í efni um flatarmál í 

tvívíðu rúmi borinn saman. Hópur A hlaut einungis kennslu með venslaskilning að 

leiðarljósi meðan hópur B hlaut fyrst kennslu með tækjaskilningi áður en kennt var með 

venslaskilningi. Hópur A mældist ná meiri árangri sem þykir benda til þess að blönduð 
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leið, í það minnsta þar sem tækjaskilningur kemur á undan venslaskilningi í tíma, sé ekki 

til þess fallin að stuðla að auknum námsárangri nemenda í stærðfræði (Pesek og 

Kirshner, 2000, bls. 532–538). 

Í rannsókn Boaler komu svipaðar niðurstöður í ljós. Nemendur sem voru vanir 

kennslu að hætti tækjaskilnings höfðu tilhneigingu til að vilja nálgast námið á þann hátt 

þrátt fyrir að kennslan væri meira í ætt við venslaskilning (Boaler, 1999, bls. 278). Í 

sömu rannsókn var skilningur nemenda gagnvart fræðigreininni stærðfræði og hvernig 

þeim gengur að takast á við viðfangsefni hennar borinn saman í tveimur ólíkum skólum. 

Annar skólinn studdist við kennslubók og hefðbundna kennslu en hinn notaði opin 

viðfangsefni þar sem nemendum var ekki gefin fyrirfram slóð um lausnaleið verkefna 

sinna. Í hinum fyrrnefnda virtist nemendum fræðigreinin stærðfræði snúast fyrst og 

fremst um afköst og að læra reglur utanbókar til notkunar í dæmum. Þeir áttu jafnframt 

erfiðara með að leysa orðadæmi eða viðfangsefni sem tengd voru raunveruleikanum en 

hinir. Þannig þróuðu þeir með sér þrönga sýn á hvað stærðfræði snýst um. Í 

síðarnefnda skólanum var engin kennslubók heldur unnu nemendur þemaverkefni. Þar 

áttu nemendur aftur á móti mun auðveldara með að beita stærðfræðiþekkingunni sinni 

við raunverulegar aðstæður og hugsa á sveigjanlegan hátt við úrlausn verkefna. Að auki 

voru 9 prósentustigum fleiri nemendur í þeim skóla sem náðu samræmdu prófi við lok 

rannsóknarinnar heldur en nemendur í fyrrnefnda skólanum (bls. 270–274). 

Annað hugtak sem tengist þessari umræðu um skilning er það sem kallað er „drill“. 

Drill er skilgreint sem endurtekning á viðfangsefnum eða aðgerðum, oft í því skyni að 

þjálfa upp tiltekna afmarkaða þekkingu (ERIC, 1980). Þetta hugtak hefur ekki mikið 

fræðilegt vægi en er víða notað í orðræðu um menntamál og er þá gjarnan átt við 

endurteknar æfingar og þannig viðfangsefni sem krefjast ekki mikillar gagnrýninnar 

hugsunar af nemendum. Færa má rök fyrir því að drill sé afturhvarf til atferlishyggju þar 

sem merking og skilningur er sett í aftursætið og minnisaðferðir eru í forgrunni (Bush, 

1999). 

Einhverjir hafa þó bent á að gera greinarmun á æfingum með vélrænum 

endurtekningum til þess að leggja á minnið (e. rote repetition) og íhugulli æfingu (e. 

deliberate practice). Vélrænar endurtekningar feli aðeins í sér að endurtaka tiltekna 

aðgerð á meðan íhugul æfing krefjist athygli, æfingar og endurtekningar sem leiði til 

nýrrar þekkingar og hæfileika sem síðar má þróa yfir í flóknari þekkingu og hæfileika 

(Brabeck, Jeffrey og Fry, 2016). Íhugul æfing er þegar einstaklingur endurtekur aðgerð 

eða athöfn viljandi í því skyni að bæta frammistöðu, til dæmis við hljóðfæranám eða 

íþróttaæfingu. Talið er að slík hegðun sé nauðsynleg til að ná framúrskarandi árangri. 
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Þeir sem hönnuðu hugmyndafræðina í kringum íhugula æfingu gerðu ekki ráð fyrir að 

aðrar breytur séu nauðsynlegar til þess að ná framúrskarandi árangri eða þá að tengslin 

milli þeirra breyta og framúrskarandi árangurs sé miðlað af íhugulli æfingu (Campitelli 

og Gobet, 2011, bls. 280). Þetta er áhugavert að skoða í ljósi fræða sem hafa einmitt 

varpað ljósi á aðra áhrifaþætti eins og mikilvægi hugmynda og hugarfars nemenda til 

eigin stærðfræðináms. 

2.3 Hugmyndir og hugarfar nemenda til eigin stærðfræðináms 

Þau viðmið og hugmyndir sem viðhöfð eru í skólastofunni hafa áhrif á það hvernig 

hugmyndir nemenda um einkenni stærðfræðilegrar virkni þróast (Cobb og Yackel, 1996, 

bls. 121). Nemendur sem trúa því eða er kennt að vitsmunir séu eiginleiki sem hægt er 

að þróa og byggja upp (e. growth mindset) sýna oft betri námsárangur í stærðfræði en 

nemendur sem trúa því að vitsmunir séu fast fyrirbæri sem þeir geta ekki haft áhrif á (e. 

fixed mindset) (Yeager og Dweck, 2012, bls. 302; Blackwell, Trzesniewski og Dweck, 

2007, bls. 246–248). 

Í þessu samhengi má leiða hugann að því hvernig spurningar kennarar nota í 

kennslu sinni. Lokaðar spurningar eru þær spurningar sem hafa eitt ákveðið „rétt“ svar 

og höfða aðallega til upprifjunar á staðreyndum. Opin spurning hefur ekki eitt ákveðið 

„rétt“ svar heldur mörg og fjölbreytileg svör. Svar krefst gjarnan hugmyndaflugs, 

rökhugsunar eða innsæis og er ekki alltaf hægt að líta svo á að svör séu annað hvort 

rétt eða röng, einungis misgóð. Rannsóknir Ingvars Sigurgeirssonar benda til að lokaðar 

spurningar séu algengustu spurningarnar sem kennarar spyrja nemendur í kennslu sinni 

(Ingvar Sigurgeirsson, 1998, bls. 14–15). Kennslufræðingar telja jafnframt að lykillinn að 

frjóum umræðum séu fáar en krefjandi spurningar sem hafa ekki endilega eitt rétt svar 

(bls. 13).  

Norm kennarans um eðli spurninga sem hann spyr hefur óneitanlega áhrif á 

hugmyndir nemenda um hlutverk sitt og eðli stærðfræðinnar (Cobb & Yackel, 1996, bls. 

177). Ef nemendur kljást eingöngu við stærðfræðidæmi sem hafa eitt ótvírætt svar þá 

ætti það ekki að vekja furðu að þeir telji að í stærðfræðinni sé alltaf til eitt svar við 

hverri spurningu. Raunveruleikinn er sá að þó svo að margar spurningar innan 

stærðfræði hafi einungis eitt svar þá eru margar sem hafa tvö svör, óendanlega mörg 

svör eða jafnvel enga lausn. Það er mikilvægt að nemendum verði töm sú staðreynd að 

það er ekki svarið sjálft sem skiptir máli heldur hvernig það er rökstutt. Þetta er það 

sem í orðræðunni hefur verið nefnt ferli umfram útkomu. 
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Það eru ekki aðeins norm kennarans í skólastofunni sem hafa áhrif á hugmyndir og 

þar með hugarfar nemenda heldur er líka hans trú á eigin getu (e. self-efficacy). 

Kennarar með mikla trú á virkni kennslu sinnar (e. high instructional efficacy) vinna 

samkvæmt þeirri hugsjón að nemendum sem eiga í erfiðleikum sé hægt að kenna með 

meiri vinnu og viðeigandi leiðum. Með árangursríkri kennslu sé hægt að yfirstíga 

utanaðkomandi áhrif eins og veikan félagslegan bakgrunn nemenda og lítinn stuðning. 

Á móti hafa kennarar með litla trú á virkni kennslu sinnar (e. low instructional efficacy) 

það sjónarmið að það sé lítið sem þeir geti gert ef nemendur eru ekki áhugasamir. Þeim 

áhrifum sem kennarinn geti haft á vitsmunalegan þroska nemenda sinna sé mjög 

hamlað af þáttum eins og veikum bakgrunni nemenda og litlum stuðningi, til dæmis á 

heimili þeirra og nánasta umhverfi (Bandura, 1997, bls. 240). 

Vygotsky setti í kenningum sínum fram hugmyndina um svæði mögulegs þroska (e. 

zone of proximal development). Það er heiti á því þroskasvæði sem nemandi getur 

komist inn á með náminu sem hann er virkjaður í. Kennslan snýst þar um að hvetja og 

leiðbeina nemendum og er hugsuð til að örva þroska frekar en að laga sig að þroska 

þeirra. Svæði mögulegs þroska er þannig bilið milli þess sem nemandi getur án hjálpar 

og þess sem hann getur með leiðsögn. Kennsla verður að skapa rými fyrir möguleika á 

auknum þroska án þess að fara út fyrir getu nemenda eða vera ekki nógu krefjandi fyrir 

þá. Þannig skapar nám í samskiptum við aðra svæði mögulegs þroska og virkjar 

þroskaferla aðeins þegar nemandi á í samskiptum við fólk í umhverfi sínu (Vygotsky, 

1978, bls. 90). 

Í kenningum Piaget má finna hugmyndina um óhlutbundna hugsun. Óhlutbundin 

hugsun er eiginleiki sem felur meðal annars í sér að geta hugsað um hluti á abstrakt 

hátt og þannig beitt formlegum stærðfræðilegum rökstuðningi. Þessi eiginleiki kemur 

ekki fram fyrr en á síðasta stigi vitsmunalegs þroska sem fólk kemst oftast á frá 11 ára 

aldri og sumir ekki fyrr en við 15–20 ára aldur (Piaget, 1964, bls. 147–150). Gera má því 

ráð fyrir að ekki hafi allir nemendur í upprifjunaráföngum þróað með sér slíka hugsun 

að fullu. Arnett bendir á að ekki komist allar manneskjur í öllum samfélögum á þetta 

stig og fæstir noti óhlutbundna hugsun mikið í daglegu lífi (Arnett, 2013, bls. 72). Þess 

vegna er mikilvægt þegar lögð eru viðfangsefni fyrir nemendur þar sem lausnaferlið 

felur í sér að beita abstrakt hugsun og alhæfa um stærðfræðileg fyrirbæri að hafa það í 

huga hvort að námsmarkmið viðfangsefnisins séu innan svæðis mögulegs þroska þeirra. 
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2.4 Eðli viðfangsefna í stærðfræðinámi og kennslu 

Fimm meginatriði einkenna stærðfræðikennslu þar sem skapaðar eru aðstæður sem 

stuðla að þróun skilnings hjá nemendum. Eitt af þeim atriðum sem þykja ýta undir 

skilning er eðli viðfangsefnanna. Hin eru hlutverk kennarans, námssamfélagið, fjölbreytt 

námsgögn og jafnræði (Hiebert o.fl., 1997, bls. 7). Í þessari rannsókn var athyglinni mest 

beint að eðli viðfangsefnanna en einnig að hlutverki kennarans og námssamfélagsins. 

Viðfangsefni í stærðfræði, svo sem orðadæmi eða hefðbundin reikningsdæmi, hefur 

verið reynt að flokka niður á ólíkan hátt. Viðfangsefni er hér skilgreint sem hluti tiltekins 

atburðar í kennslustund sem tileinkaður er þróun á tiltekinni stærðfræðilegri hugmynd. 

Þetta getur átt við ólíka hluti. Til dæmis getur það átt við þó nokkur skyld dæmi, 

verkefni sem tekur lengri tíma en eina kennslustund eða stakt torleysanlegt 

viðfangsefni. Hér er miðað við þá skilgreiningu að nemendur verji um 20–30 mínútum í 

hvert viðfangsefni (Stein og Smith, 1998, bls. 269). Tilgangur viðfangsefna er að koma af 

stað stærðfræðilegri virkni sem leiðir til breytinga á því hvað nemendur eru næmir á að 

taka eftir og færir um að framkvæma (Mason og Johnston-Wilder, 2006, bls. 25). 

Til eru mismunandi viðmið um það hvernig má hugsa um ólíkar gerðir viðfangsefna 

(Mason og Johnston-Wilder, 2006, bls. 30). Stein hefur sett fram viðmið þar sem 

viðfangsefni flokkast eftir því hversu mikillar vitsmunalegrar hugsunar er krafist af 

nemendum við úrlausn þeirra (Stein, 2009, bls. 6). Það er sá rammi sem aðallega er 

hugsað út frá í þessari rannsókn. Hann verður skilgreindur nánar síðar í þessum kafla. 

Færa má rök fyrir því að viðfangsefni sem krefjast meiri gagnrýninnar hugsunar og 

sköpunar nemenda séu betur til þess fallin að stuðla að dýpri hugtakaskilningi en 

viðfangsefni sem ekki gera jafnríka kröfu til þess. Auk þess má leiða líkur að því að með 

því að vinna slík verkefni, að í raun hugsa eins og stærðfræðingar, fái nemendur meiri 

innsýn inn í það hvað fræðigreinin stærðfræði snýst um. Sriraman, Yaftian og Lee (2011) 

telja það eiga að vera eitt af markmiðum stærðfræðikennara að nemendur kynnist því 

að hugsa eins og stærðfræðingar og skilji þannig á hvaða hátt þeir vinna en í því felst 

gjarnan það að vita ekki fyrirfram hver niðurstaðan er og að gera mistök á leið sinni að 

lokasvari (bls. 126). Ein af skýringunum á hinni útbreiddu skoðun að stærðfræði sé 

leiðinleg eða jafnvel tilgangslaus má rekja til afstöðu til viðfangsefna í stærðfræðinámi 

sem krefja nemendur um að læra aðferðir án tengsla stærðfræðilegra hugmynda hver 

við aðra, það er að læra með tækjaskilningi fremur en venslaskilningi (Skemp, 1976, bls. 

12). Slík skoðun er líklega ekki til þess fallin að stuðla að auknum árangri í stærðfræði. 

En hvað er það sem greinir stærðfræðileg viðfangsefni sem miða að venslaskilningi 

frá þeim sem miða að tækjaskilningi? Árið 1995 var settur fram leiðarvísir fyrir kennara 
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til að greina hvernig þeir setja stærðfræðileg viðfangsefni fram í kennslustundum. Í 

leiðarvísinum er viðfangsefnum skipt niður í fjóra undirflokka af tveimur gerðum eftir 

því hvort þau krefjast mikillar eða lítillar vitsmunalegrar hugsunar af nemendum. Í 

honum er aðeins sagt til um hvernig viðfangsefni birtast í námsefni og hvernig þau eru 

sett fram af kennurum en ekki er tekið tillit til hvernig þau eru túlkuð af nemendum 

(Stein og Smith, 1998, bls. 269–270). 

Leiðarvísirinn er byggður á niðurstöðum greiningar á hundruðum verkefnatíma í 

stærðfræði í sex bandarískum skólum á árunum 1990–1995. Helstu niðurstöðurnar 

voru annars vegar þær að viðfangsefni sem krefjast mikillar vitsmunalegrar hugsunar 

eru þau sem erfiðast er að vinna með í skólastofunni og eru því gjarnan sett í auðveldari 

búning þegar í skólastofuna er komið. Hins vegar kom í ljós að námsárangur var meiri í 

skólastofum þar sem við lausn á viðfangsefnum þurfti að beita vitsmunalegri hugsun og 

rökfærslu. Samhliða kom fram að námsárangur var minnstur þar sem áhersla var á að 

nota fyrirfram gefnar aðferðir við úrlausn viðfangsefna (Stein, 2009, bls. xviii–xx). 

Rannsóknir benda til þess að vinna við vitsmunalega krefjandi viðfangsefni (hér eftir 

ritað VKV) auki námsárangur nemenda meira en vinna við verkefni sem teljast vera 

minna krefjandi, en séu jafnframt erfiðari í framkvæmd. Vinna við VKV er talin hafa 

jákvæð áhrif á stærðfræðiþekkingu og kennsluhætti kennara (Wang o.fl., 2013, bls. 76). 

Þá er stærðfræðiþekking kennara og hugmyndir um nám og kennslu taldar hafa veruleg 

áhrif á framkvæmd VKV í skólastofunni (Wilhelm, 2014, bls. 636). VKV eru talin eitt af 

því sem kennarar þurfa að þjálfast sérstaklega í að nota til að þeir geti stuðlað að 

námstækifærum nemenda til dýpri hugsunar á undirliggjandi hugtökum 

stærðfræðinnar (Norton & Kastberg, 2012, bls. 109–110). Tímaskortur, aðgengi að 

aðstoð og hjálpargögnum ásamt fyrri árangri nemenda eru talin hafa mikil áhrif á 

framkvæmd VKV (Foley o.fl., 2012, bls. 177).  

Ég sé hugmyndir Skemp um tækjaskilning og venslaskilning og síðan leiðarvísi Stein 

og Smith ekki sem aðskildar kenningar heldur þvert á móti samofnar og má jafnvel segja 

að þær séu tvær hliðar á sama peningi. Þar sem Skemp leggur áherslu á sjálfan skilning 

nemenda og túlkun á af hverju reglur virka leggja Stein og Smith áherslu á hvernig eðli 

viðfangsefna, eins og þau birtast í námsefni og eru sett fram af kennurum, hefur áhrif á 

hvers konar skilningur skapast hjá nemendum. Eins og sjá má á skilgreiningum á 

flokkum viðfangsefnanna byggir línan á milli mikilla og lítilla vitsmunalegra krafna 

aðallega á því hversu auðveldlega vinnan við verkefnin býður upp á að sjá hvernig ýmis 

hugtök og setningar í stærðfræði eru tengdar og byggja hver á annarri fremur en að 

vera aðskildar einingar af þekkingu. 
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Tafla 1. Flokkar viðfangsefna þar sem gerðar eru litlar vitsmunalegar kröfur. 

Að leggja á minnið Lokuð viðfangsefni. 

Nemendur kalla fram áður lærðar staðreyndir, reglur, formúlur eða 
skilgreiningar með því að leggja upplýsingarnar á minnið. 

Ekki er hægt að beita aðferð til að leysa slík viðfangsefni þar sem annað hvort er 
aðferð ekki til eða ekki vinnst tími til að geta notað aðferð. Úrlausn krefst þess 
að hafa lagt staðreynd á minnið. 

Tengingu skortir milli stærðfræðilegra hugtaka og undirliggjandi merkingar. 
Staðreyndirnar, reglurnar, formúlurnar eða skilgreiningarnar sem stefnt er að 
því að læra eða kalla fram eru ekki settar í samhengi hver við aðra. 

Aðferðir án tengsla Nemendur eru annað hvort krafðir um að nota tiltekna aðferð eða að slík lausn 
á viðfangsefninu er augljós vegna fyrri kennslu, reynslu eða staðsetningu 
viðfangsefnisins í námsferlinu. 

Ekki er gerð krafa um mikla vitsmunalega hugsun vegna þess að ljóst er hvað á 
að gera og hvernig en ekki af hverju. 

Viðfangsefnið ekki sett í samhengi við hugtök eða undirliggjandi aðferð. 

Frekar er einblínt á að framleiða rétt svör en að þróa skilning. 

Ekki er krafist neinna útskýringa eða þá að útskýringar snúast aðeins um 
aðferðina sem notuð var (Stein, 2009, bls. 6). 

 

Tafla 2. Flokkar viðfangsefna þar sem gerðar eru miklar vitsmunalegar kröfur. 

Aðferðir með tengslum Sjónum nemenda er beint að tilgangi aðferðanna til að þróa og dýpka skilning á 
stærðfræðilegum hugmyndum.  

Í viðfangsefninu er lögð til ákveðin lausnaleið, beint eða óbeint, sem felst í 
almennum aðferðum náskyldum undirliggjandi hugmyndum. Þó almennum 
aðferðum sé fylgt eftir er þeim ekki fylgt án umhugsunar. Nemendum er ekki 
séð fyrir nákvæmum reikniritum. 

Viðfangsefnið er gjarnan sett fram á ólíka vegu, til dæmis myndrænt eða 
táknrænt, þar sem tenging á milli mismunandi framsetninga hjálpar til við að 
þróa skilning. 

Nemendur þurfa að glíma við undirliggjandi hugmyndir aðferðarinnar til að leysa 
viðfangsefnið á viðunandi hátt og til að þróa skilning. Þannig er krafist er 
vitsmunalegrar hugsunar að einhverju marki. 

Að iðka stærðfræði Flókinnar hugsunar er krafist þar sem hvorki fyrirsjáanleg aðferð né lausnaleið er 
lögð til í viðfangsefninu, leiðbeiningum frá kennara eða sýnidæmi. 

Nemendur þurfa að kanna og skilja eðli stærðfræðilegra hugtaka, aðferða og 
tenginga. 

Þess er krafist að nemendur fylgist með og skrái eigin hugsanaferli. 

Tengda þekkingu og reynslu þarf að nota á viðeigandi hátt til þess að glíma við 
viðfangsefnið.  

Greina þarf upp á eigin spýtur hvað gera skal og sjá hvernig forsendur takmarka 
mögulegar lausnir og lausnaleiðir. 

Úrlausn slíkra viðfangsefna krefst töluverðrar vitsmunalegrar hugsunar og getur 
valdið óvissu nemenda vegna þess hversu ófyrirsjáanleg lausnaleiðin er (Stein, 
2009, bls. 6). 
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Það skal tekið skýrt fram að þær Stein og Smith settu leiðarvísinn fram einmitt sem 

leiðbeiningar en ekki sem stífa forskrift að viðfangsefnum. Leiðarvísirinn var fyrst og 

fremst hugsaður sem tól til ígrundunar fyrir kennara um viðfangsefni sem þeir leggja 

fyrir og kennsluhætti þeirra. (Stein og Smith, 1998, bls. 268–269). Þennan leiðarvísi geta 

kennarar ávallt haft til hliðsjónar við skipulagningu kennslustunda, útfærslu verkefna og 

ígrundun á starfi sínu. Þannig geta viðfangsefni þar sem gerðar eru litlar vitsmunalegar 

kröfur hæglega verið mjög nytsamleg til að ná fram ólíkum námsmarkmiðum. 

Leiðarvísinn má nota til að koma til móts við fjölbreyttan hóp nemenda. Í 

verkefnaheftunum sem samin voru til notkunar í þessari rannsókn var leiðarvísirinn 

notaður sem viðmið við sköpun viðfangsefnanna ásamt breytileikakenningu náms. 

Mikilvægur hlekkur í ferlinu frá námskrá eða námsefni og til náms nemenda er 

kennsla kennaranna. VKV þróast oft yfir í minna krefjandi hugsanaferli í framkvæmd 

(Henningsen og Stein, 1997, bls. 524). Þannig hafa rannsóknir sýnt fram á að í raun 

skipta viðfangsefnin sjálf ekki mestu máli heldur það hvernig þau eru sett fram af 

kennurunum (Stigler og Hiebert, 1999, bls. 15). Önnur rannsókn sýnir að minna 

menntaðir kennarar hafa tilhneigingu til að útfæra viðfangsefni með aðferðum án 

tengsla (Kilpatrick, Swafford og Findell, 2001, bls. 377–378). Þannig að þó svo að 

viðfangsefni séu krefjandi á blaði er ekki sjálfgefið að þau verði krefjandi í framkvæmd í 

skólastofunni. Hugmyndum breytileikakenningar má beita við kennslu verkefna í þeim 

tilgangi að opna fyrir námstækifæri nemenda og að hugsa um hvað er eins og hvað er 

ólíkt milli fyrirbæra í stærðfræði (Mason og Johnston-Wilder, 2006, bls. 46). 

2.5 Breytileikakenning náms (e. variation theory) 

Við gerð viðfangsefnanna var fleira haft til hliðsjónar en leiðarvísirinn og hugmyndin um 

venslaskilning. Þegar nemendur vinna að stærðfræðilegum viðfangsefnum eru þeir í 

grunninn að móta nýjar hugmyndir um tákn og fyrirbæri. Innan breytileikakenningar (e. 

variation theory) er útgangspunkturinn einmitt sá að kjarni náms sé að skapa nýja 

merkingu. Kenningin gengur því út á að svara þeirri spurningu hvað þurfi til að skapa 

nýja merkingu (Lo, 2012, bls. 1).  

Breytileikakenningin þróaðist út frá eigindlegri aðferðafræði sem kallast 

fyrirbæralýsing (e. phenomenography). Fyrirbæralýsing varð til frá reynslu og gögnum 

fremur en fræðilegum eða heimspekilegum grunni (Åkerlind, 2005, bls. 321). Það má 

ekki rugla saman fyrirbæralýsingu við fyrirbærafræði, en sú síðarnefnda er 

heimspekileg aðferð við að lýsa eigin reynsluheimi (Marton & Booth, 1997, bls. 100). Í 

stuttu máli er fyrirbæralýsing eigindleg aðferðafræði til að rannsaka hvernig annað fólk 
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upplifir eða hugsar um eitthvað á ólíkan hátt (Marton, 1986, bls. 28). Þannig er 

kastljósinu beint að breytileikanum á þeim ólíku leiðum sem fólk upplifir þetta 

„eitthvað“ – heiminn eða eitthvað tiltekið fyrirbæri. 

Breytileikakenning tekst á við spurninguna um hvernig við lærum með tilliti til 

takmarkaðs fjölda af mismunandi merkingum sem hlutur getur haft fyrir nemendum. Í 

sem einföldustu máli þá snýst kenningin um þá hugmynd að „þú getur ekki vitað hvað 

eitthvað er, án þess að vita hvað það er ekki“ (Lo, 2012, bls. 1). Með þeirri 

röksemdafærslu þá má til dæmis segja að ef þú hefur aðeins séð og heyrt ensku allt þitt 

líf þá myndirðu í raun ekki skilja að fullu hvað „enska“ þýðir vegna þess að þú hefur 

aldrei heyrt önnur tungumál. Fyrir þér væri enska einfaldlega sama hugtak og tungumál 

– og í raun „tungumálið“. 

Algengt dæmi sem útskýrir grunnhugmyndina á bak við breytileikakenningu á skýran 

hátt snýst um að reyna að fá mjög ungt barn til að skilja hugtakið „hreint“. Segjum sem 

svo að við bendum á hreina skyrtu og segjum „hreint“. Síðan sýnum við því hreint 

handklæði og aðra hreina hluti í umhverfinu og segjum „hreint“. Með þessari athöfn, 

mun barnið örugglega skilja hvað „hreint“ þýðir? Við getum ekki verið viss vegna þess 

að barnið gæti auðveldlega hafa beint athygli sinni að öðrum þáttum sem hlutirnir eiga 

sameiginlega. Kannski voru þeir allir hvítir eða allir gerðir úr bómul? Það er 

grundvallaratriði að sýna barninu líka hvað er „ekki hreint“, að því gefnu að það skilji 

merkingu orðsins „ekki“ eða líkamstjáningu sem gefur þá merkingu. Við gætum sýnt 

barninu handklæði sem er augljóslega mjög óhreint og sagt „ekki hreint“ og bent svo á 

eins handklæði sem er tandurhreint og sagt „hreint“. Það er mikilvægt að handklæðin 

hafi sama lit, mynstur og stærð til þess að eini hluturinn sem er breytilegur sé sá að 

annað er „hreint“ og hitt „ekki hreint“. Með þessu höfum við skapað það sem kallað er 

breytileikamynstur (e. pattern of variation) sem er eitt af lykilhugtökum innan 

breytileikakenningar. Það er gert með því að hafa handklæðið alveg óbreytt nema 

breyta aðeins því sem ætlað er að skapa grundvöll að nýrri merkingu og með því 

tækifæri til náms. Næst gætum við sýnt barninu fleiri pör af hlutum sem eru 

nákvæmlega eins að öllu leyti nema að annar er hreinn og hinn óhreinn. Þá getur barnið 

alhæft hugtakið „hreint“ til að eiga við aðra hluti en bara handklæði eða hvíta skyrtu 

(Lo, 2012, bls. 85).  

Í breytileikakenningunni felst að breytileikamynstur af því tagi sem lýst er að ofan 

séu grundvöllur alls náms. Dæmið að ofan varpar ef til vill einhverju ljósi að hvað 

breytileikakenning snýst um. Alhæfa má þessa hugmynd yfir á önnur og flóknari 

viðfangsefni, svo sem viðfangsefni framhaldsskóla í stærðfræði. 
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Breytileikakenning var notuð við gerð viðfangsefnanna sem kennarar notuðu í 

rannsókninni. Þau voru einnig að hluta byggð á kaflahluta úr grein Szydlik (2015) um 

samtöl í algebrunámi sem aftur eru byggð á rannsókn Falkner, Levi og Carpenter sem 

komst að gríðarlega algengum misskilningi nemenda á merkingu jafnaðarmerkisins. Yfir 

90% nemenda telja jafnaðarmerkið merkja „skrifaðu svarið við stæðunni á undan“ 

fremur en „stæðurnar hægra og vinstra megin eru jafnar“ (1999, bls. 236). Þessi 

misskilningur á lykilatriði í skilningi á algebru getur haft djúpstæð áhrif á skilning á 

stærðfræði frá efri stigum grunnskóla og inn í framhaldsskóla. Til að setja þetta í 

samband við breytileikakenningu þá þurfa nemendur að vita hvað má breytast svo 

fyrirbæri passi ennþá við skilgreiningu hugtaks til þess að geta notað það. Þeir þurfa að 

vita í hvaða aðstæðum hugtakinu er oftast beitt og hvaða tæknilegu aðferðir eru 

vanalega tengdar því (Mason og Johnston-Wilder, 2006, bls. 123). 

John Mason hefur verið hvað ötulastur við að yfirfæra breytileikakenningu inn á svið 

stærðfræðimenntunar í sambandi við skilning (Mason og Watson, 2006, bls. 91). Hann 

hefur sömuleiðis gengið út frá tveimur hugtökum þegar kemur að viðfangsefnum sem 

eiga að leiða til skilnings sem eru sérhæfing og alhæfing.  

Sérhæfing (e. specializing) er það að skoða sérstakt tilvik um eitthvað út frá 

almennri reglu eða tilgátu. Til dæmis getur þetta verið að prófa að reikna út fyrir 𝑛 = 2 

eða 𝑛 = 3 í jöfnunni (1 + 3 +⋯+ 2𝑛 − 1) = 𝑛2. Sérhæfing er undirstaða 

stærðfræðilegrar hugsunar og tilgangur hennar breytist þegar líður á námsferli. Í fyrstu 

er tilgangurinn oft að skilja hvað stærðfræðileg hugmynd gengur út á en síðar veitir hún 

forsendur fyrir andstæðu sinni, alhæfingu. (Mason, 1999, bls. 1) 

Alhæfing (e. generalizing) hefur að gera með að taka eftir mynstrum og eiginleikum 

sem virka í mörgum tilvikum. Skilgreina má alhæfingu sem fullyrðingu sem hægt er að 

sérhæfa út frá (Mason, 1999, bls. 9–10). Sem dæmi, þá er 2𝑛 − 1 alhæfing um mynstur 

eða form oddatalna og hvernig má tákna þær almennt á algebrulegan hátt. Á 

verkefnablöðunum sem lögð voru fyrir nemendur sem hluta af þessari rannsókn þurftu 

nemendur meðal annars að alhæfa um andhverfur í samlagningu og margföldun. 

2.6 Hvernig eru viðfangsefni verkefnablaðanna vitsmunalega krefjandi? 

Á verkefnablöðunum þremur má finna alls 15 dæmi. Út frá skilgreiningu Smith og Stein 

þá telst hvert verkefnablað eitt viðfangsefni. Það er vegna þess að áætla má að það taki 

um 20–30 mínútur að vinna hvert verkefnablað og hvert þeirra stefnir að þróun á 

hugsun nemenda um tiltekna stærðfræðilega hugmynd (Stein og Smith, 1998, bls. 269). 

Nemendur voru látnir vinna saman í pörum til þess að hvetja þá til þess að þurfa að 
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rökstyðja úrlausnir sínar ef ágreiningur kæmi upp um rétt svar. Verkefnablöðin sjálf má 

finna í viðauka A, B og C og tillögur og ábendingar til kennara í viðauka E. Hér verður 

rökstutt hvernig viðfangsefnin teljast vera vitsmunalega krefjandi viðfangsefni (VKV). 

Fyrsta dæmið á fyrsta verkefnablaðinu, Hvaða tölur passa í eyðurnar svo 

jafnaðarmerkið gildi?, er byggt á dæminu í rannsókn Falkner, Levi og Carpenter (1999, 

bls. 236). Það telst til aðferða með tengslum vegna þess að ekki er augljóst hvernig 

reiknirit á að nota. Auk þess beinir það sjónum að tilgangi jafnaðarmerkisins til að þróa 

dýpri skilning á hugmyndinni um það. Loks þurfa nemendur að glíma við undirliggjandi 

hugmyndir aðferðarinnar til að leysa dæmið. 

Svipaða sögu er að segja með næsta dæmi á eftir Hversu margar stæður. Það má 

rökstyðja að það falli í flokkinn að iðka stærðfræði þar sem að nemendur fá ekki 

fyrirsjáanlega aðferð til að leysa það, þeir þurfa að kanna eðli stærðfræðilegra hugtaka, 

skrá eigin hugsanir og greina upp á eigin spýtur hvað skal gera. Hægt er að draga 

margslunginn lærdóm af þessu verkefni eins og segir nánar í kennslutillögunum í 

viðauka E. Til dæmis er hægt að tengja við það umræðu um oddatölur eða víxlreglu. 

Í þriðja dæminu er markmiðið svipað og í því fyrsta, nema að fram kemur breytileiki 

á því hvar eyðan er staðsett. Það getur skapað aðstæður til að kalla fram nýjan skilning 

hjá nemendum. Nemendur eru beðnir að rökstyðja lausnir sínar með því að orða sína 

eigin skilgreiningu á jafnaðarmerkinu. Þannig telst dæmið til aðferða með tengslum. 

Hver er lausnin á þessum jöfnum? mætti setja í flokkinn aðferðir án tengsla. Þar af 

leiðandi væri það eina dæmið sem telst ekki vitsmunalega krefjandi á þessu 

verkefnablaði – ef það væri ekki fyrir seinustu spurninguna. Í raun er markmiðið að 

kynna til sögunnar hugtakið hlutleysa og varpa ljósi á það að hlutleysan 0 í samlagningu 

er ekki sú sama og hlutleysan í margföldun sem er 1. Í seinustu spurningunni þarf að 

eiga við tengingar milli undirliggjandi hugtaka svo þá er verkefnið með tengslum og því 

VKV. Auðvelt er þó að leggja þetta verkefni þannig fyrir að það sé ekki VKV. Á heildina 

litið má þó sjá að viðfangsefnið sem er fyrsta verkefnablaðið myndi teljast vitsmunalega 

krefjandi. 

Á öðru verkefnablaðinu er byrjað á að skilgreina andhverfu í samlagningu. Ef ekki 

væri fyrir alhæfingu sem nemendur eru beðnir um eftir að hafa reiknað þessar fjórar 

jöfnur þá myndi verkefnið ekki teljast krefjandi. Alhæfingin gerir það að verkum að það 

verður að tilheyra flokknum aðferðir með tengslum.  

Samlagningarandhverfan í Hveragerði telst einnig til flokksins aðferðir með 

tengslum þar sem lausnaleið er lögð til óbeint en það er almenn aðferð. Viðfangsefnið 
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er sett fram á ólíka vegu þar sem tengingin milli framsetninganna á að aðstoða við að 

þróa skilning. 

Í Samlagningarandhverfur í algebru er lögð til lausnaleið en nemendur þurfa engu 

að síður að rökstyðja hana og þar með undirliggjandi hugmyndir hennar. Með því er 

hvatt til virkni sem telst til aðferða með tengslum. 

Ein á mann reynir að leiða nemendur, með hugmyndafræðinni um breytileika að 

vopni, í skilning um það af hverju almennt gildir að 
𝑛

𝑛
= 1, en skilningur á því er 

undirstaða þess að skilja hvernig hlutleysa í margföldun virkar. Þannig þarf að glíma við 

undirliggjandi hugmynd til að leysa viðfangsefnið og þróun á dýpri skilningi á 

hlutleysum. Það gerir að verkum að dæmið flokkast til aðferða með tengslum. 

Hlutleysi er sennilega eina dæmið hér sem er afdráttarlaust aðferð án tengsla og 

þannig ekki VKV. Þar er talan 1 einfaldlega kynnt sem margföldunarhlutleysan og 

sjónum beint að því að læra hvað hugtakið heitir. 

Í Margfaldað og deilt er einnig stuðst við hugmyndir breytileikakenningar til þess að 

finna mynstrið og setja fram alhæfingu um almennu regluna að 𝑎 ∗
1

𝑏
=

𝑎

𝑏
. Þetta er því 

nokkuð augljóslega í flokknum aðferðir með tengslum. 

Í deilum við andhverfur reynir á skilning á deilingu, hvort sem litið er á hana sem 

endurtekinn frádrátt eða jafna skiptingu. Í kennslutillögum er hvatt til þess að láta 

nemendur teikna myndir til að sjá myndrænt fyrir sér hver hugmyndin er. Þannig eru 

undirliggjandi hugmyndir í brennidepli og um aðferð með tengslum að ræða. Annað 

verkefnablaðið er því einnig viðfangsefni sem er vitsmunalega krefjandi. 

Á þriðja verkefnablaðinu er fyrsta dæmið Andhverfur í margföldun. Þetta er mjög 

sambærilegt Andhverfur í samlagningu þar sem þarf að alhæfa eða setja fram almenna 

reglu. Það tilheyrir því flokknum aðferðir með tengslum, alveg eins og 

Margföldunarandhverfan í Madagaskar sem kemur þar á eftir með myndræna 

framsetningu og óbeina lausnaleið lagða til með umfjölluninni um 

margföldunarandhverfur að ofan. 

Sömuleiðis er Margföldunarandhverfur í algebru sambærilegt við 

Samlagningarandhverfur í algebru og þannig líka í flokknum aðferðir með tengslum. 

Loks tilheyrir Sykurmolarnir aðferðum án tengsla þar sem nemendur eru ekki krafðir um 

útskýringar á lausnaleið sinni. Það er því ljóst að þó svo að tvö dæmi af fimmtán teljist 

til aðferða án tengsla og ekki VKV þá bjóða verkefnablöðin þrjú að langmestu leyti upp 

á stærðfræðilega virkni með VKV. 
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3 Aðferðafræði rannsóknar 

Í þessum kafla er gerð grein fyrir aðferðafræði rannsóknarinnar. Markmið hennar var að 

upplýsa um þarfir framhaldsskólakennara fyrir nýtt námsefni í stærðfræði á 

framhaldsskólastigi, sérstaklega fyrir upprifjunaráfanga, og að skoða forsendur fyrir 

áherslubreytingu í eðli stærðfræðilegra viðfangsefna í námsefninu. Verkefni með að 

mestu vitsmunalega krefjandi stærðfræðilegum viðfangsefnum voru samin þar sem 

inntakið er skilningur á jafnaðarmerkinu (sjá viðauka A, B og C). Þátttakendur í 

rannsókninni, kennarar í upprifjunaráföngum, notuðu verkefnin í vinnu sinni með 

nemendum bæði sem kveikju að umræðu um námsefni í þessum áföngum og til að 

kynnast því hvernig slík viðfangsefni virka ef þeir hafa ekki unnið með þannig efni áður. 

Rannsóknin var framkvæmd í nóvember 2015. Viðtöl voru tekin við kennarana bæði 

fyrir og eftir notkun verkefnanna og voru niðurstöður þeirra greindar. 

Vettvangsathuganir voru framkvæmdar á flestum kennslustundum sem hægt var. Við 

gagnagreiningu var fyrst og fremst stuðst við viðtölin og vettvangsathuganirnar en 

kennsluáætlanir voru einnig greindar til að útskýra fyrirkomulag upprifjunaráfanga í 

hvers skóla fyrir sig. Eins og venja er var Persónuvernd tilkynnt um rannsóknina sem 

staðfesti móttöku hennar. 

Rannsóknarspurningarnar voru frá upphafi á því formi að vera ein 

aðalrannsóknarspurning og tvær spurningar undir henni. Þær slípuðust aðeins til eftir 

því sem leið á rannsóknina en héldu sér annars í meginatriðum. 

Meginrannsóknarspurningin var: 

 Hverjar eru þarfir kennara fyrir nýtt námsefni í upprifjunaráfanga framhaldsskóla 

í stærðfræði? 

Undir henni felast eftirfarandi spurningar: 

 Hvers konar viðfangsefni myndu íslenskir stærðfræðikennarar óska að væru í 

nýju námsefni fyrir upprifjunaráfanga? 

 Hver eru viðhorf íslenskra stærðfræðikennara til vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefna fyrir nemendur í upprifjunaráföngum? 

3.1 Rannsóknaraðferð 

Megindleg aðferðafræði byggir á því sem hægt er að mæla og telja en eigindleg 

aðferðafræði á upplifun einstaklinga (Sigurlína Davíðsdóttir, 2003, bls. 222). Þessi 

rannsókn snýst um viðhorf kennara sem byggjast fyrst og fremst á upplifunum þeirra 
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sem fagfólk. Þar af leiðandi er þessi rannsókn sniðin eftir hugmyndum eigindlegrar 

aðferðafræði.  

Fyrirbærafræði leitast við að skilja hvernig fólk upplifir aðstæður sínar með áherslu á 

samhengi og merkingu (Sigríður Halldórsdóttir, 2003, bls. 250). Þetta endurspeglar 

hugmyndina um viðfangsefni rannsóknarinnar og má því segja að hún sé hugsuð að 

hluta út frá hennar undirstöðum. Fyrirbærafræði er ekki hugsuð til þess að alhæfa 

niðurstöður mjög almennt heldur öllu heldur að dýpka skilning og efla þekkingu á 

fyrirbærinu sem um ræðir (McMillan, 2012, bls. 282). Enn fremur snýst fyrirbærafræði 

um að merking sé háð okkar félagslega sköpuðu túlkun og þar af leiðandi að veruleikinn 

sé félagsleg hugsmíð. Þetta rímar við þá hugmyndafræði sem ég aðhyllist helst. 

Rannsóknin flokkast þó fyrst og fremst sem tilviksrannsókn. Tilviksrannsóknir (e. 

case study) hafa það að markmiði að auka skilning á raunverulegum aðstæðum með því 

að rannsakandi velji fyrst fyrirbæri eða eiginleika sem hann vill rannsaka og síðan 

einstaklinga sem hafi þá eiginleika. Áherslan er að ná djúpum skilningi á afmörkuðu 

fyrirbæri og eins og með hinar náskyldu fyrirbærafræðilegu rannsóknir er 

útgangspunkturinn ekki að yfirfæra niðurstöður mjög almennt (Mertens, 2010, bls. 

233–234). Tilgangurinn er að skilja og lýsa því sem ég sé, að skilja hvað á sér stað innan 

skólastofnanna og að afla þekkingar sem getur orðið til að bæta skólastarf. 

3.2 Val á þátttakendum 

Þátttakendur rannsóknarinnar voru valdir með svokölluðu dæmigerðu tilviksúrtaki (e. 

typical case sampling). Þar eru þátttakendur valdir með því að uppfylla viss skilyrði og 

vera þannig dæmigerðir fyrir það þýði sem ætlunin er að álykta um (McMillan, 2012, 

bls. 106). Í mínu tilfelli var um að ræða einstaklinga sem kenna upprifjunaráfanga á 

framhaldsskólastigi. Fyrst voru sigtaðir út skólar sem vitað er að hafa sérstaka 

upprifjunaráfanga sem hluta af sínu skólastarfi. Haft var samband við sex skóla í 

gegnum tölvupóst og svöruðu þrír. Þeim voru sendar upplýsingar um rannsóknina og 

þannig komist í samband við kennara sem var boðið að taka þátt. Samþykki 

þátttakenda var bæði skriflegt gegnum tölvupóst og munnlegt við upphaf viðtalanna 

þar sem brýnt var fyrir þeim að allar upplýsingar kæmu fram undir nafnleynd. 

Þátttakendur voru fimm kennarar í upprifjunaráföngum framhaldsskóla í stærðfræði 

úr þremur mismunandi skólum. Tveir skólar voru af höfuðborgarsvæðinu en einn utan 

þess. Dreifðust þátttakendur þannig að í einum skóla voru þrír þátttakendur en í hinum 

tveimur skólunum var einn þátttakandi í hvorum. Þrjár konur og tveir karlar voru í 
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úrtakinu. Með tilliti til trúnaðar við þátttakendur eru notuð gervinöfn bæði fyrir nöfn 

þeirra sjálfra sem og nöfn framhaldsskólanna sem þeir starfa í. 

Í Klukkuskóla voru þrír kennarar sem tóku þátt. Sú reynslumesta er Arna. Hún hefur 

35 ára kennsluferil að baki í öllum árgöngum grunnskóla og í framhaldsskóla. Hún 

kenndi í grunnskóla bæði stærðfræði og náttúrufræði en fékk réttindi inn í 

framhaldsskóla fyrir um 14 árum. Hún lærði stærðfræði í háskóla og hefur meistarapróf 

í stærðfræðimenntun. Arna er tæplega sextug.  

Birta hefur kennt stærðfræði frá upphafi og er með 14 ára reynslu, fyrst í grunnskóla 

en í framhaldsskóla síðustu fjögur árin. Hún lauk grunnnámi bæði í lífeindafræði og 

kennslufræði en bætti síðar við sig stærðfræði og vinnur í að ljúka framhaldsnámi. Hún 

hefur einungis kennt stærðfræði. Birta er um fimmtugt. 

Kristinn er að kenna 5. veturinn sinn. Hann er tiltölulega nýútskrifaður úr grunnnámi 

í stærðfræðimenntun og kennslu. Hann tók í framhaldinu meiri stærðfræði í háskóla, 

sem nokkurs konar ígildi B.S. prófs, og fékk kennsluréttindi í framhaldsskóla út á það. 

Hann hefur nær eingöngu kennt stærðfræði. Kristinn er um fertugt. 

Friðrik er þátttakandinn úr Mjallarskóla. Hann er að kenna sjöunda veturinn sinn. 

Hann tók grunnnám í líffræði og lauk í framhaldi meistaranámi í kennslufræði 

stærðfræðinnar. Hann hefur kennt stærðfræði frá upphafi og kennir að mestu leyti þá 

námsgrein. Friðrik er á fimmtugsaldri. 

Íris nefnist þátttakandinn í Stangarskóla. Hún hefur þriggja ára starfsaldur og kennir 

aðallega viðskiptagreinar en upprifjunaráfanginn er eini stærðfræðiáfanginn sem hún 

hefur kennt. Hún hefur kennt hann fimm sinnum að þessari önn meðtaldri. Hún tók 

grunnnám í viðskiptafræði og lauk meistaranámi í kennslufræði. Hún hefur lengi tekið 

að sér aukakennslu í stærðfræði. Íris er á fertugsaldri.  

Á frumstigum við skipulagningu rannsóknarinnar, í apríl 2015, fór ég í 

skólaheimsókn í Stangarskóla til að fylgjast með kennslustund í upprifjunaráfanga. Var 

það gert í þeim tilgangi að kynnast námsumhverfi upprifjunaráfanga þar sem ég hef 

hvorki setið né kennt slíkan áfanga. Ég taldi það skynsamlegt að setja mig inn í 

aðstæður fyrirfram í því skyni að taka upplýstari ákvarðanir um skipulagningu 

verkefnisins í heild. Við heimsóknina komu fram atriði um nám og kennslu sem voru 

gagnleg við að slípa til og skipuleggja viðtalsrammann.  
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3.3 Gagnaöflun 

Gagnaöflun rannsóknarinnar fór fram bæði með viðtölum og vettvangsathugunum. 

Einnig var veittur aðgangur að kennsluáætlunum áfanganna og úrlausnum nemenda af 

verkefnunum sem unnin voru sem hluti af rannsókninni. Þátttakendur í rannsókninni, 

kennarar í upprifjunaráföngum, voru beðnir að nota verkefnin við vinnu sína í 

kennslustundum með nemendum og fengu þeir skriflegar kennslutillögur og ábendingar 

fyrirfram. Úrlausnir nemenda þóttu þó ekki hæfa tilgangi rannsóknarinnar og voru ekki 

notaðar við greiningu niðurstaðna. 

Viðtöl voru tekin við kennara bæði fyrir og eftir að verkefnin voru unnin með 

nemendum. Viðtölin voru hljóðrituð með smáforriti í snjallsíma. Um var að ræða 

hálfopin viðtöl (e. semi-structured interviews) sem framkvæmd voru með hliðsjón af 

spurningalista. Í hálfopnum viðtölum er spurningalista fylgt lauslega til að bæði tryggja 

að mikilvægar upplýsingar komi fram en á sama tíma veita þátttakendum sveigjanleika 

til að tjá sínar hugmyndir og frelsi til að taka frumkvæði að því að lýsa eigin reynslu 

(Mertens, 2010, bls. 370). Spurningalistann má finna í viðauka D. Þetta hálfopna 

viðtalsform getur leitt samtalið í aðrar og nýjar áttir en upphaflega er gert ráð fyrir sem 

getur bæði verið kostur og galli. Þetta opnar á möguleikann fyrir ný sjónarhorn og að 

sjónarmið sem hefur ekki endilega verið gert ráð fyrir geti komið fram. Á móti þarf að 

passa að næg dýpt fáist í upprunalegu hugmyndina og að halda samtalinu við efnið án 

þess þó að stýra því of mikið.  

Í fyrra viðtalinu var sjónum beint í meiri mæli að fyrri undirrannsóknarspurningunni, 

það er hvers konar viðfangsefni kennarar óska í nýju námsefni fyrir upprifjunaráfanga. 

Þeir voru spurðir um skoðanir sínar á nokkrum þáttum um eiginleika námsefnis. Í seinna 

viðtalinu, eftir vinnu við verkefnin með nemendum, var meiri áhersla á seinni 

undirrannsóknarspurninguna um hver viðhorf þeirra eru til vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefna fyrir nemendur í upprifjunaráföngum. Kennarar voru spurðir hvort þeir 

töldu að nemendur hefðu haft forsendur til að leysa verkefnin, áhuga nemenda á þeim 

og hvort nemendur hefðu lært eitthvað af þeim. Allt tengist þetta svo 

höfuðrannsóknarspurningunni um hverjar þarfir kennara eru fyrir nýtt námsefni í 

upprifjunaráföngum.  

Í Klukkuskóla voru viðtöl tekin við alla þrjá kennarana samtímis en í hinum skólunum 

var um einstaklingsviðtöl að ræða. Ástæðan fyrir því að tekið var viðtal við kennara 

Klukkuskóla alla þrjá samtímis var að þeir höfðu skipulagt upprifjunaráfangann saman 

sem teymi og ekki var talin sérstök ástæða til að ætla að einstaklingsviðtöl myndu skila 

breyttum niðurstöðum miðað við hópviðtal. Þó voru ef til vill einhver fleiri andstæð 
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sjónarmið sem hefðu getað komið fram með einstaklingsviðtölum. Á móti má segja að í 

hópviðtölunum komu fram einhver ólík sjónarmið þeirra á milli. Í bæði Mjallarskóla og 

Stangarskóla voru ekki slík kennarateymi í kringum upprifjunaráfanga heldur einn 

kennari sem sá um þann áfanga. Í öllum tilfellum voru seinni viðtölin tekin beint eftir 

síðustu kennslustund verkefnisins. Fyrri viðtölin voru tekin einni til tveimur vikum áður 

en kennsla verkefnanna fór fram. 

Í Klukkuskóla lauk hver kennari yfirferð á verkefnunum í einni 60 mínútna 

kennslustund hjá sínum hóp. Í Mjallarskóla tók Friðrik frá tvær kennslustundir fyrir 

vinnu við verkefnin en margir nemendur höfðu lokið þeim að um einni og hálfri 

kennslustund liðinni. Í Stangarskóla kenndi Íris hvorum hóp það sem hún komst yfir í 

einni 60 mínútna kennslustund. Ég var viðstaddur allar kennslustundirnar þar sem 

verkefnið var lagt fyrir í Mjallarskóla og Stangarskóla en sökum þess hversu margir 

kennarar tóku þátt í Klukkuskóla var aðeins mögulegt að sjá kennslustundirnar hjá þeim 

Örnu og Kristni en ekki hjá Birtu. 

Við vettvangsathuganirnar hafði ég sæti í horni kennslustofanna og fylgdist bæði 

með vinnu kennara og nemenda. Fylgst var með því hvernig kennarinn kynnti verkefnin 

og aðstoðaði nemendur við þau í þeim tilgangi að sjá hvort eðli viðfangsefnanna var að 

einhverju leyti breytt með kennslunni. Yrðingum nemenda var veitt sérstök athygli og 

hvernig þeim gekk að leysa verkefnin. Um var að ræða athugun án þátttöku en þar 

reynir rannsakandi að hafa sem minnst áhrif á aðstæðurnar sem verið er að rannsaka 

og lýsir þeim á sem hlutlægastan hátt (Lichtman, 2013, bls. 223). Upplýsingar voru 

skráðar í minnisblokk. 

3.4 Gagnagreining 

Viðtölin við kennarana voru á bilinu 30–60 mínútur að lengd. Þau tóku að jafnaði lengri 

tíma í Klukkuskóla enda fleiri viðmælendur þar í sama viðtalinu. Upptökurnar af 

viðtölunum voru vélritaðar nákvæmlega eftir á til þess að auðvelda úrvinnslu. Við 

vélritunina gafst einnig tækifæri til þess að rýna í gögnin og skrá athugasemdir þar sem 

við á um fræðilegar tengingar og aðrar hugmyndir. 

Að því loknu voru gögnin flokkuð eftir spurningum, aðalatriði umorðuð og skrifuð 

upp í samfelldan texta. Eftir ábendingar og álit frá leiðbeinendum var töluvert skorið 

niður og flokkun gagna endurhugsuð. Greind voru sex þemu til að auka skýrleika 

niðurstaðna í samhengi við rannsóknarspurningarnar (Lichtman, 2013, bls. 254). 

Vettvangsathuganir voru fléttaðar saman við þemun hér og þar en gefinn sérstakur 

gaumur í kafla um hvernig viðhorf kennaranna birtust í skólastofunni. Í 



32 

gagnagreiningunni voru rannsóknarspurningarnar ávallt hafðar ofarlega í huga til þess 

að halda þræðinum skýrum. 

3.5 Siðferðileg atriði og takmarkanir rannsóknarinnar 

Ýmsum siðferðilegum atriðum þarf að huga að í rannsóknum sem þessari. Eðli málsins 

samkvæmt koma fram ýmsar persónuupplýsingar um kennara, nemendur og skóla við 

gagnaöflun. Þess vegna var verkefnið venju samkvæmt tilkynnt til Persónuverndar til 

móttöku og allar persónugreinanlegar upplýsingar faldar í niðurstöðum meðal annars 

með gervinöfnum á kennurum og skólum. 

Þá hefur rannsóknin einnig takmarkanir. Eins og áður hefur komið fram eru takmörk 

fyrir því hversu vítt má yfirfæra niðurstöður hennar vegna þess hve úrtakið er smátt. 

Það er galli að erfitt er að sjá fyrir skýr orsakasamhengi í því sem kemur fram. Í þessu 

verkefni er þó einungis verið að beina sjónum að fremur afmörkuðum hóp í 

stærðfræðikennslu á Íslandi. Það er því ekki aðalatriði að geta yfirfært niðurstöður mjög 

almennt. Markmiðið er frekar að fá innsýn í skoðanir nokkurra íslenskra kennara á 

stærðfræðinámsefni en að alhæfa mjög vítt. 

Einhver munur var á milli kennara á því hvernig þeir kynntu verkefnablöðin fyrir 

nemendum. Enginn lét það gilda inn í námsmat en sumir gerðu það samt að 

skilaverkefni. Það getur hugsanlega haft áhrif á það hversu mikið nemendur lögðu sig 

fram við verkefnið þegar þeir vissu að það skipti í raun engu máli inn í lokaeinkunn. 

Sumir nemendur spurðu sérstaklega að því hvort verkefnið gildi eitthvað og aðrir 

komust að því að tímanum loknum að um könnun hafi verið að ræða og sögðust ef til 

vill hafa vandað sig betur ef þeir hefðu vitað það fyrirfram. Þetta er þó ekki talið hafa 

haft mikil áhrif á réttmæti rannsóknarinnar þar sem hún beinist ekki svo mikið að 

sjálfum úrlausnum nemenda. 

Annað sem þarf að huga að við túlkun niðurstaðna eru svokölluð Hawthorne áhrif. 

Þau lýsa sér með því að þátttakendur haga sér öðruvísi af því að þeir vita að þeir eru að 

taka þátt í rannsókn og verið er að fylgjast með þeim (McMillan, 2012, bls. 221). Þannig 

gætu kennarar hagað kennslu sinni eða svörum í viðtölum öðruvísi af því að þeir vita að 

verið er að framkvæma rannsókn á þeim. Þá gæti ef til vill verið tilbreyting fólgin í því 

fyrir nemendur að fá „öðruvísi“ verkefni og ýmist aukið eða minnkað virkni þeirra. Það 

getur bjagað niðurstöður verkefnisins að einhverju leyti.  

Enn fremur geta skoðanir kennaranna verið mjög ólíkar mínum skoðunum. Í því 

tilfelli er mikilvægt fyrir mig sem rannsakanda að halda hlutleysi og að lýsa viðhorfum 
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þeirra eins og þau koma fram. Þyki mér ástæða til að gagnrýna þau er það gert með 

vísan í rannsóknir og fræði þar að lútandi. 

Virðing rannsakanda fyrir þátttakendum er einnig afar mikilvæg. Þess vegna var 

brýnt fyrir öllum þátttakendum að niðurstöður yrðu allar nafnlausar og órekjanlegar, 

þeim væri ekki skylt að svara neinum spurningum og máttu hætta þátttöku á hvaða 

tímapunkti sem væri. Þeim var einnig tjáð að þeir myndu fá tækifæri til að lesa yfir 

ritgerðina og gera athugasemdir við það sem haft er orðrétt eftir þeim áður en hún væri 

gerð opinber. Þó að viðtalið væri hljóðritað yrði það aldrei birt í heild sinni heldur 

skrifað upp og unnið úr því síðar. Þeim var gert ljóst að upptökunni yrði eytt að 

rannsókn lokinni. 
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4 Niðurstöður 

Við gagnaöflun í rannsókninni var leitast við að svara rannsóknarspurningunni, það er 

hverjar þarfir kennara eru fyrir nýtt námsefni í upprifjunaráfanga framhaldsskóla í 

stærðfræði. Svar við þeirri spurningu felst í að svara tveimur undirspurningum: Hvers 

konar viðfangsefni kennararnir myndu óska að væru í slíku nýju námsefni og hver 

viðhorf þeirra eru til vitsmunalega krefjandi viðfangsefna fyrir nemendur í 

upprifjunaráföngum. Í þessum kafla eru skýrðar helstu niðurstöður sem greina má úr 

gögnunum.  

Fyrirkomulag áfanganna í hverjum skóla fyrir sig er útskýrt til þess að skilja þann 

ramma sem kennarar og nemendur hafa sett sér utan um vinnu sína í áfanganum. 

Skoðunum kennara á því hvað þeim finnst vera gott námsefni er lýst. Sagt er frá þeirra 

áliti á bæði sýnidæmum og lausnum í námsefni, á hvaða formi sé heppilegast að hafa 

námsefni og hvort þau geti hugsað sér námsefni sem samanstendur að mestu af 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefnum. Sagt er frá því hvort þeir telja nemendur í 

upprifjunaráföngum hafa forsendur til þess að leysa vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefni. Þá er greint frá því hvernig viðhorf kennaranna birtust í skólastofunni í 

vettvangsathugunum. 

4.1 Fyrirkomulag áfanganna: Efnisþættir, námsefni og námsmat 

Í öllum skólunum eru upprifjunaráfangarnir skipulagðir yfir heila önn, tímabil sem 

spannar um 16–20 vikur. Efnisþættir milli skóla eru svipaðir enda allir áfangarnir 

hugsaðir sem upprifjun á undirstöðuatriðum í stærðfræði úr grunnskóla. Í 

kennsluáætlunum eru þó lagðar fram ólíkar áherslur, til að mynda í námsmati auk 

einhverra blæbrigða í efnisþáttum. 

Í Klukkuskóla er áfanganum skipt niður í þrjár lotur. Sú fyrsta fjallar um tölur og 

mengi, sú næsta um prósentur, hlutföll og fjármál og sú þriðja um rúmfræði og 

mælingar. Arna, Birta og Kristinn telja það ekki sérstaklega mikilvægt í hvaða röð þessi 

atriði eru kennd. Þau nota ekki bækur heldur námsvef sem þau hönnuðu sjálf. Því má 

segja að tölvur og upplýsingatækni vegi töluvert þungt í Klukkuskóla, bæði vegna þess 

að námsefni upprifjunaráfangans er allt á vefnum og að nemendur eru alltaf með 

fartölvur í skólanum. Þeir nemendur sem geta ekki komið með sína eigin tölvu fá 

lánstölvu til afnota í tímum. Að sögn kennaranna er markmiðið með efni vefsins að 

virkja nemendur, kveikja áhuga á stærðfræði og sýna fram á hvernig kunnátta í henni 

getur nýst þeim. Þau sjá tilefni til að nefna sérstaklega mikilvægi þess að kenna 
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nemendum á mismunandi reiknivélar, til dæmis á heimasíðum banka fyrir sparnað og 

lán.  

Loturnar vega jafnþungt í námsmati. Hver lota inniheldur annars vegar skiladæmi og 

hins vegar könnun sem hvort um sig vega töluvert þungt, alla jafna um 10–15% hvort 

atriði fyrir sig. Í lotunni um rúmfræði og mælingar er þó verkefni í GeoGebru sem vegur 

15% á kostnað skiladæmanna sem þar vega 5%. Þá er sjálfsmat í hverri lotu fyrir sig sem 

gildir 2–3%. Í fyrstu lotunni er einnig hugarkortsverkefni sem gildir 2% og kynningar á 

verkefnum sem gilda 4%. Námsefnið er á vef sem kennarar hönnuðu auk þess sem 

stuðst er við vefsíður og forrit á borð við Rasmus, KhanAcademy, WolframAlpha og 

GeoGebra. 

Í Mjallarskóla er farið í gegnum sex kafla frumsamins námsefnis kennara auk 

annarra verkefna. Að lokum er samantekt. Efnisþættir kaflanna eru í röðinni: 

Reikniaðgerðir, bókstafareikningur, reiknireglur, tölur (mismunandi gerðir), hlutföll og 

prósentur, rúmfræði og hnitakerfi. Friðrik telur það ekki skipta máli í hvaða röð 

efnisþættirnir eru teknir fyrir. Röðin fari ekki að skipta máli fyrr en á síðari stigum 

framhaldsskólastærðfræðinnar. Í námsmatinu vega tímaverkefni 36%, skilaverkefni 

36%, hlutapróf 20% og lokaverkefni 8%.  

Í Stangarskóla fylgir kennsluáætlunin köflum bókarinnar Upp á punkt sem er frá 

2009. Fyrir fyrstu fjóra kaflana má sjá ítarlega upptalningu á þeim dæmum sem 

nemendur eiga að reikna en farið er yfir níu kafla bókarinnar. Þannig má segja að 

kennsla Írisar miðist að miklu leyti út frá kennslubókinni. Efnisþættirnir eru: Aðgerðirnar 

fjórar, röð aðgerða, almenn brot, bókstafareikningur (algebra), jöfnur, liðun og þáttun, 

veldi, rætur, prósentur og upprifjun. Íris telur mikilvægt að fara í gegnum efnisþættina í 

þessari sömu röð og bókin er í. Lögð eru fyrir fjögur stöðupróf yfir önnina úr tveimur 

köflum í einu sem gilda 10% hvert um sig. Lokapróf úr öllu námsefni gildir 50%. 

Vandvirkni gildir 10% og er könnuð með því að kennari skoðar vinnubók nemenda 

sérstaklega á önninni. Uppfylli nemandi 60% námsmarkmiða að meðaltali á önninni 

getur hann kosið að sleppa lokaprófi. Sérstaklega er tekið fram að síma má ekki nota 

sem reiknivélar. Íris segir að það sé mikilvægt og einfaldast að kenna bókina í réttri röð 

því alltaf sé verið að byggja ofan á grunnatriðin. 
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Tafla 3. Fyrirkomulag upprifjunaráfanganna. 

 Klukkuskóli Mjallarskóli Stangarskóli 

Námsefni Frumsamið efni á 
námsvef 

Frumsamið útprentað 
námsefni 

Upp á punkt (2009) 

Efnistök Þrjár lotur: 

- tölur og mengi 

- prósentur, hlutföll, 
fjármál 

- rúmfræði og 
mælingar 

Sex kaflar: 

- reikniaðgerðir 

- bókstafareikningur 

- reiknireglur 

- tölur (ólíkar gerðir) 

- hlutföll og prósentur 

- rúmfræði og hnitakerfi 

Níu kaflar: 

- aðgerðirnar fjórar 

- röð aðgerða 

- almenn brot 

- bókstafareikningur, 
algebra 

- jöfnur 

- liðun og þáttun 

- veldi 

- rætur 

- prósentur og upprifjun 

Námsmat - 27% skiladæmi 

- 34% kannanir 

- 8% sjálfsmat 

- 2% hugarkort 

- 4% kynning 

- 15% GeoGebra: Skil á 
fimm myndum 

- 10% hópverkefni um 
fjármál 

Hver lota vegur 
þriðjung af 
lokaeinkunn. 

- 36% tímaverkefni 

- 36% skilaverkefni 

- 20% hlutapróf 

- 8% lokaverkefni 

- 10% vandvirkni 

- 40% stöðupróf (10% 
hvert, fjögur alls) 

- 50% lokapróf (má 
sleppa ef nemandi 
uppfyllir að meðaltali 
60% námsmarkmiða) 

4.2 Hvað er gott námsefni í stærðfræði? 

Kennarar voru beðnir að lýsa því hvað þeir teldu vera gott námsefni í stærðfræði. Þeir 

vísuðu helst í það námsefni sem þeir nota við sína kennslu sem þau telja öll vera gott 

námsefni. Í viðtölunum eftir kennslu verkefnanna höfðu þau öll óbreytt viðhorf. 

Námsefnið sem þau notuðu var af mismunandi tagi og var því athyglisvert að sjá 

hvernig þau rökstuddu ólík sjónarmið sín við þessari opnu spurningu. 

Arna, Birta og Kristinn í Klukkuskóla vísuðu í námsvefsleiðina sem þau hafa kosið að 

fara í upprifjunaráfanganum sínum. Þau segjast alls ekki vera á móti kennslubókum en 

vilji fara nýjar leiðir til að kveikja áhuga nemenda. Ýmsir kostir séu við námsefni á vef. 

Þau telja að nemendum finnist þægilegra að lesa af skjá frekar en texta á blaði vegna 

þess að á skjánum geta þau stækkað letrið eftir eigin þörfum. Þau segja flesta 

nemendur í þessum áföngum vera með einhverjar greiningar á borð við lesblindu eða 
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athyglisbrest og þá geti skipt máli að geta haft áhrif á sýn textans. Einnig kemur aldrei 

upp það vandamál að nemendur gleymi bókinni heima vegna þess að í Klukkuskóla fá 

allir nemendur eigin fartölvu og námsefnið því alltaf við höndina á meðan netið virkar. 

Nemendur í upprifjunaráföngum mæta oft bókarlausir, blýantslausir og lítil regla er á 

hlutunum að þeirra sögn. Þeim finnst mikilvægt, og vilja bæta það meira, að 

uppsetningin á námsefninu sé skýr og góð þannig að nemendur geti gengið beint til 

verks. 

Þau Arna, Birta og Kristinn voru öll sömu skoðunar og áður eftir kennslu 

verkefnanna. Þau eru almennt hrifnari af rannsóknartengdum verkefnum en 

svokölluðum drill æfingum. Kristinn segir reyndar um hið síðarnefnda: „Ég held það sé 

svo sem ágætt í og með stundum. Eitt útilokar ekki annað sko.“ Arna bætir þó við að 

almennt séð vilji þau leggja áherslu á verkefni af þeim toga sem eru vitsmunalega 

krefjandi. Af hennar reynslu gleymi nemendur því ef þau reyna að læra reglu út frá drill 

dæmum „af því að þau vita ekkert hvað þau eru að gera.“ Birta segir þá að blanda af 

þessu gæti verið góð lausn. Arna dregur þá úr og segir „Auðvitað þurfa þau stundum 

svona drill.“ Hún vísar í vefinn þeirra og segir að þar séu æfingadæmi með endurgjöf 

sem þau ætlist til að nemendur vinni heima en í skólanum vilja þau frekar vinna með 

nemendum meira krefjandi verkefni. Reyndar vinni nemendur sjaldan æfingadæmin 

heima. Þá væri það kostur ef önnin væri ekki jafn löng og raun ber vitni. 

Friðrik notar frumsamið útprentað námsefni í upprifjunaráfanganum sem hann 

kennir í Mjallarskóla. Hann telur það betra en það námsefni sem er annars staðar til 

boða. Hann segir þó að honum finnist það aldrei nógu gott og það sé í stöðugri 

endurskoðun. Hann segist vera í auknum mæli að skipuleggja kennslu sína út frá heilum 

kennslustundum sem tiltekið námsferli. Í því samhengi segir hann að þegar nemendur 

eru með verkefnahefti sem þeir geta ætt áfram með þá finnist honum hann oft „missa 

samræðuna“ sem honum finnst mjög mikilvæg. Hann vill að nemendur átti sig á því 

hvaða lærdómur hefur átt sér stað. Hann hefur sterkar skoðanir á þessu og segir: „Sum 

bara missa sig ef þau fá verkefnahefti, þá verða þau að klára það, það situr ekkert eftir. 

„Geturðu ekki bara gefið mér aðferðina og 40 dæmi og þá get ég púslað inn í það?“ Það 

finnst mér ömurleg stærðfræðikennsla.“ 

Þegar Friðrik lýsir eigin námsefni segir hann það gott að láta nemendur alhæfa en 

ekki bara gefa þeim reglu sem þau eiga að nota til að leysa dæmið. Hann er hrifnari af 

því að nemendur leysi nokkur einfaldari dæmi sjálfir og séu svo beðnir að finna reglu 

sem virkar alltaf. Eins nefnir hann mikilvægt atriði sem tengist breytileikakenningu: „Ef 

við myndum breyta einhverju, hvernig væri það þá öðruvísi?“ Hann vill sjá dæmi þar 
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sem nemendur þurfa að átta sig á því hvað þeir séu að fara að gera, hvaða tæki þarf til 

að leysa úr því og námsefni sem neyðir þau til að ræða saman, rökstyðja og standa fyrir 

máli sínu.  

Annað sem Friðrik nefnir í þessu samhengi er að góð dæmi fá nemendur til að vilja 

leysa þau. Spurður hvað hann telji að þurfi að felast í dæmi til að það gerist segir hann 

það fara mikið eftir hópnum sem um ræðir. Hann segir að það myndi vera ódýrt svar að 

segja að það þurfi að vera í tengslum við raunveruleikann en það þurfi þó að vera 

þannig að nemendur skynji einhvern tilgang með því að geta leyst dæmið. 

Stærðfræðidæmi geti verið áhugavert þó það sé ekki í neinum tengslum við 

raunveruleikann, „ef það bara er einhver snúningur, eitthvað twist í dæminu.“ Þannig 

þurfi nemendahópur sem eru nýkominn úr grunnskóla og er „algjörlega brotinn“ 

eitthvað sem er skemmtilegt, á meðan nemendahópur sem er lengra kominn þurfi 

jafnvel eitthvað í dæminu sem pirrar hann. Friðrik segist verða mjög glaður ef það er 

eitthvað í dæminu sem pirrar nemendur því ef þau þola ekki að finna lausnina þá er 

komin einhver innri hvöt til að leysa úr vandanum. Ef þeim er alveg sama þá sé sú hvöt 

ekki til staðar. 

Að auki nefnir Friðrik mikilvægi þess að ná því andrúmslofti í skólastofunni að 

nemendur séu óhræddir við að reyna hluti. Því vinnur hann að með því að segja alls ekki 

við nemendurna að þeir séu klárir vegna þess að með því finnst honum hann vera að 

setja þá á einhvern stall sem þau verða hrædd við að detta af. Þess í stað hrósar hann 

þeim með því að segja að þeir nemendur sem ráðist á dæmin séu hugrakkir, óhræddir 

og duglegir. Þannig sjái nemendur hvað þeir geta gert. 

Að lokum lýsir Friðrik því sem hann myndi hafa að leiðarljósi ef hann ætti að semja 

heila kennslubók fyrir upprifjunaráfanga. Það sem situr sterkast í honum að hans mati 

er að vera með námsefni sem fær nemendur til að öðlast sjálfstraust í stærðfræði. 

Hvaða efnisþættir eru teknir fyrir skiptir þar ekki öllu máli heldur frekar að nemendur 

glími við stærðfræðileg viðfangsefni og fái sjálfstraust við að takast á við þau. Það sé 

námsefni þar sem nemendur þori að reyna, séu hugrakkir og átti sig á því hvað þeir 

kunna, hvað þeir kunna ekki og geti tjáð sig um það. Varðandi eðli viðfangsefnanna þá 

er tilfinning hans núna að það sé gott að byrja á rannsakandi viðfangsefnum en svo sé í 

lagi að „drilla pínulítið“. Þá er hann að meina að taka kannski 10 dæmi af einhverju til 

að festa það í sessi sem þau eru þegar búin að vera að rannsaka, „módellera með 

regluna sem þau eru að búa til“, og „skoða afbrigði af henni, hvað ef þetta er aðeins 

öðruvísi og þetta er aðeins öðruvísi.“ Vísar hann þarna í tvo hluti í fræðunum; annars 
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vegar breytileikakenningu og hins vegar hugmyndina um stærðfræðilíkön (e. 

mathematical modelling). 

Eftir framkvæmd verkefnanna sagði Friðrik viðhorf sitt enn hið sama. Gott námsefni 

sé það sem fær nemendur til að vilja leysa verkefnin, eitthvað sem þeir geta tengt við 

og finnst áhugavert. Það verði að hæfa getustigi þeirra, það er að það sé ekki of létt og 

ekki of erfitt. Það sé stundum byrjað á einhverju einföldu, jafnvel til upprifjunar, sem 

leiðir svo út í flóknari hluti sem hægt er að alhæfa út frá. Það sé gert með hætti sem er 

áhugaverður og fær nemendur til að vilja tjá sig og tala saman um það sem er að gerast. 

Þá sé hann ánægður. 

Þegar Íris í Stangarskóla er beðin að lýsa hvað henni finnst vera gott námsefni í 

stærðfræði þá segir hún að þegar hugsað er út frá upprifjunaráfanganum þá þurfi fyrst 

og fremst að hafa hlutina mjög skýra og sýnidæmin einföld og skýr. Fyrir hópana sem 

hún er með þarf letrið að vera mjög læsilegt og stórt því stór hluti nemendanna glími 

við lesblindu, talnablindu og aðra örðugleika. Með því að hlutirnir séu skýrir á hún við 

að mikilvægt sé að nemendur geti leyst dæmin sjálfir og sýnidæmin séu svipuð 

dæmunum sjálfum, „að það sé ekki þannig að strax á fyrsta dæminu í kaflanum þá skilji 

þau ekki neitt af því að það er ekki í samræmi við sýnidæmin.“ Hún segist hafa séð 

svoleiðis bækur þar sem á fyrsta dæmi eftir sýnidæmi vakni spurningar sem nemendur 

nái ekki svo þeir stoppa og telja sig ekki geta meir. Hún segir nemendur í 

upprifjunaráföngunum almennt eiga mjög erfitt með að lesa texta og hlutirnir þurfi að 

vera mjög myndrænir fyrir þá. 

Spurð hvað hún myndi hafa að leiðarljósi ef hún ætti að semja kennslubók fyrir 

upprifjunaráfanga segist hún ekki alveg vita hverju hún á að svara því hún er sátt með 

bókina Upp á punkt. Henni finnst þó of mikil áhersla á hugarreikning í bókinni og það 

þurfi að leggja meiri áherslu á að kenna nemendum á reiknivélar. Hún telur mikilvægara 

að nemendurnir kunni vel á reiknivél en að þeir séu færir í hugarreikningi vegna þess að 

í áframhaldandi stærðfræðinámi séu þeir mest að nota reiknivél hvort sem er. Nefnir 

hún sem hugmynd að það væri sniðugt að hafa skýringarmyndir fyrir það hvað hver 

takki á reiknivélinni gerir og hvernig sé hægt að nýta sér reiknivélina til að leysa ákveðin 

dæmi. Hún segir samt að „auðvitað er hugarreikningur líka mikilvægur.“ Hún sé ekki að 

tala um að nemendur eigi að geta notað sviga og þess háttar til að reikna heilu dæmin á 

reiknivél, heldur frekar atriði eins og veldi og mínusa.  

Eins og hinir þátttakendurnir er Íris sömuleiðis enn sömu skoðunar og áður. Hún 

segir nálgun vitsmunalega krefjandi verkefnanna vissulega aðra og öðruvísi en í bókinni 

sem hún notar, en „ég veit ekki hvort að þetta ætti eftir að reynast þeim einfaldara.“ Að 
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hennar mati myndu viðfangsefni af þessum toga ef til vill henta betur meira blönduðum 

hópum en upprifjunaráfanginn hefur. Hún reiknar með að um 10–15% nemenda sinna 

gætu komist í gegnum svona efni stöðugt. „Mér finnst þau þurfa meira bara, reikna 

dæmi, æfa sig í dæmunum og nota sýnidæmi.“  

Hún telur að prósentan sem geti unnið svona verkefni stöðugt sé nær 50% fyrir 

nemendur í næsta áfanga, það séu „krakkar sem hafa bara aðeins meiri rökhugsun og 

skilning á þessu öllu saman, geta hugsað aðeins út fyrir kassann.“ Í 

upprifjunaráföngunum hjá henni séu „rosalega góðir og samviskusamir nemendur inn á 

milli sem ættu örugglega alveg auðvelt með þetta, en svo standa hinir einhvern veginn 

upp úr, þessir erfiðu.“ Mjög margir nemendur í hópunum hjá henni séu með einhverjar 

greiningar og það geri henni erfiðara fyrir. 

Af reynslu Írisar er allt sem kemur að texta eitthvað sem stuðar nemendur og „þegar 

maður nær aldrei að útskýra upp á töflu fyrir nemendum, þá flækir þetta svolítið mikið, 

þá þurfa reglurnar og efnið, þá þarf það að vera svolítið einfalt uppsett og annað, eins 

með þetta að þau þurfa að geta bjargað sér svolítið sjálf, það er kannski öðruvísi þegar 

maður getur unnið upp á töflu meira með þeim.“ Af hennar upplifun þarf að leggja sig 

fram í stærðfræðinámi sem er „endalaus æfing, bara eins og að læra á píanó eða 

eitthvað. Þannig að ég tel að endurtekningar séu mjög mikilvægar í stærðfræði […] bara 

þjálfun.“ Þar af leiðandi eru sýnidæmi mikilvæg að hennar mati. 

4.3 Sýnidæmi og lausnir 

Eitt af því sem einkennir vitsmunalega krefjandi viðfangsefni er það að lausnaleið er 

ekki fyrirfram gefin eða augljós. Þá geta þau oft haft margar lausnir. Þannig geta 

sýnidæmi eða aðgangur að lausnum valdið því að viðfangsefni sem gætu krafist mikillar 

hugsunar og skilnings geri það ekki. Lausnir geta þó haft kosti við að byggja upp skilning 

en spurningin er hvernig aðgangi að þeim er háttað – eru þær alltaf aðgengilegar eða 

einungis eftir að verkefni er skilað, eða er kannski einungis farið yfir verkefnin á töflu? 

Það er ekki gott að segja hvaða leið er hentugust í þessum efnum og fer mögulega eftir 

því bæði hvert eðli viðfangsefnanna er sem og hverjir efnisþættirnir eru. Sumir 

kennaranna nefndu sérstaklega sýnidæmi ásamt lausnum sem mikilvægan hluta af 

námsefni. Kennarar höfðu þó ólíka sýn á það hvernig sé farsælast að haga birtingu 

lausna á verkefnum sem nemendur vinna. 

Í Klukkuskóla segir Birta að algengt sé að hefja kennslustund með sýnidæmi og svo 

reikni nemendur áfram. Í námsefninu á vefnum eru einhver sýnidæmi inn á milli þannig 

að nemendur geta elt textann og unnið sjálfstætt. Birta telur eitt af því sem er 
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mikilvægt svo nemendur verði sjálfbjarga að kenna þeim að lesa sýnidæmi og leysa svo 

dæmi á eftir sem eru stigvaxandi þung. Arna segir að sumt þurfi einfaldlega að útskýra 

en „það gleður mann samt alltaf þegar þau fara í sýnidæmin þegar þau eru að bíða eftir 

aðstoð og þau geta bjargað sér með því.“ 

Á námsvefnum sem kennararnir í Klukkuskóla nota koma lausnir inn smátt og smátt 

fyrir verkefni sem nemendur eru búnir að vera að glíma við. Kristinn veltir því fyrir sér 

hvaða gildi lausnirnar hafa fyrir nemendur. Hann segir frá því að kvartanir hafi borist frá 

þeim sem aðstoða nemendur heima fyrir að það væri ekki hægt að hjálpa þeim þegar 

lausnirnar eru ekki komnar inn. Hann veltir fyrir sér hvers virði slík hjálp er ef ekki er 

hægt að leysa úr viðfangsefnunum án þess að hafa lausnina fyrir framan sig vegna þess 

að þegar út í lífið er komið eru hvergi svör neins staðar aftast í bók. Auk þess er 

stundum ekkert eitt svar, stundum eru þau jafnvel óendanlega mörg, til dæmis þegar 

nemendur eiga að skapa eitthvað sjálfir eða búa til dæmi um eitthvað. Arna bætir við 

að hjá þeim sé það ekki svarið sjálft sem skipti máli heldur hvernig nemendur fá svarið. 

Þannig leggur hún áherslu á ferli fremur en útkomu. 

Friðrik segist vera farinn að gera meira af því að hafa sýnidæmi en áður. Það sé þá 

sérstaklega fyrir nemendur á náttúrufræðibraut og í því skyni að þeir geti rannsakað og 

gert athuganir sjálfir. Með þessu móti geti nemendur unnið á þeim aukna hraða sem er 

krafist á þeirri námsbraut. Hann telur það leið fyrir nemendurna til að vera sjálfbærari. 

Hann stoppar þau stundum til að rannsaka eitthvað saman, „en þau þurfa að geta 

svolítið haldið áfram, keyrt áfram, komist yfir meira efni heldur en nemendur á 

félagsvísindabraut.“ Til skýringar bætir hann við að upphafsáfangann í Mjallarskóla taka 

nánast allir nemendur á tveimur önnum fyrir utan þá sem eru á náttúrufræðibraut sem 

taka hann á einni önn. Á móti sé krafa um grunnskólaeinkunn yfir 7 til að mega fara á 

náttúrufræðibraut. Það er sem sagt í þeim tilfellum þegar meiri hraði er í yfirferðinni 

sem Friðrik hneigist frekar til að nota sýnidæmi. Það er með það í huga að nemendur 

verði sjálfbærari og geti verið á mismunandi stöðum í efninu. 

Að sama skapi segist hann hafa gert stutt myndbönd með sýnidæmum en hann 

notar þau aldrei sem innlögn. Hann vill ekki að nemendur séu búnir að horfa á 

myndband og svo pæli þeir í hlutunum. Myndböndin eiga frekar að þjóna þeim tilgangi 

að vera upprifjun um hvað búið er að læra og pæla í áður. Hann segist vera mjög 

hræddur við myndbönd vegna umræðu um að myndbönd eigi það til að styrkja 

ranghugmyndir nemenda um fyrirbæri. Hann lýsir því svona: 
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Þú byrjar að sjá myndband sem fjallar um eitthvað sem þú ert með 

sæmilega á hreinu, vilt aðeins rifja upp eitthvað. Myndbandið fer í gang 

með að segja hluti sem þú ert algjörlega með á hreinu. Það bara einhvern 

veginn styrkir það: „Já, ég er með þetta hugtak á hreinu.“ Svo bara hættirðu 

að heyra hvað er að gerast. Þannig að það kemur einhver grundvallarmunur 

á því sem þér finnst að sé rétt. Þú ert hættur að taka inn, þú ert bara „ókei, 

hann er sammála mér“, svona einföldun á því hvað getur gerst. Eftir 

myndbandið þá ertu verr staddur heldur en áður, því þér finnst eins og að 

einhver hafi verið að segja þér það sem þú heldur að sé rétt, bara skildir 

ekki myndbandið, því þú skildir byrjunina á því, og þetta er „já, nákvæmlega 

það sem mér finnst um þetta fyrirbæri.“ 

Áhyggjur hans af notkun sýnidæma í myndböndum eru því ekki einungis þær að þau 

myndi of mikla forskrift að því hvernig „á að leysa dæmi“ og nemendur setji þau alltaf 

þannig upp, „heldur sitji bara eftir með einhverja hugmynd „Já okei, svona er aðferðin… 

svona er þetta fyrirbæri“.“. Hann hefur þó oft gert myndbönd til að sýna einhver 

tæknileg atriði í notkun GeoGebra til að koma í veg fyrir að nemendur stoppi á slíkum 

hlutum í þannig vinnu. 

Friðrik hefur yfirleitt engar lausnir á verkefnum. Verkefnaheftin sem hann hefur 

samið eru þannig upp byggð. Hann reynir frekar að ræða við hópinn um dæmin og fara 

á milli nemenda til að fylgjast með hvort þeir séu á réttri leið. Hann segist samt ekki 

alveg nógu ánægður með þetta og vilji ef til vill koma með lausnir inn og „taka kannski 

svolítið munnlegt tékk á þetta, þegar þau eru búin með lotuna að bara fá þau til að 

setjast hjá mér með tvö dæmi.“ Þar myndi hann vilja fá nemendur til að sýna sér 

hvernig þeir leysi tiltekin viðfangsefni og ef þeir geta það þá séu þeir búnir að ná 

kjarnanum í efninu. Hann bætir við: „Ég veit það sjálfur að það er oft langbesta leiðin til 

að vita hvernig dæmi er reiknað, það er að vita lausnina, þá geturðu farið að skoða: 

„Ókei, þetta er lausnin og þetta er dæmið, hvernig finn ég lausnina?“ Það reyndist mér 

oft góð leið til að læra. Það getur vel verið að ég þurfi að bæta meira inn af svoleiðis 

dæmum.“ Hann segir að það væri kannski sniðugt að hafa lausnir á einhverjum 

dæmum, til dæmis „drill dæmum eða upphitunardæmum en svo ekki á dæmunum þar 

sem þau eiga að álykta sjálf eða koma með eitthvað frá eigin brjósti, þá held ég að það 

geti verið mjög hættulegt að vera með lausnir þar sem lausnirnar geta verið óteljandi. 

Búðu til jöfnu sem hefur lausnina 𝑥 = 9, það er náttúrlega engin [ein] lausn á því.“ 

Írisi þykir sýnidæmi mjög mikilvægur hluti af námsefni til að nemendur geti reynt að 

glíma við dæmi og ítrekar að það megi ekki vera of mikill texti. Hún hefur einmitt gert 
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myndbönd með sýnidæmum fyrir nemendur sem hún telur mjög gagnlegt. Nemendur 

eigi oft erfitt með orðadæmi og nái einhvern veginn ekki að tengja. Þetta sé þó eflaust 

öðruvísi með þá sem eru komnir lengra í stærðfræði. Nemendur hennar í 

upprifjunaráfanganum „hafa bara almennt litla trú á sér og eru bara búin að ákveða 

einhvern veginn að þau geta þetta ekki.“ Þetta er í miklu samræmi við orð Friðriks þar 

sem hann talar um mikilvægi þess að efla hugrekki nemenda en í mótvægi við orð hans 

um myndbönd með sýnidæmum. 

Bókin sem Íris notar er mikið til byggð upp í kringum sýnidæmi. Þannig koma 

gjarnan sýnidæmi og svo 10–20 dæmi í svipuðum dúr sem nemendur geta unnið út frá 

sýnidæminu. Hún segir að þetta séu ofboðslega mörg dæmi og í áfanganum séu þau alls 

ekki öll reiknuð.  

Hjá Írisi eru engin dæmi sem hafa fleira en eitt svar. Í bókinni eru lausnir aftast sem 

henni þykir mjög mikilvægt til að nemendur „hafi möguleika á að vita hvort þau séu að 

gera rétt eða ekki.“ Nemendur þurfi alltaf að sýna útreikninga af öllum dæmum en það 

sé „rosalega mikilvægt að þau geti skoðað hvort þau séu að gera rétt. Og það náttúrlega 

einfaldar vinnuna fyrir kennarann að þurfa ekki að fara yfir hvert einasta dæmi. Og vita 

þá að þau eru á réttri leið ef þau eru ekki að biðja um hjálp. Þá þykir þeim þetta bara 

nokkuð auðvelt.“ 

4.4 Form og eðli námsefnis 

Ljóst er að kennararnir nota allir mismunandi gerðir námsefnis. Þeir voru spurðir hvað 

þeim fyndist um að hafa sér kennslubók fyrir upprifjunaráfanga yfir höfuð og hvort það 

væri ef til vill of þröngur rammi, það er hvort að slík bók ætti að vera víðtækari en svo 

að vera aðeins hugsuð fyrir tiltekinn áfanga. Þeir voru einnig spurðir hvort þeir gætu 

hugsað sér námsefni sem myndi að mestu samanstanda af vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefnum af sama toga og þau sem þau kenndu sem hluta af rannsókninni. 

Skoðanir þeirra voru töluvert ólíkar. 

Þó kennararnir í Klukkuskóla hafi kosið að fara þá leið að nota námsvef þá segja þau 

að það sé gott að hafa bækur og þau hafi ekkert á móti þeim. Birta segir að ef það væri 

til bók með fjölbreyttu námsefni og fjölbreyttri nálgun þá myndu þau alveg skoða hana. 

Sú bók sé bara ekki til í dag. Kristinn segir að það sé reyndar ýmislegt áhugavert í 

Stærðfræði 3000 bókaröðinni en allt það bitastæðasta sé í lok kafla eða á öðrum 

stöðum í efninu og sé því gjarnan sleppt. Það sem veldur því er helst tímaskortur. Þegar 

komið sé að því að taka einhver heildstæð verkefni sé orðinn of lítill tími eftir. „Það þarf 
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að gera eitthvað ákveðið, það er bara þessi tími, og það skilur útundan allt þetta 

skemmtilega sem þú getur gert þegar þú ert búinn að gera eitthvað ákveðið.“  

Kristinn telur það vera „miklu skynsamlegra að gera kennsluvef vegna þess að um 

leið og þú ert kominn með bók þá ertu kominn með endalaust vesen að leita að villum 

[…] kannski væri hægt að gera stóran vef sem gæti einmitt innihaldið mjög mörg 

efnisatriði og þú gætir svolítið svona pikkað þau út sem að þig vantar.“ Arna tekur undir 

þetta og segir að það sé „eiginlega draumurinn okkar, að það væri til svona bara stór 

námsvefur fyrir framhaldsskólann með hinum og þessum efnisþáttum.“ Á slíkum vef 

væri efnisþáttum skipt niður svo kennarar gætu raðað þeim upp sjálfir við 

skipulagningu áfanganna, náð í efnið og notað að eigin vild með eigin nálgun. Þannig 

gætu þeir smíðað áfangann sjálfir út frá því sem er til. Þetta gæti komið í veg fyrir að 

kennararnir „festist í bókinni“ eins og þau orða það, sem er eitthvað sem þau vilja ekki.  

Þau hafa tekið eftir því í áfangalýsingum hjá sumum skólum að áfangarnir eru 

gjarnan byggðir upp í kringum bækurnar þannig að bókin í raun stjórni efni áfangans. 

Dæmi um þetta er fyrirkomulagið í Stangarskóla. Þau setja stórt spurningamerki við það 

hvernig framhaldsskólastærðfræðin er í raun byggð upp frá grunni. Þau nefna 

sérstaklega gömlu 303 og 403 áfangana eins og þeir voru kenndir eftir Stærðfræði 3000 

bókunum hjá þeim og víðar. Kristinn spyr af hverju verið sé að kenna til dæmis vigra og 

hornaföll í sama áfanganum. Þau séu þeirrar skoðanur að hugsa áfangann frekar út frá 

efnisþáttum og þau geti í rauninni ekki haft bók sem „sé einhver Biblía um það hvaða 

efnisatriði eigi að vera og henti best saman.“ Arna bætir við að í bókunum sé búið að 

slíta hugmyndirnar úr samhengi við hver aðra. Þau vilja tengja hlutina aftur saman. 

Í þessu samhengi nefna þau önnur rök fyrir því að nota vef fremur en bók. Ef þau 

myndu nota bók þyrftu þau að byggja upp áfangana með tveimur eða jafnvel þremur 

bókum sem yrðu notaðar þvert á áfanga. Þetta myndi flækja málin fyrir nemendum sem 

eru vanir að selja bækurnar á skiptibókamarkaði strax eftir að áfanga lýkur. Það skapar 

vandræði þegar þeir þurfa ef til vill að nota bókina ári síðar. Einnig geti töskur 

auðveldlega orðið alltof þungar við það að bera þrjár bækur fyrir bara einn áfanga. 

Þá gagnrýnir Arna það fyrirkomulag að í grunnskólum sé nemendum skaffað 

námsefni í gegnum stofnun en ekki í framhaldsskólum. Of mikið sé sett í hendur 

skólanna sjálfra og kennaranna þegar kemur að gerð og þróun námsefnis. Það vanti 

meira fjármagn og betra skipulag á námsefnisþróun í framhaldsskólum. Í sumum 

tilfellum sé freistandi að nota erlent efni, til dæmis bandarískar bækur í efri 

stærðfræðiáföngum, en þær bækur séu dýrar og gjarnan uppfærðar árlega. Þau hafi þó 

ekki farið þá leið heldur útvegað nemendum námsefni í gegnum Moodle námsvef þeim 
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að kostnaðarlausu. Í sambandi við þetta bætir Kristinn við: “Af hverju er ekki 

menntamálaráðuneytið að útvega þetta námsefni, hvar er jafnrétti til náms? Hættir það 

þegar nemendur verða sextán ára?“ 

Arna segir að vefurinn þeirra innihaldi jú mikið til rannsóknartengd viðfangsefni, „en 

nei, svo segir maður alltaf svo að það er ágætt að hafa þetta drill með.“ Birta tekur 

undir með Örnu að það sé gott að hafa mismunandi tegundir viðfangsefna í bland: 

„Einhverja hugsun þar sem þau þurfa að leggja hugsun í og orða og eitthvað svoleiðis og 

svo eitthvað svona sem þjálfar þau. Þegar þau eru búin að ná tökum á hugsuninni að 

þau nái að þjálfa hana aðeins áfram líka, til að festa hana.“ Arna bætir við að það sé 

mikilvægast að þau skilji efnið og „þau skilja þetta ekkert með endalausu drilli, það 

gleymist.“ Það sé nóg að taka um það bil 5–7 ólík þjálfunardæmi þar sem skilningurinn 

er jafnvel yfirfærður á raunverulegar aðstæður. Khan Academy vefurinn, sem þau hafa 

fært sér í nyt, er hugsaður þannig. Þar þurfa nemendur að ná 5 réttum svörum í röð til 

að teljast hafa fest skilninginn í sessi. Sjálf hafi þau þrjú upplifað í eigin námi að ná fram 

skilningi í gegnum drill æfingar svo það er ríkt í hefðinni hjá þeim að nota þannig dæmi. 

Það væri erfitt að sleppa hendinni af því alfarið. 

Friðrik er á sama máli og kennararnir í Klukkuskóla. Hann vill geta verið stöðugt að 

endurskrifa það sem hann er að gera, prófa það, þróa og breyta. Hann er því hrifnari af 

efni á netinu sem hann getur notað að vild, breytt eða staðfært. Hann hefur þýtt mikið 

efni sjálfur af ensku og segir það mjög dýrmætt að geta sótt í gagnabanka á netinu. 

Hann stingur upp á því að það væri mjög sniðugt ef það væri til einhvert miðlægt svæði 

fyrir stærðfræðikennara á framhaldsskólastigi á Íslandi þar sem fólk gæti deilt sínu efni 

og pælingum án höfundarréttar. Það þyrfti þó að vera að einhverju leyti ritstýrt því það 

sé hætta á að það fyllist af svipuðum verkefnum. Með internetinu séu komnar nýjar 

leiðir sem breyta eðli námsefnis frá því sem áður var þegar aðeins voru bækur. Þannig 

sé nú auðveldara fyrir kennara að aðlaga námsefni að sínum nemendahóp. 

Friðrik segir að almennt læri nemendur meira af verkefnum sem krefjast meiri 

hugsunar. Það gildi samt ef til vill ekki um öll hugtök stærðfræðinnar og nefnir markgildi 

og diffrun. Hann segist svo sem ekki hafa reynt að láta nemendur reikna fullt af dæmum 

og skilgreina markgildi og finna út hvað gildir almennt um diffrun sjálf. Hann segir það 

gæti vel verið hægt en grunar að það tæki svo langan tíma það takist ekki að fara yfir 

allt sem þarf að fara yfir. 

Friðrik hafði mjög stutt og einfalt svar við spurningunni um að nota viðfangsefni af 

sama toga og unnið var með í verkefninu með rannsókninni. Hann er einmitt sjálfur að 

nota svoleiðis viðfangsefni mjög mikið, einhvern samtíning ásamt frumsömdu efni, svo 
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„ég get eiginlega ekki hugsað mér annað, takk, ef við getum bara orðað að frekar 

þannig.“ Hann segir að nemendum finnist þó oft þægilegra að „fá bara reglu og svo fullt 

af dæmum til að komast yfir regluna.“  

Þeim finnst það ekkert skemmtilegt, en þau kunna það. Og skilja það á 

meðan þau eru að gera það en það situr ekkert eftir. Þú getur spurt, í næstu 

viku komið með dæmi af svipuðum toga og þau muna ekkert hvað þau voru 

að gera, af því að þau gátu einhvern veginn slökkt á sér og raðað inn í 

formúluna sem var efst á blaðinu. Þannig að fá þau til að hugsa og einmitt 

eins og kom þarna nokkrum sinnum fram, sjálf að búa til dæmi, sjálf að setja 

fram reglu, það neyðir þau til að hugsa og þá er styttra í upprifjunina, eða 

styttra í kunnáttuna í hausnum á þeim þegar þau fara að kynna sér svipuð 

verkefni. 

Nemendurnir séu almennt mikið hrifnari af því að vinna nokkur einföld dæmi og 

leiða svo út almenna reglu en öfugt. „Þá fá þau bara tilfinningalega tengingu við 

verkefnið, að glíma við það, í staðinn fyrir að geta glímt við það hugsunarlaust. Því það 

er það sem þau geta voðalega oft gert þegar þau fá regluna, þá geta þau glímt við 

verkefnið án þess að hugsa.“  

Íris er á öðru máli en hinir kennararnir. Hún telur bókina vera hentugra form á 

námsefni heldur en vefur. Það geti skapast tæknileg vandamál við notkun internetsins 

og svo geti tölvur og símar orðið batteríslaus. Það gerist ekki með bækur. „Ég held að 

bókin sé svolítið mikilvæg fyrir þessa krakka því þetta er svo myndrænt og þau þurfa 

svo mikið að sjá hvað þau þurfa að klára. Þetta er bara allt til staðar og þau vita á hvaða 

blaðsíðu þetta er. Fyrir þau er mjög mikilvægt að vera með bók.“ Þannig sé það 

einfaldara að mörgu leyti að hafa bara eina bók sem inniheldur allt efni áfangans. 

Upprifjunaráfanginn sé grunnur fyrir næsta áfanga og „ef maður er að fara mikið út fyrir 

það efni þá kannski missa þau af einhverju og hafa ekki grunninn fyrir næsta áfanga. 

Eins og þetta er byggt upp núna þá er maður alltaf að undirbúa næsta áfanga. Þannig 

að ég held það sé svolítið mikilvægt að vera með eitthvað ákveðið skylt efni sem þau 

þurfa að klára.“ 

Henni finnst ekki skynsamlegt að láta nemendur kaupa fleiri en eina bók og finnst 

hún ekki geta ætlast til þess. Ef horft er fram hjá kostnaði væri vel hægt að gera það en 

það sé einfaldlega of kostnaðarsamt fyrir þá. Margir nemendur kjósi nú þegar að sleppa 

því að kaupa bækur og taka bara myndir úr bókum frá öðrum eða á bókasafni „sem mér 
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finnst ekki sniðugt bara upp á, fyrir utan höfundarrétt, en bara að þau er ekki með þetta 

eins skýrt fyrir framan sig.“  

Íris er ekki sannfærð um að hún geti hugsað sér kennslubók sem myndi að mestu 

samanstanda af vitsmunalega krefjandi viðfangsefnum. Hún hugsar að nemendur 

þyrftu rosalega mikla aðstoð við verkefnin. Orðin flækist fyrir þeim og það þyrftu að 

vera fleiri dæmi: „Þá væru þau að reikna meira og mér finnst alltaf að endurtaka svipuð 

dæmi aftur og aftur og aftur að þá læra þau betur. Mín reynsla er allavega sú að það 

þurfi alltaf bara að æfa sig og gera aftur og aftur.“ Hún segir að í spurningum eins og 

„Hvernig er andhverfunni beitt?“ að þá skilji nemendur ekki einu sinni spurninguna. 

Þegar kemur að hennar nemendum þá sér hún ekki fyrir sér að þeir geti svarað slíkri 

spurningu og telur að enginn hafi gert það í tímanum sem leið. Þau einfaldlega skilji 

hana ekki. „En þegar þau eru komin aðeins lengra held ég í stærðfræðinni eða ef þetta 

væru nemendur sem eiga ekki svona erfitt með stærðfræðina, þá held ég að þetta væri 

mikið, já, einfaldara og betra fyrir þau.“ 

Hún nefnir að í Upp á punkt sé mikið af myndum sem hjálpi mjög mikið. Nemendur 

hafi almennt átt mjög auðvelt með að leysa dæmi eins og 15 + 𝑥 = 73 þegar þau sáu 

dæmið sett up myndrænt en hafi átt erfitt með að skilja hugtakið andhverfa. „Þau eru 

bara svo vön því að færa xið yfir jafnaðarmerkið, þá breytist það í andhverfu sína. Þegar 

ég var að útskýra fyrir þeim að þau ættu bara að nota andhverfuna báðum megin til að 

leysa þetta þá þótti þeim það bara mjög snúið og flókið.“ Það væri kannski öðruvísi ef 

nálgunin væri slík strax í byrjun áfangans „frekar en eftir að þau eru búin að læra 

reglurnar, því þau eru bara búin að festa í sínu minni þessar gömlu reglur sem að við 

höfum farið í.“ 

Íris segist finna sterkt fyrir þeirri tilhneigingu úr grunnskólanum, til að mynda í 

dæminu hér að ofan, að hugsa um að færa 15 yfir jafnaðarmerkið og þá breytist það í 

mínus 15, fremur en að 15 sé dregið frá beggja vegna jafnaðarmerkisins. Jafnvel með 

dæmi eins og 2𝑥 = 10 þá hafi hún reynt að leggja áherslu á það að þau deili með 

tveimur báðum megin, en henni þykir það flækjast fyrir þeim. „Þau hafa komið úr 

grunnskólanum með það að þau séu bara beint af færa tvistinn yfir og deila.“ Hún veltir 

fyrir sér að með nemendur sem koma úr mismunandi grunnskólum og með 

mismunandi bakgrunn hvernig sé hægt að byggja ofan á það eða þarf að „breyta 

reglunum“ fyrir þeim eins og til dæmis í sambandi við þetta atriði. Hennar lausn sé að 

með þetta fáa nemendur þá fer hún mikið í að sitja yfir hverjum og einum einstakling og 

kenna eftir því, fiska eftir því hvað það er sem þau skilja best og nái að muna.  
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4.5 Forsendur nemenda til að leysa vitsmunalega krefjandi viðfangsefni 

Mikilvægt er að nemendur hafi forsendur til að geta tekist á við þau viðfangsefni sem 

þeim er ætlað að leysa. Í viðtölunum voru kennararnir beðnir að lýsa því hvort þeir 

teldu nemendur í upprifjunaráföngum hafa forsendur til að leysa vitsmunalega 

krefjandi viðfangsefni eða hvort nemendum fyndist þau of erfið. Kennararnir voru 

almennt sammála um að nemendur hefðu forsendur til þess að vinna slík viðfangsefni. 

Klukkuskólakennararnir töldu að nemendum hefði ekki fundist verkefnin neitt 

sérstaklega erfið. Það hafi vissulega verið misjafnt milli nemenda en erfiðasti hlutinn 

hafi verið að orða hlutina þegar verið væri að alhæfa. Hugtakanotkun hjá nemendum sé 

almennt ekki góð. Til dæmis við skilgreiningu á jafnaðarmerkinu hafi einhver nemandi 

skrifað „það sem samanlegt er það sama.“ Þau noti einfaldlega ekki hugtök eins og 

stæða eða summa. Einhverjir nemendur hefðu skrifað „fá svarið“ sem skilgreiningu á 

jafnaðarmerkinu sem er ekki nógu góð skilgreining því hún virkar alls ekki alltaf eins og 

til dæmis í fyrsta dæminu á fyrsta verkefnablaðinu. 

Arna telur það mikilvægt að nemendur skrifi hjá sér stærðfræðireglur og æfi sig í því 

að skrifa þær. Hún telur nemendur ekki vel þjálfaða í því að setja fram reglur. Þeir séu 

ef til vill ekki komnir með þá abstrakt hugsun sem þarf. Birta segir: „Maður er farinn að 

sjá þennan þankagangsmun, hver er að byrja að detta inn í abstrakt hugsunina, hver eru 

ekki komin þangað. Efnið sem við erum með greinir aðeins á milli finnst mér.“ Þannig 

telja þau það helst vera slæma þekkingu og beitingu á hugtökum sem hindri þau í að 

geta leyst vitsmunalega krefjandi verkefni.  

Arna, Birta og Kristinn í Klukkuskóla voru sammála um að það væri ekki mikið því til 

fyrirstöðu að nemendur í upprifjunaráföngum tækjust á við vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefni. Það væri fyrst og fremst það sem þau höfðu nefnt áður, að nemendur 

væru ekki vanir að þurfa að orða hugsun sína formlega eða með eigin orðum í 

stærðfræði. Kristinn bætir við að sumir nemendur gætu sagt sér hvernig regla virkaði en 

gætu ekki skrifað hana á blað með eigin orðum. Þetta hefði til dæmis komið í ljós með 
𝑛

𝑛
= 1 í dæminu Ein á mann. 

Arna gefur annað dæmi af úrlausn nemanda þar sem þarf að gefa skilgreiningu á 

jafnaðarmerkinu: „Tölurnar verða að vera eins báðum megin við jafnaðarmerkið.“ Þetta 

gefi vissulega í ljós rétta hugmynd en sé þó ekki fullkomlega nákvæmt. Kristinn bætir 

við: „Ja, sko, stærðirnar í raun og veru, ekki tölurnar, um leið og maður segir sko tölur 

eða stærðir, tölurnar eiga að vera eins en ef það er 15 öðrum megin á þá að standa 1 og 

5 hinum megin, eða gæti það verið 51?“ Nemendur eigi erfitt með að orða svona hluti. 
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Þá séu líka nemendur í sumum hópum af erlendu bergi brotnir sem hafa ekki mjög góð 

tök á íslensku. Það hjálpi heldur ekki til við að geta orðað stærðfræðilega hugsun sína. Í 

lok þessarar umræðu segir Kristinn að það sé ekkert því til fyrirstöðu að nemendur vinni 

svona rannsóknarverkefni: „Ekkert frekar en að reikna 1000 dæmi sko, sem þau myndu 

aftur aldrei gera, hvort sem er! Þá er kannski alveg eins gott að reyna að byggja 

einhvern smá skilning með færri dæmum heldur en að vera að hjakka í einhverjum 

endalausum dæmum.“ 

Friðrik fannst nemendur geta ráðist sæmilega vel á viðfangsefnin sjálf því þeir hafa 

séð svipað efni hjá honum áður. Framsetningin hafi ekkert komið nemendum 

sérstaklega mikið á óvart. Nemendur hafi lítið stoppað við vinnuna svo ekki þurfi að 

aðstoða mikið. Flestir gátu byrjað að vinna sjálfir og þeir sem ekki gátu það þurftu mjög 

stuttan tíma til að fara í gang. 

Nei, ég held þeim hafi ekki fundist þetta neitt rosalega erfitt. Það sem að 

flæktist fyrir þeim og var að trufla þau var hugtakanotkun. Þegar þau sáu 

orðið andhverfa að þá litu þau ekki einu sinni á dæmið. Þá bara: „Nei, ég skil 

þetta ekki. Þetta orð skil ég ekki og þá get ég ekki reiknað þrír sinnum einn 

þriðji.“ Ef ég hélt fyrir orðið og spurði: „Geturðu nú reiknað dæmið?“ – þá 

var það ekkert mál. Skondið hvað svona hlutir geta stuðað þau, það er 

svolítið fyndið. […] Það var fullt af svona uppgötvunarmómentum sem 

maður heyrði, svona „Aha, á þetta að vera svona?“ – sem er alltaf svolítið 

jákvætt þegar maður er að kenna stærðfræði, þessi aha-móment, það var 

slatti af þeim í þessu verkefni og það er það sem maður er að leita eftir. 

Þannig nefnir hann sama vandamál og Klukkuskólakennararnir um erfiðleika 

nemenda með hugtakanotkun. Sömuleiðis eru þau á sama máli að verkefnið hafi ekki 

verið nemendum erfitt. 

Friðrik telur ekkert hafa vantað upp á forsendur nemenda til að takast á við 

verkefnin. Honum finnst nemendur vel geta ráðist á viðfangsefni af þessum toga. Þegar 

hann er spurður í viðtalinu hvað gæti verið að stuðla að því að nemendur geti það segir 

hann:  

Friðrik: Þegar þú ert búinn að gefa þeim frelsi til þess að hugsa sjálfstætt, 

frelsi til þess að átta sig á því að það er ekki alltaf eitt rétt svar, og að það 

eru margar leiðir til að segja hlutina. Kúltúrinn þar sem kennarinn er ekki 

búinn að setja upp keppni þegar hann er að spyrja út í bekkinn að hann sé 
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að leita að einhverju ákveðnu svari þannig að nemandinn er ekki að reyna 

að segja það sem að kennarinn vill heyra heldur að segja það sem hann 

hugsar. Ég vonast til þess að það sé þá sá kúltúr sem ég er að búa til í 

kennslustofunni. Ef einhver kemur með rétt svar að ég stökkvi ekki endilega 

á það heldur reyni ég bara að fá nokkur svör fram og skrifa þau upp þannig 

að menn séu ekki að bíða eftir að sá klári segi rétta svarið heldur bara koma 

nokkrum niðurstöðum upp og ræðum þau og finnum hvað er rétta svarið. 

Þegar þú ert vanur því að vera í svoleiðis kúltúr að það er hlustað á öll svör, 

það er ekki bara beðið eftir því að þessi klári segi rétta svarið, þá hafa þau 

meiri kjark til að ráðast á verkefnin og reyna að alhæfa. Ég allavega finn ekki 

fyrir því þegar við erum komin inn í miðja önn að þau séu eitthvað hrædd 

við það að búa til reglur eða alhæfa. Þó þær séu rangar þá er ekkert 

gagnrýnt fyrir það. 

Jóhann: Þá er kannski fókusinn meira á lausnaleiðinni heldur en lausninni 

sjálfri. 

Friðrik: Einmitt. Ekki vera fljótur að klára verkefnið heldur gera það vel og 

skildu það. 

Íris var á sama máli og hinir kennararnir að á heildina litið fannst nemendum 

verkefnið ekki erfitt. Nokkrir kláruðu öll þrjú verkefnablöðin án mikilla vandræða. Þeim 

hafi þó þótt „ofboðslega erfitt þetta ef þú átt að koma með einhverja svona… útskýra 

kenninguna eða útskýra eitthvað, formúluna eða eitthvað á bak við þetta, þeim þykir 

það… það er bara algjörlega ógerlegt.“ Þegar hún er spurð hvort hún hafi lagt áherslu á 

það í sinni kennslu hingað til segir hún: 

Íris: Neei. Og þetta er eins og ég segi, maður er alltaf að reyna að undirbúa 

þau fyrir næsta áfanga en þessir krakkar, ástæðan fyrir því að þau eru í 

þessum tíma er að þau eiga virkilega erfitt með þetta og þau myndu held ég 

bara aldrei meðtaka það, sérstaklega því þau eru svo rosalega erfið. Þetta 

snýst eiginlega meira bara um agavandamál heldur en endilega getuna og 

svoleiðis. Þannig að mér fyndist það kannski frekar eiga heima í 102, næsta 

áfanga fyrir ofan, þegar þau eru komin aðeins lengra en… hér erum við bara 

að reyna að komast í gegnum þessi dæmi og svoleiðis og kenni náttúrlega 

bara þessar einföldustu reglur og þess háttar. Mér finnst alltaf eins og ef 

það eigi að fara að kenna þeim einhverja hugsun á bak við brot þá alveg 

lokast þau. Og ég á erfitt með að kenna öllum hópnum upp á töflu, þá 
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meðtaka þau bara ekki. Þannig að ég þarf stöðugt að vera í einhverri svona 

einstaklingskennslu. […] 

Jóhann: Þannig að þessi nálgun að í staðinn fyrir að gefa reglu og svo leysa 

dæmin, eins og bókin sem þið notið er aðallega að fókusa á, það er svona 

nálgun að snúa því við, að leysa dæmi og svo reyna að setja fram reglu, þér 

finnst í rauninni að agavandamál séu kannski svolítil hindrun í að þau geti 

unnið slík viðfangsefni? 

Íris: Já og mér finnst þau bara ekki hafa almenna svona rökhugsun oft. Þau 

bara, það er eins og það vanti aðeins upp á þroskann, og þau… ég held að 

þau ættu mjög erfitt með að setja sjálf, eða koma sjálf með einhverja reglu. 

Allavega minn hópur hérna sko, ég sé ekki alveg fram á að það virki hjá 

þeim. 

Jóhann: Ég tók einmitt eftir, ég var að blaða aðeins í gegnum úrlausnirnar, 

þau virtust almennt svona svolítið forðast það eða jafnvel slepptu því 

svolítið. 

Íris: Ég var alveg að hvetja þau öll, ég vildi náttúrlega ekki leiða þau, ég vildu 

að þau myndu koma með þetta sjálf, en þau bara gátu ekki, þau jafnvel 

sögðu mér það, en gátu ekki komið því niður á blað. Komu með sína hugsun, 

hún var kannski ekkert alltaf rétt, en þau eiga erfitt með það, já. Og öll 

svona dæmi í bókinni þar sem orðinn mikill texti, sem er ekkert rosalega oft, 

þá bara panikka þau og skilja ekki neitt og vilja ekki skilja og… 

Jóhann: Hafa kannski ekki alveg sjálfstraust eða hugrekki til að reyna einu 

sinni? 

Íris: Nei. […] Það er kannski af því að við höfum verið að nota margar aðrar 

aðferðir, og ekki eins mikið svona… það er ekki eins mikið svona pæling 

alltaf bak við hvert dæmi af því að ég sé bara að það þýðir ekki, þau eru ekki 

að meðtaka þetta. Þau skilja kannski hvernig þau reikna dæmið og ég er 

alltaf að reyna að koma þessu í samhengi við raunveruleikann og svoleiðis, 

hvernig þau geta notað þetta í daglegu lífi en það er eitthvað bara eins og 

þau hafi ekki þroskann í það að skilja það. 

Jóhann: Þannig að þau geta ef til vill notað einhverjar aðferðir en eiga erfitt 

með að skilja hvað liggur að baki þeim? 

Íris: Já. 
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Íris telur að aðeins 5% nemenda hafi þótt verkefnin erfið. Þrátt fyrir það er hún ekki 

bjartsýn á að almennt geti þeir alhæft eða leitt út almennar reglur út frá gögnum. Það 

séu fyrst og fremst agavandamál og skortur á sjálfstrausti sem komi í veg fyrir að þau 

geti það. Þegar hún er spurð hvort hún telji meiri líkur á að þau gætu það ef 

sjálfstraustið væri til staðar, burtséð frá því að agavandamál væru þar enn, svarar hún: 

Íris: Jaá. Já, mögulega sko. Mögulega. En ég segi, eins og þessir tveir hópar 

sem ég er með, ég mögulega gæti notað þessa aðferð með seinni hópinn 

sko, sem er mikið rólegri og einfaldari að ná til, en í fyrri hópnum mínum þá 

bara get ég ekki, það er bara tilgangslaust að ætla að reyna að setja eitthvað 

fram á töflu og útskýra fyrir þeim öllum í einu. Ég þarf vanalega alltaf að 

útskýra fyrir hverjum og einum og auðvitað er þetta ekkert allir tímar svona 

erfiðir en það koma alltaf 1–2 tímar í hverri einustu viku, og sérstaklega eftir 

hádegi, sem eru svona læti og að það kemur alveg fyrir að ég þarf að henda 

einhverjum út og svoleiðis, en… já. Þetta er bara rosalega misjafnt eftir 

hópum og nemendum. 

Írisi fannst nemendur vel hafa forsendur til að vinna verkefnin, og segir meira að 

segja: „Þessir krakkar sem eru erfiðastir eiga jafnvel auðveldast með þetta. Þau hafa 

bara engan vilja og ráða ekki við sig.“ Svo séu aðrir nemendur sem hafi vilja en eigi 

virkilega erfitt með skilning, ef til vill vegna lesblindu eða talnablindu. Þegar hún er 

spurð hvort nemendur hafi forsendur til að geta fundið almennar reglur út frá 

einföldum dæmum áætlar hún að um 10% nemenda myndu geta leyst það og gert vel. 

Restin myndi alltaf stoppa á þeim dæmum og hún heldur „persónulega að það sé til 

þess að hrinda þeim lengra frá vegna þess að um leið og þau lenda í einhverri svona 

hindrun sem að finnst eitthvað svona snúið og flókið, eru kannski lesblind og eiga bara 

erfitt með þetta allt saman, þá verða þau svo vonlaus, bara skilja ekki neitt og geta ekki 

neitt og… einhvern veginn gengur ekki neitt hjá þeim.“ Svo séu nemendur í þessum 10% 

sem geti þetta alveg. Stangarskóli fái einfaldlega svo rosalega breiðan hóp af 

nemendum og í áfangann komi stundum nemendur sem eigi jafnvel frekar heima á 

starfsbraut að hennar mati.  

Hún telur að það sem hafi gert það að verkum að sumum nemendum fannst 

verkefnið ruglingslegt hafi verið hugtökin og löngu orðin, eins og til dæmis andhverfa, 

samlagningarandhverfa og hlutleysa. „Að setja fram almenna reglu um andhverfu í 

samlagningu, þau bara skildu ekki neitt hvað þetta þýddi, þó ég var að reyna að sýna 

þeim og svona sko, en þeim þótti þetta mjög flókið. En þegar þau sáu dæmin þá skildu 
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þau þetta alveg, en þau héldu náttúrlega að þetta ætti að vera miklu flóknara en þetta 

var.“ Það hafi mikið til verið orðin sem hafi ruglað nemendurna. Sem dæmi þá hafi 

dæmið „Samlagningarandhverfan í Hveragerði“ virkað mjög erfitt og flókið fyrir þeim en 

um leið og myndin sem fylgdi því dæmi var skoðuð þá hafi hlutirnir skýrst. 

Íris er ekki sannfærð um að nemendur læri meira af vitsmunalega krefjandi 

verkefnum. Hún segist oft finna fyrir því að þegar yfirferð er lokið á vissum kafla í 

bókinni þá sitji sama og ekkert eftir hjá nemendum. Hver ástæðan er fyrir því að enginn 

skilningur virðist sitja eftir telur hún sig ekki vita en hún heldur að lausnin sé ekki 

misjafnar aðferðir. „Ég held að með þennan hóp sem er svona erfiður að skipti kannski 

ekkert endilega máli hvaða leið er farin.“ 

4.6 Hvernig birtust viðhorf kennara í skólastofunni? 

Við vettvangsathuganir í skólunum þremur mátti sjá hvernig viðhorf kennaranna birtust 

í kennslu þeirra og hvernig þeir nálguðust verkefnin sem gera miklar kröfur til nemenda. 

Viðhorf kennaranna birtust á ólíkan hátt í skólastofunni. 

Í Klukkuskóla fylgdu bæði Kristinn og Arna fyrirfram gefnum kennslutillögum með 

því að láta nemendur vinna tvo og tvo saman. Hjá þeim var engin innlögn en einhverjir 

nemendur þáðu aðstoð við að lesa og skilja fyrsta dæmið til að komast af stað. Sumir 

nemendur vissu ekki hvað þeir ættu að gera og sögðust alveg týndir. Kristinn passaði sig 

töluvert að gefa nemendum ekki svarið með það að markmiði, að eigin sögn, að ná 

þessu „uppgötvunaraugnabliki“ (e. aha-moment) hjá nemendum. Flestir nemendur 

kláruðu öll þrjú blöðin í tímanum hjá Kristni.  

Arna ítrekaði við nemendur að þeir ættu að vinna „eins og litlir vísindamenn“, að 

gera rannsóknir á stærðfræði án þess að nota tölvur. Nokkur fjöldi nemenda gerði 

fyrsta dæmið á fyrsta verkefnablaðinu vitlaust hjá Örnu og höfðu því ekki nægilega 

djúpan skilning á jafnaðarmerkinu. Stundum þegar nemendur spurðu hvort hún gæti 

hjálpað þeim svaraði hún að hún vissi það ekki því þeir væru vísindamennirnir. Hún 

lagði mikla áherslu á að nemendur myndu uppgötva sjálfir og gaf nemendum mikið 

frelsi í úrlausnum. Hún hafði til að mynda ekki áhrif á þegar nemendur svöruðu með 

tugabrotinu 0,333333333 í staðinn fyrir almennu broti 
1

3
. Arna telur það mikilvægt að 

nemendur fái að orði hlutina með eigin orðum. Í viðtalinu eftir á kom til umræðu 

hversu mikilvægt er að hafa góðan skilning á almennum brotum til þess að skilja 

andhverfur:  
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Arna: Þau eiga svo erfitt með að tjá þetta sem þau eru að gera. Eins og í 

hérna með andhverfurnar: „Ef talan er heil, þá margfaldar maður með 

almennu broti og öfugt.“ Ha, sem er svo sem aftur… 

Kristinn: Nei, það er reyndar ekki þannig, náttúrlega sko ef þú ert með 4/3 

þá notarðu margföldun en ekki… 

Arna: Einmitt, þá margfaldarðu með hinu, þannig að þetta gengur ekki alveg 

upp sko. Þetta er það sem er svo erfitt fyrir þau. 

Kristinn: Þetta náttúrlega meikar, þessar margföldunarandhverfur meika 

ekki almennilega sens fyrr en maður áttar sig á því að skrifa heilu tölurnar 

sem brot, ef þú ert með 3 heila, það er þrír fyrstu. 

Jóhann: Mhm, eða níu þriðju. 

Kristinn: Já, að það sé skrifað sem almennt brot, þá er augljóst hvernig, þá 

verður reglan miklu augljósari. Vandamálið er tengslin á heilum tölum og 

almennu brotunum, að það sé hægt að skrifa heila tölu sem þetta almenna 

brot. Það er eitthvað sem að okkur dettur strax í hug en þeim er ekki alveg 

tamt. 

Arna: Og í samlagningarandhverfu, þau finna það svo sem: „Settu mínus ef 

talan er plús og þá færðu 0“. Myndirðu segja að þetta væri 

samlagningarandhverfa. 

Kristinn: Jaaá, með góðum vilja! Það er hægt að skilja það þannig. 

Arna: En ég meina, þetta eru þau að reyna, og ég held að maður eigi að vera 

duglegri að æfa þetta, að æfa þau í að orða það sem þau eru að gera. Held 

það skipti máli. 

Birta segir að í sínum tíma hafi gengið ágætlega. Þeim hafi ekki fundist verkefnin 

erfið og jafnvel flissað dálítið yfir erfiðleikastiginu á dæmunum á fyrsta verkefnablaðinu 

en róðurinn hafi þyngst þegar leið á. Svo tók Arna reyndar eftir því að það varð mikill 

misskilningur með fyrsta dæmið um jafnaðarmerkið (4 + 3 = __ + 2 = __) sem kom í 

ljós þegar að komið var í þriðja dæmið þar (til dæmis 6 + 3 = 2 + __). Einhverjir hópar 

hafi gert fyrsta dæmið rangt og áttu erfitt með að skilja hvernig svarið gæti verið 

öðruvísi þó þeir hefðu getað leyst þriðja dæmið. Þau höfðu kenningu um að það 

tengdist fjölda jafnaðarmerkja: 

Kristinn: Já, af því að það var ekki annað jafnaðarmerki, það er örugglega 

þess vegna. 

Birta: Þessi tvö rugla þau, þau halda að þau séu að leggja saman áfram 
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Arna: Það er nefnilega það sem þau eru oft sjálf að gera, maður tekur oft 

eftir þessu hjá krökkum, bara á miðstigi og unglingastigi, eru alltaf að þessu, 

þau leggja, halda áfram, og ég er að segja: „Þetta er ekki rétt, maður má 

ekki gera svona.“ 

Birta: Að sjálfsögðu. Og þar fer ruglið að detta inn í. Þau sjálf jafnvel missa 

þráðinn í stóru jöfnunum. 

Þarna virðast þau hafa tekið eftir einhverjum grundvallarmun á skilningi nemenda á 

jafnaðarmerkinu eftir því hvort að það sjáist aðeins eitt jafnaðarmerki eða mörg. Það 

geti verið að vegna þess að þau eru vön því að reikna dæmi áfram með því að skrifa 

einfaldlega jafnaðarmerki milli aðgerða þá skolist til skilningur á því hvað 

jafnaðarmerkið í raun og veru þýðir. Þau höfðu orð á því að þegar nemendur væru við 

lengri útreikninga væru þeir vanir að setja bara jafnaðarmerki áfram og áfram jafnvel 

þó hlutir væru löngu hættir að vera jafngildir – það væri bara verið að halda áfram að 

beita aðgerðum. Í fyrsta dæminu eru tvö jafnaðarmerki svo það gæti hafa ýtt undir þá 

túlkun þeirra að skrifa einfaldlega lausnina á stæðunni á undan hverju jafnaðarmerki í 

stað þess að horfa á að allar stæðurnar þyrftu að vera jafngildar. 

Hjá Friðrik í Mjallarskóla var unnið með verkefnablöðin í tveimur kennslustundum, 

fyrstu tvö í þeim fyrri og það þriðja í þeim seinni. Eins og Arna og Kristinn hafði Friðrik 

enga sérstaka innlögn í upphafi tímans. Aðeins einn nemandi gaf vitlaust svar í fyrsta 

dæminu. Það var sami nemandi og gat ekki hugsað sér aðra skilgreiningu á 

jafnaðarmerkinu en „svarið“. Spurningin „Er þetta rangt?“ eða „Fæ ég rangt fyrir 

þetta?“ kom nokkuð oft frá nemendum en Friðrik lagði áherslu á að mikilvægast væri 

að reyna og það eina sem væri rangt væri að reyna ekki. Eftir að nemendur höfðu 

skrifað sínar eigin skilgreiningar á jafnaðarmerkinu fékk hann nemendur til að lesa þær 

upp og hann skrifaði á töfluna þrjá mismunandi flokka sem komu fram: 

 Sama útkoma báðum megin við 

 Svarið 

 Virkar eins og vog, ef ekki er jafnt báðum megin er ójafnvægi. 

Síðan opnaði hann á umræður meðal nemenda hvaða skilgreining þeim fannst 

nákvæmust eða skilmerkilegust. Þó sú fyrsta og sú þriðja séu vissulega mjög 

sambærilegar varð sú fyrsta ofan á. 

Þá spunnust fram umræður eftir vinnu við dæmið Hversu margar stæður? um það 

hvað heilar tölur eru. Friðrik bað nemendur um að hugsa sér einhverja tölu. Allir 

nemendur hugsuðu sér náttúrulega tölu. Það tók á fyrir Friðrik að fá nemendur til að 
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nefna hvaða heilar tölur væru til aðrar en náttúrulegar tölur og 0. Í næsta hluta 

verkefnablaðsins átti að reikna nokkrar einfaldar jöfnur og gefa svo skilgreiningu á 

jafnaðarmerkinu. Það var áhugavert að sjá úrlausn eins nemanda á jöfnunni  

9 + 4 = ___ + 5 þar sem hann notaði strikið sem brotastrik: 9 + 4 =
16

2
+ 5.  

Nemendum hjá Friðrik gekk almennt séð ekki mjög vel með að setja fram almenna 

reglu og sögðust sum einfaldlega ekki kunna það. Það má velta fyrir sér hvernig megi 

leiða nemendur í skilning um hvernig megi sjá almennar reglur og setja þær fram 

algebrulega eða myndrænt. Einhverjir nemendur kvörtuðu yfir stórum og löngum 

orðum eins og samlagningarandhverfa, samlagningarhlutleysa og deilingarstæða. 

Friðrik nefnir sama atriði og Klukkuskólakennararnir að í viðfangsefnunum um 

margföldunarandhverfur hefði mátt stýra nemendum í að hugsa um andhverfur sem 

almenn brot. Það sé auðveldara að sjá tenginguna yfir í almennu regluna með  
1

25
∗ 25 = 1 frekar en 0,04 ∗ 25 = 1.  

Í fyrri hópnum hjá Írisi unnu nemendur fyrstu tvö verkefnablöðin. Íris var með stutta 

innlögn í upphafi tíma. Til að skerpa á skilningi nemendanna á jafnaðarmerkinu skrifaði 

hún orðrétt á töfluna: „1appelsína≠2appelsínur og 2appelsínur=1appelsína+1apps“. 

Meðan nemendur unnu áfram tjáði hún mér að að hennar mati fannst henni nemendur 

geta útskýrt jafnaðarmerkið munnlega en ekki skriflega. Þegar einn nemandinn sagðist 

ekki skilja svaraði Íris: „Þetta er bara önnur aðferð en í bókinni, til að snúa aðeins upp á 

heilann á ykkur“ sem nemandinn brást við með því að segja: „Það gerir það bara verra!“  

Í seinni hópnum hóf Íris tímann einnig á stuttri innlögn með upprifjun um 

andhverfar aðgerðir og samlagningarandhverfur. Þessi hópur vann verkefnablað 3. 

Aðeins einn strákur var í hópnum sem lauk verkefnablaðinu á um 10–15 mínútum og 

mátti þá fara. Stelpurnar urðu eftir en kennarinn lét þær halda áfram í bókum eftir að 

þær höfðu lokið við verkefnablaðið. Í sykurmoladæminu kom aftur fram tilhneiging 

nemenda til að nota tugabrot fremur en almenn brot. Lausnaleið tveggja stelpna var að 

deila eins líters sykurmolafjöldanum í 100 og margfalda svo með 33, sem er snjöll lausn 

að mörgu leyti. Almennt virðast nemendur hafa tilhneigingu til að hugsa í tugabrotum 

fremur en almennum brotum.  

4.7 Samantekt 

Af svörum kennaranna má sjá að skiptar skoðanir eru um það hvers þeir myndu óska í 

nýju námsefni fyrir upprifjunaráfanga. Viðhorf kennaranna til vitsmunalega krefjandi 

verkefna í upprifjunaráföngum eru að mörgu leyti lík en þó má finna ágreining þeirra á 
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milli þegar kemur að sumum atriðum. Kennararnir hafa ólíka sýn á nám og kennslu en 

eru þó sammála um ýmsa hluti. 

Í fyrirkomulagi áfanganna má sjá ólíkar áherslur í námsmati og notkun námsefnis þó 

skipulagið sé að mörgu leyti svipað. Efnisþættirnir eru svipaðir en kennararnir leggja 

mismikið vægi á þá sjálfa og röð þeirra. Íris sker sig svolítið úr á þessu sviði þar sem hún 

er sú eina sem tekur sérstaklega fyrir veldi og rætur og að henni þykir mikilvægt að 

fylgja röðinni sem kennslubókin leggur til. Hinir kennararnir telja röðina ekki skipta máli 

og Friðrik telur það meira að segja ekki skipta máli hvaða efnisþættir koma við sögu í 

upprifjunaráfanga. Þegar kemur að námsmatinu er Íris jafnframt sú eina sem kýs að 

hafa lokapróf en þó er hægt að komast hjá því með góðri frammistöðu í stöðuprófum 

og vandvirkni. Í hennar námsmati gilda próf alls 90% á meðan í Klukkuskóla gilda 

kannanir alls 34% og í Mjallarskóla er eitt hlutapróf sem gildir 20%. Hjá hinum 

kennurunum er því mun meiri áhersla á símat en lokamat. 

Þegar kennararnir eru beðnir að lýsa því hvað þeim þykir gott námsefni í stærðfræði 

þá er eitt meginþemað að efnið þurfi að kveikja áhuga og að letrið þurfi að vera stórt og 

læsilegt. Í þessu samhengi nefna Klukkuskólakennararnir kosti þess að hafa námsefnið 

rafrænt og letrið þar með stækkanlegt. Friðrik segir að stundum sé gott að láta 

nemendur alhæfa og finna reglu út frá nokkrum einföldum dæmum, finna og rökstyðja 

hvað virkar alltaf eða bara stundum og þá af hverju. Góð dæmi séu þau sem fá 

nemendur til að vilja leysa þau og þau skynji einhvern tilgang með því. Bæði Friðrik og 

Klukkuskólakennararnir nefna þá hugmynd að það sé í lagi að „drilla pínulítið“ til að 

festa hugmynd í sessi eftir vinnu við meira krefjandi verkefni þar sem regla er 

uppgötvuð. Mikilvægast sé þó að stuðla að sjálfstrausti og hugrekki nemenda í 

stærðfræði. Íris telur mikilvægast að sýnidæmi séu einföld og skýr og nemendur fái 

svipuð dæmi svo þeir geti reiknað út frá sýnidæmunum. Ekki megi vera of mikill texti 

því það stuði nemendur. Þá vanti meira og betra efni sem kennir notkun reiknivéla. 

Kennararnir svöruðu því allir til að viðhorf þeirra til þess hvað er gott námsefni í 

stærðfræði hafi ekki breyst eftir rannsóknina. Kennararnir í Klukkuskóla og Mjallarskóla 

eru allir hrifnari af rannsóknartengdum verkefnum, sem jafnan gera meiri 

vitsmunalegar kröfur, frekar en drill æfingum, sem yfirleitt gera litlar kröfur. Íris í 

Stangarskóla var þó á öðru máli og var ekki sannfærð um að verkefni af þeim toga sem 

hún lagði fyrir í þágu rannsóknarinnar hentuðu þessum hóp nemenda sem eru í 

upprifjunaráföngum. 

Allir kennararnir nota sýnidæmi að einhverju leyti en þó af mismiklum krafti. Það er 

oft með hefðbundnu sniði að sýnidæmi sé kveikjan og svo reikni nemendur svipuð 
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dæmi. Kennarar segja notkun sýnidæma vera lið í því að gera nemendur sjálfbjarga í 

stærðfræðinámi sínu svo þeir geti unnið áfram án aðstoðar. Friðrik nefnir að sýnidæmi 

séu sérstaklega gagnleg fyrir hópa sem þurfa að komast hraðar í gegnum efnið. Notkun 

sýnidæma geti þannig aukið hraða yfirferðar. Hann hefur þó áhyggjur af því að gera 

myndbönd með sýnidæmum af ótta við að styrkja ranghugmyndir nemenda um 

stærðfræði. Íris þykir sýnidæmi mjög mikilvæg í námsefni og hefur einnig gert 

myndbönd með þeim. 

Kennararnir veita nemendum lausnir við viðfangsefnum á mismunandi hátt. Í 

Klukkuskóla koma lausnir inn smátt og smátt fyrir nemendur að sjá eftir að vinnu við 

verkefni er lokið. Í Mjallarskóla hjá Friðrik eru engar lausnir heldur reynir hann að 

fylgjast með vinnu nemenda í tímum og taka umræðu um dæmi sem nemendur eiga 

erfitt með. Hann vilji þó vinna í því að gera lausnir við verkefnum þar sem það er hægt. 

Írisi þykir mikilvægt að hafa lausnir ávallt við hendina og eru lausnir aftast í bókinni hjá 

nemendum. 

Þegar kennararnir voru spurðir um það á hvaða formi þeir myndu vilja hafa 

námsefni kom sú hugsun sterkt fram að mjög gagnlegt væri að hafa einhvers konar 

miðlægan, ritstýrðan hugmyndabanka á vefnum þar sem má breyta, bæta og staðfæra 

verkefni frá öðrum kennurunum og höfundum að eigin vild og hentisemi. Kostirnir við 

að nota vef fremur en bók eru þeir að vefur kostar nemendur jafnan ekki neitt, hann 

má alltaf endurskoða og betrumbæta og að ekki getur komið upp það vandamál að 

nemendur gleymi vefnum heima eins og bókinni. En til þess að vefur virki þá þarf líka að 

vera aðstaðan fyrir það og áreiðanleg umgjörð í skólunum, svo sem góð nettenging og 

innstungur.  

Kennararnir í Klukkuskóla gáfu ekki mikið fyrir þær stærðfræðibækur sem til eru 

fyrir framhaldsskólann og þykir það ókostur að reiða sig of mikið á bækur til að 

skipuleggja áfanga. Íris aftur á móti hugsar áfangann fyrst og fremst út frá bókinni og 

telur það kost að hafa allt á einum stað fyrir nemendur. Kennararnir eru allir sammála 

um að það sé óhentugt að nota fleiri en eina bók fyrir áfangann, bæði út af of miklum 

kostnaði fyrir nemendur og of þungum skólatöskum að bera svo margar bækur. Á 

meðan ekki sé til nógu fjölbreytt bók sem hentar markmiðum áfangans eins og þau hafa 

skilgreint hann sé vefur betri lausn fyrir Klukkuskóla. 

Kennararnir voru einnig spurðir hvort þeir gætu hugsað sér námsefni sem myndi að 

mestu samanstanda af vitsmunalega krefjandi viðfangsefnum. Klukkuskólakennararnir 

nota töluvert af þannig viðfangsefnum en segja gott að hafa þau í bland við minna 

krefjandi viðfangsefni. Þau síðarnefndu henti vel sérstaklega eftir vinnu sem leggur 
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áherslu á skilning með það að markmiði að festa hann í sessi. Friðrik vinnur nánast 

eingöngu með þannig viðfangsefni svo hann getur eiginlega ekki hugsað sér að nota 

neitt annað. Íris er ekki viss um að slíkt efni myndi henta í upprifjunaráfanga og telur að 

nemendur þurfi að reikna miklu fleiri dæmi til þess að ná upp skilningi. Þeir þurfi alltof 

mikla aðstoð í viðfangsefnum eins og í rannsókninni. Annað geti þó gilt fyrir efri áfanga 

framhaldsskólans. Hún sé þegar í mikilli einstaklingskennslu í tímunum og segir að 

nemendur verði að geta unnið sjálfstætt, sem hún getur ekki séð fyrir sér með 

viðfangsefni sem þessi. 

Þegar kom að forsendum nemendanna til að leysa vitsmunalega krefjandi verkefni 

voru allir kennararnir sammála um að verkefnin væru ekki of erfið fyrir nemendur. Það 

sem helst varð valdur að því að þau þurftu aðstoð var notkun á hugtökum í efninu sem 

þau þekktu ekki sem og skortur á sjálfsaga og sjálfstrausti. Friðrik nefnir að hann hafi 

séð mikið af uppgötvunaraugnablikum hjá nemendum. Hjá Írisi rugluðust sumir 

nemendur í ríminu því þeir eru vanir að nota aðferðir án þess að þurfa að pæla svo 

mikið í hvað liggur að baki þeim. Sum sáu ekki tilgang með verkefninu og sýndu 

mótþróa. 

Spurð hvort nemendur hefðu lært meira eða minna á verkefninu sögðu 

Klukkuskólakennararnir að það fari eftir nemendum, hvort þeir séu komnir með nógu 

sterka abstrakt hugsun til að geta alhæft um stærðfræðileg fyrirbæri. Friðrik telur að 

almennt læri nemendur meira af verkefnum sem krefjast meiri hugsunar. Íris er ekki 

jafn sannfærð og telur að lausnin við þeim vanda að oft sitji ekkert eftir hjá nemendum 

eftir kafla sé ekki ólíkar kennsluaðferðir. Sumir nemendur segir hún að séu einfaldlega 

erfiðir og hafi engan áhuga á efninu. Við slíkar aðstæður skipti ekki endilega máli hvaða 

leið kennarinn fari. 

Enginn kennari taldi neitt því til fyrirstöðu að nemendur í upprifjunaráföngum gætu 

lært af vitsmunalega krefjandi viðfangsefnum og töldu þá hafa allar forsendur til þess. 

Það væri fyrst og fremst skortur á æfingu í að orða hlutina á sinn eigin hátt sem valdi 

þeim vandræðum. Íris telur einnig nemendur hafa allar forsendur en virðist skipta 

nemendum í tvo hópa: Nemendur sem geta vel leyst viðfangsefnin en skortir vilja og að 

ráða við sig (ef til vill vegna ofvirkni, athyglisbrests eða mótþróaþrjóskuröskunar) og svo 

nemendur sem hafa vilja og sjálfstjórn en eiga erfitt með að skilja verkefnin (ef til vill 

vegna lesblindu, talnablindu eða annarra örðugleika). Þó áætlar hún að aðeins um 10% 

nemenda geti sett fram alhæfingar út frá einföldum dæmum. 

Loks var sjónum beint að því hvernig viðhorf kennara birtust við vettvangsathuganir 

í skólastofunni. Flestir fylgdu þeirri tillögu sem fylgdi verkefninu að hvetja nemendur til 
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að vinna tveir og tveir saman. Kennarar pössuðu sig á því að gefa nemendum ekki svör 

við dæmunum heldur að hvetja þá til að glíma við það og uppgötva sjálfir. Í bæði 

Klukkuskóla og Mjallarskóla kom fram það atriði að mikilvægt sé að vera tamt að hugsa 

um tölur sem almenn brot fremur en tugabrot til að skilja hugtakið andhverfa. Friðrik 

notaði þá aðferð að skrifa upp ólíkar skilgreiningar nemenda á jafnaðarmerkinu og 

kveikja umræður um hvaða skilgreining væri nákvæmust. Ef til vill var það gert til að 

höfða til þeirra nemenda sem áttu erfitt með að skilgreina jafnaðarmerkið skriflega en 

gátu það munnlega en það var vandamál sem Íris nefndi. Hún var jafnframt eini 

kennarinn sem hóf tímann á innlögn. 
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Tafla 4. Samantekt niðurstaðna. 

Þema Klukkuskóli Mjallarskóli Stangarskóli 

Fyrirkomulag 
áfanganna: Efnistök 
og námsmat 

Frumsaminn námsvefur 
notaður. 

Vissir efnisþættir þurfa 
að vera til staðar en röð 
þeirra skiptir ekki máli. 

Unnið í lotum með 
símati og engu 
lokaprófi. Kannanir 
gilda 34%. 

Frumsamið námsefni og 
gögn héðan og þaðan. 

Sjálfir efnisþættir skipta 
ekki máli, hvað þá 
röðin. 

Ekkert lokapróf en 20% 
hlutapróf og 8% 
lokaverkefni. 

Efnisþáttum 
kennslubókar fylgt 
ítarlega og í réttri röð. 

Lokapróf gildir 50%. 

Hvað er gott 
námsefni? 

Rafrænt efni á vef er 
kostur. 

Stækkanlegt letur 
mikilvægt. 

Þarf að kveikja áhuga. 

Hrifnari af 
rannsóknartengdum 
verkefnum en „drill 
verkefni“ eru í lagi eftir 
vinnu við þau. 
Ekki breytt viðhorf eftir 
rannsókn. 

Fær nemendur til að 
vilja leysa þau, skynja 
tilgang. 

Nemendur alhæfa og 
rökstyðja. 

Stuðla að sjálfstrausti 
og hugrekki. 

Hrifnari af 
rannsóknartengdum 
verkefnum en finnst 
„drill verkefni“ í lagi 
eftir vinnu við þau. 
Ekki breytt viðhorf eftir 
rannsókn. 

Einföld og skýr 
sýnidæmi, svipuð 
dæmi eftir þau. 

Vantar efni um 
reiknivélar. 

Ekki sannfærð að 
vitsmunalega krefjandi 
viðfangsefni henti 
þessum nemendum. 
Ekki breytt viðhorf eftir 
rannsókn. 

Sýnidæmi og lausnir Sýnidæmi oft kveikja og 
svo reikna nemendur 
svipuð dæmi. 

Lausnir koma inn á vef 
smátt og smátt eftir að 
verkefnum er lokið. 

Sýnidæmi gagnleg fyrir 
hópa með hraðari 
yfirferð. 

Áhyggjur af að gera 
myndbönd með 
sýnidæmum. 

Engar lausnir en fylgist 
með vinnu nemenda og 
tekur umræðu. 

Vill gera lausnir þar sem 
það er hægt. 

Sýnidæmi mjög 
mikilvægur liður í að 
gera nemendur 
sjálfbæra. 

Hefur gert myndbönd 
með sýnidæmum. 

Lausnir alltaf 
aðgengilegar aftast í 
bók. 

Mikilvægt að hafa 
lausnir ávallt við 
hendina. 

Form og eðli 
námsefnis 

Mjög gagnlegt ef það 
væri til ritstýrður, 
gagnvirkur 
hugmyndabanki á 
vefnum. 

Kostur að nemendur 
geta ekki gleymt 
vefnum heima. 
Ekkert á móti bókum þó 
en þær kosta mikið og 
ekki til nógu fjölbreytt 
námsefni að þeirra 
smekk. 

Vantar sameiginlegan 
hugmyndabanka á vef. 

Vill geta stöðugt 
endurskrifað, þróað og 
breytt sjálfur. 

Notar nánast eingöngu 
vitsmunalega krefjandi 
efni og getur ekki 
hugsað sér annað. 

Nemendur læra 
almennt meira af 
verkefnum sem krefjast 

Fyrir vef þarf aðstaðan 
í skóla að vera í lagi. 

Ýmsir kostir við bækur 
en ekki gott að hafa 
fleiri en eina. 

Telur bækur henta 
þessum hóp nemenda 
best vegna skipulags og 
myndrænna atriða. 

Vitsmunalega krefjandi 
verkefni henta þeim 
ekki því þeir þurfa að 
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Nota þegar 
vitsmunalega krefjandi 
verkefni. Ef til vill best 
að nota í bland við 
verkefni með lágar 
kröfur. Þau síðarnefndu 
eftir vinnu við krefjandi 
verkefni til þess að 
festa skilninginn í sessi. 

meiri hugsunar. 
 

reikna fleiri dæmi fyrir 
skilning og þurfa alltof 
mikla aðstoð við að 
leysa þau. Gæti verið 
öðruvísi á síðari stigum 
framhaldsskólans. 

Nemendur verða að 
geta unnið sjálfstætt. 
Sér það ekki fyrir sér 
með þess konar dæmi. 

Forsendur nemenda 
til að leysa 
vitsmunalega 
krefjandi viðfangsefni 

Ekki of erfið fyrir 
nemendurna. Þeir hafa 
forsendur til að leysa 
slík verkefni. 

Skortur á æfingu að 
orða hlutina sjálf olli 
einhverjum 
vandræðum. 

Fer eftir nemendum 
hvort þeir geta lært 
mikið af verkefnunum, 
þá fyrst og fremst hvort 
þeir eru komnir með 
abstrakt hugsun eða 
ekki. 

Ekki of erfið fyrir 
nemendurna. Þeir hafa 
forsendur til að leysa 
slík verkefni. 

Helst skortur á hugrekki 
og sjálfstrausti sem 
hamlar nemendum. 

Mikið af uppgötvunar-
augnablikum sjáanleg 
við vinnu verkefnanna. 

Almennt læri nemendur 
meira af verkefnum 
sem krefjast meiri 
hugsunar. 

Ekki of erfið fyrir 
nemendurna. Þeir hafa 
sumir hverjir forsendur 
til að leysa slík 
verkefni. 

Hugtök í efni sem 
nemendur þekktu ekki 
hamlaði þeim sem og 
skortur á sjálfsaga. 

Nemendur ekki vanir 
að pæla í hvað liggur 
að baki aðferðunum. 

Telur lausnina á 
vandanum ekki ólíkar 
kennsluaðferðir. 

Sumir nemendur 
einfaldlega erfiðir og 
áhugalausir. 

Tveir hópar nemenda: 

1. Geta leyst en skortir 
vilja eða sjálfsaga. 

2. Hafa vilja en skortir 
getu. 

Um 10% nemenda geti 
sett fram alhæfingar út 
frá einföldum dæmum. 

 

Hvernig birtast 
viðhorf kennara í 
skólastofunni? 

Létu nemendur vinna 
saman í pörum. 
Skiptir máli til að skilja 
andhverfur að hugsa 
tölur sem almennt brot 
en ekki tugabrot. 

Skrifaði skilgreiningar 
nemenda á 
jafnaðarmerki á töflu 
og tók umræðu með 
þeim um hvaða 
skilgreining þeim fannst 
nákvæmust. 
Skiptir máli til að skilja 
andhverfur að hugsa 
tölur sem almennt brot 
en ekki tugabrot. 

Eini kennarinn með 
innlögn. 
Lét nemendur vinna 
saman í pörum. 

Taldi nemendur geta 
skilgreint 
jafnaðarmerkið 
munnlega en ekki 
skriflega. 
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5 Umræða 

Með þessari rannsókn var tilgangurinn að skoða forsendur fyrir námsefnisþróun á 

framhaldsskólastigi með svipuðum hætti og hefur verið á grunnskólastigi, meðal annars 

með tilkomu Átta-tíu bókaflokksins á unglingastigi og Einingar og Geisla á yngri stigum, 

þar sem aukin áhersla er á gagnrýna hugsun og vitsmunalega krefjandi viðfangsefni. 

Með öflun gagna um þarfir og viðhorf gagnvart námsefni gegnum viðtöl við kennara og 

athuganir á kennslu þeirra er vonast til að þær niðurstöður geti nýst í framtíðinni við 

námsefnisþróun í stærðfræði á framhaldsskólastigi. Í þessum hluta eru niðurstöður 

rannsóknarinnar ræddar í fræðilegu samhengi. 

5.1 Hvers konar viðfangsefni myndu íslenskir stærðfræðikennarar óska 
að væru í nýju námsefni fyrir upprifjunaráfanga? 

Eitt af því sem fljótlega greinir á milli kennaranna er notkun þeirra á námsefni. Íris sker 

sig þar úr því hún er eini kennarinn sem skipuleggur áfangann sinn nokkurn veginn í 

kringum eina ákveðna kennslubók á meðan hinir kennararnir nota meira frumsamið 

efni og efni af veraldarvefnum. Skipulag Írisar er það sem flestir Íslendingar hafa vanist 

á sinni skólagöngu samkvæmt niðurstöðum rannsókna á kennsluháttum í grunnskóla 

(Ingvar Sigurgeirsson, 1999, bls. 29–30). Það má leiða líkur að því að þær niðurstöður 

eigi einnig við kennsluhætti framhaldsskóla.  

Með breyttri námskrá frá 2011 fá skólar meira sjálfsvald yfir eigin áföngum 

(Aðalnámskrá framhaldsskóla 2011, bls. 52). Nú eru vísbendingar um að mynstrið að 

láta bókina ráða för sé að breytast og kennarar leiti meira í frumsamið efni eða efni af 

netinu. Í úttekt á stöðu stærðfræðikennslu í framhaldsskólum kölluðu kennarar eftir því 

að geta deilt eigin verkefnum með öðrum kennurum á miðlægu svæði á internetinu 

(Anna Helga Jónsdóttir o.fl., 2014, bls. 54). Mínar niðurstöður styðja enn við að þörf er 

á að svara því kalli. Þar sem bent hefur verið á að með því að semja kennslubók hér á 

landi geti höfundur verið að undirbúa um eina milljón kennslustunda (Ingvar 

Sigurgeirsson, 1989, bls. 13) má segja að ákveðin valddreifing og ábyrgðardreifing geti 

falist í stærðfræðivef þar sem kennarar sjálfir leggja til efni. Þá má einnig hugsa sér að 

það sé auðveldara að breyta efninu og aðlaga að þörfum hvers nemendahóps en hægt 

er þegar notaðar eru hefðbundnar námsbækur. 

Einnig er áhugavert að bera niðurstöður mínar um notkun námsefnis saman við 

rannsókn Boaler. Í samanburði tveggja skóla með mismunandi áherslur í námsefnisvali í 

stærðfræði kom í ljós að í öðrum skólanum voru 9 prósentustigum fleiri nemendur sem 
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náðu samræmdu prófi en í hinum. Í skólanum með lægra hlutfall nemenda sem náðu 

prófinu var kennslan skipulögð á hefðbundinn hátt með hliðsjón af kennslubók en í 

skólanum með hærra hlutfallið var engin kennslubók notuð heldur þemaverkefni 

(Boaler, 1999, bls. 270–274). Sjálfsagt hafa fleiri breytur haft áhrif á niðurstöðuna en 

þetta gefur ástæðu til vangaveltna í ljósi þróunarinnar í sambandi við námskrá 

framhaldsskóla og hvernig kennarar kjósa að nota annars konar námsefni í auknum 

mæli að því er virðist. Þetta gefur tilefni til frekari rannsókna á námsárangri nemenda 

með tilliti til ólíkra leiða sem farnar eru í námsefni og hvaða vægi það hefur á móti 

öðrum áhrifaþáttum. Í það minnsta hafa rannsóknir sýnt að námsárangur er minni 

þegar notuð eru viðfangsefni sem leggja mikla áherslu á að nota fyrirfram gefnar 

aðferðir án tenginga milli stærðfræðilegra hugmynda (Stein, 2009, bls. xviii–xx; Pesek 

og Kirshner, 2000, bls. 532–538). Vandinn er sá að það er erfiðara að vinna með 

viðfangsefni sem eru meira vitsmunalega krefjandi en ef aðferðir eru gefnar fyrirfram 

(Henningsen og Stein, 1997, bls. 524). 

Í orðræðu nemenda Írisar mátti vel greina það hversu mikið kennslubókin leiddi 

áfangann. Nemendur höfðu mikinn áhuga á einkunnir hvers annars úr prófum: „Hver 

fékk hærra á kafla 3?“ heyrðist, sem og „mig langar bara að halda áfram með kaflann 

sko“ þegar nemandi fékk verkefnablaðið í hendurnar. Það er skiljanlegt að nemendur 

vilji forgangsraða vinnunni sinni og leggja orkuna í það efni sem verður metið til 

einkunnar ofar því sem ekki er beinlínis haft til hliðsjónar í námsmatinu. En þá má velta 

fyrir sér hvort nemendur séu þá í náminu námsins vegna, einkunnanna vegna, 

gráðunnar vegna – eða af einhverjum allt öðrum ástæðum. Við þessum athugasemdum 

nemenda sagði Íris: „Við klárum þetta í dag til að þurfa ekki að gera þetta aftur á 

morgun.“  

Þá er einnig áhugavert að leiða hugann að orðræðunni hjá kennurunum. Þegar þeir 

voru beðnir að lýsa hvað þeim þykir gott námsefni í stærðfræði birtist mismunandi sýn 

þeirra. Hjá Friðrik mátti til að mynda greina hugsun eins og birtist í 

breytileikakenningunni: „hvað ef þetta er aðeins öðruvísi og þetta er aðeins öðruvísi“. 

Kennararnir í Klukkuskóla viðruðu áhyggjur af lengd annarinnar. Hér á landi hafa 

einhverjir skólar, til dæmis Menntaskólinn á Egilsstöðum og Menntaskólinn Hraðbraut, 

prófað sig áfram með lotuskiptar annir, þannig að veturinn samanstandi ekki einungis af 

haustönn og vorönn heldur smærri lotum innan þeirra. Þá eru áfangar keyrðir á meiri 

hraða á styttri tíma en á móti taka nemendur færri áfanga í einu svo vinnuálagið er 

svipað á heildina litið. Mörgum þykir þetta kostur þar sem vinnunni er ekki dreift yfir 

jafn langan tíma og nú er gert víðast hvar. 
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Þegar talið barst að svokölluðum drill æfingum í stærðfræði lögðu bæði kennararnir 

í Klukkuskóla og Friðrik það til að það væru æfingar sem ef til vill væru einungis 

heppilegar eftir að meira vitsmunalega krefjandi vinnu er lokið og skilningur hefur verið 

byggður upp. Í kennslubókum er röðin á þessu yfirleitt öfug: Krefjandi viðfangsefni eru 

gjarnan við lok kafla eftir að hefðbundnari minna krefjandi viðfangsefni eru tekin fyrir. Í 

rannsókn Pesek og Kirshner var sjónum beint að því þegar röðin er einmitt þannig að 

tækjaskilningur komi á undan venslaskilningi (samanber Skemp, 1976, bls. 2). Hópur 

sem hlaut slíka kennslu mældist ná lakari árangri en hópur sem einungis fékk kennslu 

með venslaskilningi (Pesek og Kirshner, 2000, bls. 532–538). Frekari rannsóknir vantar á 

því hvernig árangurinn er þegar þessu er öfugt farið, það er þegar venslaskilningur 

kemur á undan tækjaskilningi eins og kennararnir lögðu til. Það er áhugavert að velta 

fyrir sér hvernig sá árangur mun vera í samanburði við hinar nálganirnar, sérstaklega ef 

venslaskilningurinn einn og sér bendir til aukins árangurs en ef tækjaskilningur kemur á 

undan. 

5.2 Hver eru viðhorf íslenskra stærðfræðikennara til vitsmunalega 
krefjandi viðfangsefna fyrir nemendur í upprifjunaráföngum? 

Við skipulagningu kennslu þarf ávallt að hafa í huga að nemendur hafi forsendur til að 

kljást við viðfangsefni sem þeim er ætlað að leysa en á sama tíma þurfa þau að vera 

krefjandi, með öðrum orðum innan svæðis mögulegs þroska þeirra (Vygotsky, 1978, bls. 

90). Líkur eru á því að flestir nemendur í upprifjunaráföngum séu komnir á síðasta stig 

vitsmunalegs þroska samkvæmt kenningum Piaget en þó alls óvíst að þeir séu það allir 

(Arnett, 2013, bls. 72). Á því stigi öðlast fólk óhlutbundna hugsun sem gerir því meðal 

annars kleift að hugsa um hluti á abstrakt hátt (Piaget, 1964, bls. 147–150). Kennararnir 

í Klukkuskóla töldu að ekki væru allir nemendur þeirra komnir á það stig og fannst 

námsefni sitt greina þá nemendur töluvert frá hinum. 

Þrátt fyrir það reiknaði yfir helmingur nemenda í rannsókninni fyrsta dæmið á fyrsta 

verkefnablaðinu rétt. Sambærilegt dæmi var notað í rannsókn Falkner, Levi og 

Carpenter en þar svöruðu yfir 90% nemenda því rangt (1999, bls. 236). Hugsanleg 

skýring á því er að um talsvert yngri nemendur var að ræða í þeirri rannsókn.  

Enginn kennaranna lagði megináherslu á þann flokk viðfangsefna „að leggja á 

minnið“ sem eru talin krefjast minnstar vitsmunalegrar getu. Þó mátti greina hjá Írisi 

töluverða áherslu á æfingu og þjálfun og þá trú að nemendur geti ef til vill notað 

aðferðir sem þeir eiga erfitt með að skilja hvað liggur að baki, það sem Skemp hefur 

nefnt reglur án ástæðna (Skemp, 1976, bls. 2). Samkvæmt kenningum Bandura um trú á 
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eigin getu myndi þetta viðhorf Írisar flokkast sem lítil trú á virkni eigin kennslu (e. low 

instructional efficacy). Það er sú trú að lítið sé hægt að gera ef nemendur eru ekki 

áhugasamir og að kennarinn hafi takmörkuð áhrif á vitsmunalegan þroska nemenda 

sinna miðað við önnur áhrif eins og til dæmis veikan félagslegan bakgrunn nemenda 

(Bandura, 1997, bls. 240). Mögulega hefur Íris litla trú á vitsmunalega krefjandi 

viðfangsefnum af þessum sökum. Hún talaði gjarnan um „þessa erfiðu nemendur“ sem 

ber keim af fixed mindset, það er þeirri trú að vitsmunir séu fast fyrirbæri sem lítil áhrif 

er hægt að hafa á (Yeager og Dweck, 2012, bls. 302). Því má spyrja sig hvort Íris hafi trú 

á eigin kennslu í raun og hvort það viðhorf hafi áhrif á námsárangur og agavandamál 

nemenda sem virtust meira áberandi í nemendahópum en hennar hjá öðrum 

kennurum. 

Í viðtölunum við kennarana í Klukkuskóla komu fram áhugaverðar umræður um það 

hvernig sumir nemendur gátu fundið lausnina á dæmi eins og 6 + 3 = 2 + __ en vildu 

ekki samþykkja lausn kennarans á 4 + 3 = __ + 2 = __. Nokkuð margir nemendur 

skrifuðu 4 + 3 = 7 + 2 = 9 í fyrsta dæminu. Þegar kennarinn fór yfir dæmið á töflu 

báru nemendur við að dæmið væri „asnalega sett upp“. Töldu kennararnir að um væri 

að ræða misskilning sem kæmi til af því að í dæmunum væru til staðar annars vegar eitt 

jafnaðarmerki og hins vegar fleiri en eitt. Nemendur væru vanir því að reikna áfram og 

beita aðgerðum með því að setja alltaf jafnaðarmerki á eftir jafnaðarmerki jafnvel þó að 

stæðurnar séu löngu hættar að vera jafngildar. Þess vegna hafi þau misskilið dæmið 

með tveimur jafnaðarmerkjum. Þetta er eflaust spurning um hvaða félagslegu norm eru 

sköpuð í skólastofunni og má draga lærdóm af þessu hvernig nemendur skilja 

jafnaðarmerkið og hvernig kennari getur stuðlað að því að notkun á því sé í samræmi 

við þau norm sem hafa skapast innan fræðigreinarinnar stærðfræði (Cobb & Yackel, 

1996, bls. 177). 

Í kennslustundinni hjá Kristni þurftu einhverjir nemendur hjálp við að setja fram 

alhæfinguna í dæminu Andhverfur í samlagningu og skilja hvað í því felst. Kristinn 

skrifaði fyrir nemendurna 𝑎 + __ = 0 og þá gátu nemendurnir allt í einu leyst það. Það 

er athyglisvert að nemendur virtust ekki hafa ekki hugmyndaflug í að setja þetta fram 

upp á eigin spýtur. Það má velta fyrir sér hvaða getu vantar og hvað verður til þess að 

þeim dettur ekki í hug að nota bókstaf eins og 𝑎 eða 𝑥 sem breytu. Í sömu kennslustund 

kom fram svipað vandamál í dæminu Andhverfur í margföldun. Einhverjir nemendur 

sáu að 14 ∗
1

14
= 1 en ekki lausnina á __ ∗ 25 = 1. Ef kennari hins vegar sýndi hitt 

dæmið öðruvísi, það er að 14 ∗ __ = 1 í stað þess að 14 væri óþekkt þá kom aha-

augnablik hjá nemendum (Auble, Franks og Soraci, 1979, bls. 426–427). 
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Þá vakti athygli mína að á veggnum fyrir utan eina stofuna í Mjallarskóla hékk plagg 

frá YouCubed, verkefni Jo Boaler, með fyrirsögninni Positive Classroom Norms to 

Encourage in Math Class (Boaler, 2015). Þar voru nefndar sjö leiðir til þess að byggja 

upp jákvæð norm í skólastofunni. Plakat þetta mátti finna innan um ljóð og smásögur 

nemenda sem einnig skreyttu veggina. Þetta þótti mér áhugaverð viðleitni í að hafa 

áhrif á félagsleg norm í skólastofunni. Þótti mér áhugavert að bera þetta saman við 

veggskreytingarnar í Stangarskóla. Þar var ekki að finna slíkar áherslur. Það sem hékk á 

veggjum skólastofunnar í Stangarskóla voru blöð með veldareglum og öðrum 

reiknireglum. Þetta endurspeglar á ákveðinn hátt þann mun sem sást í viðhorfum þeirra 

Friðriks og Írisar í viðtölunum bæði fyrir og eftir framkvæmdina. Íris miðar kennslu sína 

út frá bók, á meðan Friðrik hugsar kennsluna frekar í lotum og notar bara það efni sem 

hann finnur og hentar hverju sinni. Friðrik leggur áherslu á að byggja upp hjá 

nemendum sjálfstraust og hugrekki í stærðfræði á meðan áhersla Írisar er frekar á að 

nemendur verði sjálfstæðir með því að nota sýnidæmi til að halda áfram í bókinni. 

Ég tók einnig eftir mun á því hvernig Friðrik og Íris spyrja spurninga. Þótti mér Friðrik 

leitast frekar eftir að spyrja opinna spurninga eða leita rökstuðnings frá nemendum á 

meðan Íris spurði meira lokaðra spurninga með leit að einu ákveðnu svari. Dæmi um 

spurningu sem Íris spurði var: „Hvaða eina tala getur verið hérna?“. Lokaðar spurningar 

af þessu tagi þykja ekki vænlegar til þess að skapa umræður meðal nemenda eða fólks 

almennt en eru þó oft algengustu spurningar sem kennarar spyrja (Ingvar Sigurgeirsson, 

1998, bls. 13–15).  

Þá er vert að nefna það að í kennslustundunum spurði Íris mig töluvert um hvaða 

nálgun hún ætti að nota við kennslu á verkefnablöðunum sem ég samdi. Mín hugmynd 

var sú að leggja það í hendur kennaranna hvernig þeir vilja kenna efnið. Það væri í raun 

hluti af rannsókninni og ég vildi ekki hafa of mikil áhrif á það. Ég reyndi því að gefa sem 

minnst upp til þess að draga ekki úr réttmæti rannsóknarinnar. Kennararnir fengu 

reyndar frá mér kennslutillögur til þess að útskýra örlítið þá nálgun og hugmyndafræði 

sem vitsmunalega krefjandi verkefni snúast um. Það var þó fullkomlega í þeirra vald 

sett hversu mikið þeir fylgdu þeim tillögum og hvort þeir myndu setja viðfangsefnin í 

minna krefjandi búning þegar í kennslustofuna var komið eins og algengt er 

(Henningsen og Stein, 1997, bls. 524; Kilpatrick, Swafford og Findell, 2001, bls. 377–

378).  

Ég vil þó ítreka að þessi rannsókn snýr að viðhorfum kennara til þess að nota 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefni með nemendum í upprifjunaráföngum sem gjarnan 

hafa verið stimplaðir seinfærir af skólakerfinu. Ekki er greint nákvæmlega hvernig þeir 
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útfærðu verkefnin í tímunum og þar með hvernig eðli viðfangsefnanna gat hafa breyst 

með því hvernig þau voru kennd eða lögð fyrir, til dæmis með hvernig aðstoð var 

háttað. Frekari rannsókna er þörf á því sviði hvernig stuðla má að því að vitsmunalegar 

kröfur sem gerðar eru til nemenda séu ekki minnkaðar af kennurum með því að gera 

viðfangsefnin einfaldari (sjá til dæmis Wang, 2013; Norton og Kastberg, 2011). 

Áhugavert er að skoða flokkun Írisar á nemendum. Hún telur suma ekki komna upp 

á stig óhlutbundinnar hugsunar. Þar með geti þeir ekki hugsað á abstrakt hátt og eigi 

því erfitt með að alhæfa um stærðfræðileg fyribæri (Piaget, 1964, bls. 147–150). Aðrir 

nemendur eigi við aðra erfiðleika að stríða eins og athyglisbrest eða lesblindu sem 

koma í veg fyrir árangur í stærðfræðinámi þeirra og að þess vegna geti þeir ekki tekist á 

við vitsmunalega krefjandi viðfangsefni. Ég tel aftur á móti að það sé einmitt vegna 

þessara hluta sem mikilvægt er að ýtt sé við nemendum með ögrandi verkefnum. Ég tel 

nemendum enginn greiði gerður með að leggja fyrir þá verkefni sem þeir geta 

framkvæmt hugsunarlaust. Með vitsmunalega krefjandi verkefnunum er þeim ýtt inn á 

svæði síns mögulega þroska (Vygotsky, 1978, bls. 90). Jafnvel mætti leggja fram þá 

tilgátu að með því að veita nemendum næga ögrun og stuðning samhliða mætti draga 

úr agavandamálum. Þetta krefst þó frekari rannsókna. Þó er ljóst að til að framfarir eigi 

sér stað þarf maður að vinna að einhverju sem ögrar manni. Mögulega fá nemendur 

hennar ekki næga ögrun í þeim viðfangsefnum sem þeir vinna venjulega að í 

stærðfræðitímum. 

Almennt virðast nemendur hugsa meira um brot sem tugabrot en almenn brot. 

Þetta kom í ljós bæði í kennslustundunum hjá Írisi og fleirum. Spurning er hvaða orsakir 

liggja þar að baki. Ef til vill er það sú staðreynd að reiknivélar sýna oft bara tugabrot en 

ekki almenn brot. Einnig felur skilningur á tugabrotum aðeins í sér skilning á 

sætiskerfinu en skilningur á almennum brotum krefst víðari skilnings á talnamengjum 

og að tölur geti verið tjáðar sem hlutfall tveggja talna. Það getur verið vandasamt að 

hvetja nemendur til notkunar á almennum brotum fremur en tugabrotum en eins og 

kom fram í viðtölunum er það sérstaklega mikilvægt að hafa góðan skilning á 

almennum brotum til þess að ná skilningi á andhverfum í margföldun. 

5.3 Samantekt 

Ljóst er að það er álitamál hvort að vitsmunalega krefjandi viðfangsefni henti öllum 

hópum nemenda. Er æskilegt að nemendum sem þykir ekki hafa gengið vel í 

stærðfræðinámi í grunnskóla sé allt í einu ætlað að hugsa eins og stærðfræðingar þegar 

í framhaldsskólann er komið? Hversu hátt hlutfall viðfangsefnanna ætti að vera af 
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slíkum toga? Á að ryðja öllu eldra námsefni út fyrir meira krefjandi viðfangsefni? Er víst 

að slík viðfangsefni eigi jafnvel við fyrir þennan hóp nemenda?  

Ekki er til einfalt svar við þessum spurningum og frekari rannsókna er þörf til þess að 

þeim sé hægt að svara á afgerandi hátt. Eitt er víst að nemendur verða að hafa 

forsendur til að geta tekist á við viðfangsefni sem þeim er ætlað að leysa, með öðrum 

orðum að viðfangsefnin hæfi getu nemendanna. Til að ræða fyrstu spurninguna, þá má 

nefna að nú þegar eru viðfangsefni af þessum toga til í námsefni grunnskólanna sem 

víða er notað. Átta-tíu bækurnar eru nýlegt íslenskt námsefni þar sem lögð er meiri 

áhersla á að mæta kröfum í námskrá, svo sem að nemendur geti beitt gagnrýnni og 

skapandi hugsun og metið hvort upplýsingar séu réttar eða áreiðanlegar (Aðalnámskrá 

framhaldsskóla 2011, bls. 95) – sér í lagi miðað við forvera þeirra í kennslubókakosti á 

efri stigum grunnskólans (Jóhann Örn Sigurjónsson, 2014, bls. 23). Á móti eru hvorki til 

rannsóknir sem styðja við né draga úr þeirri staðhæfingu að þessi viðfangsefni henti 

stærðfræðinámi seinfærra nemenda. Þessi rannsókn hefur ef til vill varpað einhverju 

ljósi á það.  

Mismunandi gerðir viðfangsefna henta til að mæta mismunandi námsmarkmiðum 

nemenda. Það er undir faglegu mati kennara komið hvaða áherslur hann leggur við 

skipulagningu námsins. Í því samhengi velur hann námsefni og viðfangsefni í samræmi 

við námsmarkmið nemenda sinna. Þegar kemur að því hvort krefjandi viðfangsefni eigi 

við þennan hóp nemenda þá var einmitt markmið þessarar rannsóknar að upplýsa um 

viðhorf kennara til þess. Þó má segja að spurning sem þessi beri keim af þeirri hugmynd 

að vitsmunir séu fast fyrirbæri en ekki sveigjanlegt (e. fixed mindset). Rannsóknir benda 

til að slík viðhorf geti haft neikvæð áhrif á námsárangur nemenda (Blackwell, 

Trzesniewski og Dweck, 2007, bls. 246–248). 
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6 Lokaorð 

Í þessari rannsókn var leitað svara við því hvers konar námsefni framhaldsskólakennarar 

telja þörf fyrir í stærðfræði. Í því skyni var kannað hvers konar viðfangsefna þeir myndu 

óska og hver viðhorf þeirra séu til vitsmunalega krefjandi viðfangsefna fyrir nemendur í 

upprifjunaráföngum. Fjórir af fimm kennurum í rannsókninni eru hlynntir því að vinna 

þannig viðfangsefni með slíkum nemendahópum en einn kennari var ekki hlynntur því. 

Kennararnir virtust þó almennt sammála um að nemendur í upprifjunaráföngum hafi 

forsendur til að læra af slíkum viðfangsefnum. Friðrik er dæmi um kennara sem sýnir að 

hægt er að nota slík viðfangsefni á árangursríkan hátt með hópi seinfærra nemenda. 

Kennararnir óska samt sem áður eftir fjölbreytni í eðli viðfangsefna og að minna 

krefjandi viðfangsefni verði einnig til staðar í nýju námsefni. Nokkrir kennararanna 

nefndu þá ósk sína að settur verði upp sérstakur ritstýrður námsefnisvefur þar sem 

kennarar geta deilt frumsömdum verkefnum með öðrum kennurum til að nota, útfæra 

og aðlaga á sinn hátt að sínum nemendahóp. 

Nám og kennsla í stærðfræði er margslungið ferli sem hægara er sagt en gert að 

skilja að fullu. Sem dæmi má nefna að þó svo að ég hafi mikla trú á venslastærðfræði 

fremur en tækjastærðfræði (samanber kenningar Skemp) þá stend ég sjálfan mig oft að 

því að reyna að skilja stærðfræði að hætti tækjaskilnings. Í þeim öngum stærðfræðinnar 

sem ég hef aðeins kynnst lítillega en ekki lært til hlítar hef ég aðeins tækjaskilning á 

grunnsetningum þó ég búi yfir venslaskilningi á öðrum öngum hennar. 

Venslaskilningur krefst tíma og vinnu og það er ekki sjálfgefið að nemendur séu 

alltaf upp lagðir til þess að leggjast í jafn mikla og djúpa hugsunarvinnu og 

venslaskilningur krefst með því að iðka stærðfræði. Sumir vilja ef til vill bara læra eða 

leggja á minnið það sem nauðsynlega þarf til þess að ljúka áfanga eða námskeiði og 

hafa einfaldlega ekki áhuga á frekara stærðfræðinámi. Það getur vel verið skiljanlegt 

sjónarmið en það vekur spurningar um tilgang námsins.  

Ramminn sem settur er utan um starfið getur verið hindrun í vinnu vitsmunalega 

krefjandi viðfangsefna, til dæmis aðstaða og tímatakmarkanir. Mikilvægast þykir mér að 

hafa í það minnsta í boði að stunda nám með venslaskilning að leiðarljósi. 

Kennslustundir sem ekki bjóða upp á að skilja stærðfræðina sem heildstæða fræðigrein 

byggða á djúplega samtengdum hugmyndum þykja mér ekki sýna rétta mynd af því sem 

stærðfræði er í raun og veru. Það getur jafnvel fælt burt nemendur sem annars hefðu 

áhuga á að skilja hvernig heimur stærðfræðinnar virkar. Mannveran er í eðli sínu 

fróðleiksfús. Mér þykir sorglegt ef að veik uppbygging eða framsetning á hugarheimi 
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stærðfræðinnar gerir það að verkum að forvitnin á eðli hennar er drepin og 

fróðleiksþorstinn grafinn án þess að fá tækifæri til að vera slökktur. Í framhaldsskóla 

varð ég sjálfur afhuga stærðfræði og mig grunar að ein af orsökunum hafi verið að ég 

var í rauninni að læra tækjastærðfræði en ekki venslastærðfræði. 

Þó eru takmörk fyrir því hversu mikið er hægt að nota rannsóknartengd og 

vitsmunalega krefjandi viðfangsefni í skólastarfi. Jafnvel þó þau hafi marga kosti, svo 

sem að skapa tækifæri til frumkvæðis nemenda, að öðlast innsýn inn í hvernig 

stærðfræðingar vinna og að vera líklegri til að leiða til meiri skilnings á hugtökum 

stærðfræðinnar en minna krefjandi verkefni, þá hafa þau þann galla að vera tímafrek. 

Það er spurning hvar mörkin liggja: Hvenær kennari einfaldlega skilgreinir hugtök og 

hvenær hann hvetur nemendur til að rannsaka hvað í þeim felst. Ef til vill er það hluti af 

listinni við það að vera stærðfræðikennari: að draga línuna milli þess hvað er „nógu 

einfalt“ til að nemendur geti rannsakað eða leitt út upp á eigin spýtur – og síðan hvað á 

einfaldlega að skilgreina fyrir nemendum á hefðbundinn máta stærðfræðinnar og láta 

þeim eftir að ná tökum á skilgreiningunni. Síðarnefnda leiðin er fljótlegri í skólastarfi en 

oft torfærari til að nemendur öðlist skilning. 

Með þeim hröðu breytingum sem orðið hafa á samfélaginu, þeim tækifærum sem 

skapast hafa með tækniframförum og auknu aðgengi fólks að upplýsingum gegnum 

veraldarvefinn má spyrja sig hvort þróun námsefnis þurfi ekki að vera örari en raunin 

er. Jafnvel má geta sér til um að námsefni framtíðarinnar gæti orðið allt annars eðlis, 

með gagnvirku, rafrænu og ritstýrðu umhverfi, til dæmis þar sem kennarar deila sínum 

eigin frumsömdu verkefnum. Það var bylting á sínum tíma þegar námsbækur komu til 

sögunnar og þulunám var ekki lengur nauðsynlegt. Með nýjum straumum í 

upplýsingatækni og fjarskiptum má færa rök fyrir að forsendur séu fyrir annarri 

byltingu. Kennurum og námsefnishöfundum er gert kleift að vinna saman þvert á 

landshluta, heimsálfur og jafnvel tungumál. Því er orðið auðveldara en áður var að 

komast í tæri við námsefni og kennsluhugmyndir frá fólki sem er svipað þenkjandi um 

eðli stærðfræðimenntunar. Þó að bækur hafi marga kosti má spyrja sig hvort einn 

daginn verði það talin úrelt kennslufræði að fylgja kennslubók í einu og öllu við 

skipulagningu kennslu rétt eins og var með þulunámið.  

Þetta eru að sjálfsögðu vangaveltur. Þó þessi ritgerð geti vafalítið orðið að gagni þá 

er það ekki síst ég sem hef lært mest á rannsókninni og því sem í henni fólst. 

Starfskenning mín hefur þróast töluvert í vinnunni við rannsóknina. Á leiðinni hef ég 

rekið mig á sífellt áleitnari spurningar um eðli og tilgang menntunar sem seint verður 

svarað að fullu, rétt eins og mörg óleyst vandamál innan stærðfræðinnar. Ferlið til 
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þessa við að nálgast mína eigin kenningu við þeim spurningum hefur verið mjög 

lærdómsríkt. Eins og rithöfundurinn Patrick Rothfuss komst að orði: „Það eru 

spurningarnar sem við getum ekki svarað sem kenna okkur mest.“ 
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Viðauki A: Verkefnablað 1 
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Viðauki B: Verkefnablað 2 
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Viðauki C: Verkefnablað 3 
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Viðauki D: Spurningalistar viðtala 

Spurningalisti fyrra viðtals: 

 Lýstu fyrir mér góðu námsefni í stærðfræði 

 Ef þú fengir að ráða hvernig ný kennslubók fyrir upprifjunaráfanga væri samin, hvað 

myndir þú hafa að leiðarljósi? 

 Hvaða efnisþættir? 

 Röð efnisþátta 

 Myndir – lýsandi eða til skrauts 

 Rannsakandi viðfangsefni vs. Drill dæmi (mörg svipuð dæmi með aðferð) 

 Sýnidæmi? 

 Lausnir aftast? Á neti? Engar lausnir? 

 Kennsluleiðbeiningar, ítarlegar? 

 Vægi tölva og upplýsingatækni? 

 Hvað finnst þér um að skrifa kennslubók fyrir upprifjunaráfanga yfir höfuð? Er það 

of þröngur rammi fyrir kennslubók? Ætti hún að vera víðtækari? 

 

Spurningalisti seinna viðtals: 

 Lýstu fyrir mér góðu námsefni í stærðfræði – hefur viðhorf þitt breyst að einhverju 

leyti? 

 Hvernig fannst þér kennslan ganga við verkefnið sem lagt var fyrir? 

 Fannst nemendum það erfitt? 

 Fannstu fyrir meiri eða minni áhuga nemenda? 

 Tókstu eftir einhverjum tilfinningalegum viðbrögðum? 

 Fannst þér nemendur taka verkefninu á einhvern annan hátt miðað við önnur 

verkefni? 

 Telur þú að nemendur hafi lært meira eða minna á þessu verkefni en öðrum 

verkefnum? 

 Gætir þú hugsað þér kennslubók sem myndi að mestu samanstanda af 

viðfangsefnum af sama toga og þessum? 
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Viðauki E: Tillögur og ábendingar fyrir stærðfræðiverkefni í 
M.Ed. rannsókn 

Í þessu skjali koma fram tillögur og ábendingar um viðfangsefni sem koma fyrir í 

stærðfræðiverkefni sem þátttakendum í M.Ed. rannsókn er afhent til kennslu í 

upprifjunaráföngum. Útskýrt er hvað liggur að baki viðfangsefnunum og að hvaða 

námsmarkmiðum þau eiga að stuðla. Þó stundum séu lagðar til vissar kennsluaðferðir 

er útfærsla í kennslustund ávallt sjálfstæð ákvörðun kennara. Það er í góðu lagi að nota 

viðfangsefnin í annarri röð en birtist hér, til dæmis má byrja á að sýna nemendum 

„kókdæmið“ á verkefnablaði 3 ef þau eru að velta fyrir sér tilganginum með 

andhverfum og hlutleysum. Mikilvægast er að nemendur fái tækifæri til þess að glíma 

við hvert viðfangsefni á eigin forsendum, séu hvattir eindregið til þess að skrá niður 

hugsanir sínar og vangaveltur og gjarnan ræða við samnemendur um lausnaleiðir sínar. 

Verkefnin eru hugsuð þannig að nemendur setji sig í spor stærðfræðinga. Nemendur 

framkvæma þá í raun eigin rannsóknir og athuganir á heimi stærðfræðinnar án þess að 

vita endilega alltaf hvað þeir munu finna. Verkefnin krefjast töluverðrar hugsunar af 

nemendum til að átta sig á mynstrum stærðfræðinnar og setja fram almennar reglur út 

frá athugunum sínum. Þetta er gert til þess að þau öðlist dýpri skilning á 

stærðfræðilegum hugtökum og hugmyndum. Lagt er til að hver regla sé formlega sett 

fram af hópnum og þær settar í samhengi hver við aðra svo leitast sé við að nemendur 

sjái hvernig hugmyndirnar tengjast innbyrðis en eru ekki óháðar hver annarri. 
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Verkefnablað 1 

Hvaða tölur passa í eyðurnar svo jafnaðarmerkið gildi? 

Í þessu viðfangsefni er gott fyrir kennara að vera viðbúnir hinu augljósa, þ.e. að 

nemendur skrifi 4+3=7+2=9. Reyndar sýna rannsóknir að yfir 90% grunnskólanemenda 

gefa það svar og að auki meirihluti háskólanema. Verkefnið er raunar gert til að afhjúpa 

þann misskilning sem oft gætir um jafnaðarmerkið. Ef til vill hentar þessu verkefni að 

vinna með “einn-fleiri-allir” kennsluaðferð eða að öðrum kosti hverju sem hentar þeim 

hóp sem unnið er með. Eins ef nemendur virðast alls ekki með á nótunum má sýna 

þeim lausn á öðru svipuðu dæmi til að hjálpa þeim að skilja merkingu 

jafnaðarmerkisins. Það sem skiptir mestu máli er að taka umræðuna með 

nemendunum, fá að heyra raddir bæði með og á móti ólíkum svörum og að lokum velta 

upp þeim tveimur mismunandi merkingum sem jafnaðarmerkið hefur; annars vegar á 

reiknivélum („reiknaðu þetta – gefðu mér svarið“) og hins vegar í stærðfræðinni sjálfri 

(„stærðir eru þær sömu beggja vegna jafnaðarmerkis“). Mikilvægt er að hafa í huga að 

báðar merkingar eru jafn réttháar í sínu rétta samhengi, en í menningu stærðfræðinnar 

og innan þeirra veggja sem hún er stunduð er sú síðari höfð í hávegum. Jöfnuður er 

grundvallarhugtak í stærðfræði sem segir til um samband stæðna, þ.e. að þær séu 

nákvæmlega jafn stórar. Skilningur á því leggur grunninn að því að geta skilið aðgerðir 

sem notaðar eru í algebru og að „leysa fyrir x“. 

 

Hversu margar stæður? 

Markmiðið með þessu viðfangsefni er að nemendur fá tilfinningu fyrir því að hægt sé að 

tákna stærðir á ólíkan hátt. Til dæmis eru 1+1+2, 3+1 og 4 bara þrjár ólíkar leiðir til að 

tákna sömu stærðina. Verkefnið er eins konar rannsóknar eða leitarverkefni þar sem 

nemendur vinna ekki ósvipað og stærðfræðingar – þau leita að einhverju mynstri en 

vita ekki endilega í upphafi hvað þau koma til með að finna. Að neðan eru allar 

mismunandi leiðir til að tákna 4 og 5: 

4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 = 1 + 3 = 3 + 1 = 2 + 2

= 4 

 

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 2 + 1 = 1 + 2 + 1 + 1

= 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 2 = 2 + 1 + 2 = 2 + 2 + 1 = 3 + 1 + 1

= 1 + 3 + 1 = 1 + 1 + 3 = 3 + 2 = 2 + 3 = 4 + 1 = 1 + 4 = 5 
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Það skiptir ekki öllu máli hér að nemendur finni allar ólíku leiðirnar til að tákna 4 og 5 

með samlagningu náttúrulegra talna. Mikilvægast er að nemendur fái að vinna með 

jafnaðarmerkið á annan hátt en þeir eru gjarnan vanir. Hvetja skal nemendur til að 

fylgjast með hverju sem þeim dettur í hug og skrá niður – ekki endilega mjög skipulega. 

Það sem getur til dæmis að auki komið út úr þessu verkefni er að bera kennsl á 

víxlregluna (𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎) og þá getur einnig komið fram sú pæling af hverju 3 og 5 er 

ekki hægt að tákna með stæðu þar sem sama náttúrulega talan er lögð við sjálfa sig 

(eins og 4=2+2). Verkefnið er ýmist hægt að láta nemendur vinna sjálfstætt eða saman, 

eða jafnvel með hópnum öllum saman til að byrja með. Mögulega gæti stuttrar 

upprifjunar verið þörf á því hvað náttúrulegar tölur eru. 

 

Skoðið eftirfarandi jöfnur. Hvaða tölur gera jöfnurnar sannar? 

Nota má þetta viðfangsefni sem leiðsagnarmat til að kanna stöðu nemenda frá byrjun 

verkefnisins. Megintilgangurinn er frekari vinna með jafnaðarmerkið með skilningi 

stærðfræðinnar og að nemendur skrifi niður þá stærðfræðilegu merkingu á 

jafnaðarmerkinu sem á að hafa skapast hjá þeim í vinnunni framan af í verkefninu. 

Dæmin eru þannig uppsett að þau ljóstra upp takmörkunum sem „skrifaðu svarið“ 

skilningurinn á jafnaðarmerkinu hefur. 

 

Hver er lausnin á þessum jöfnum? 

Markmið þessa viðfangsefnis er að kynnast hugtakinu um „hlutleysu“, þ.e. hvaða tala í 

samlagningu breytir engum hlut, en samlagningarhlutleysan er vissulega 0. 

Spurningunni er einnig velt upp hver gæti verið hlutleysa í margföldun. Þessu verkefni 

er ekki ætlað að skapa neinn djúpan skilning á hugtakinu heldur einungis að kynna það 

til sögunnar því það er sett í víðara samhengi til dýpri skilnings þegar það er tengt við 

hugmyndina um andhverfur á verkefnablaði 2. Ávinningurinn sem hlýst af því að skilja 

hlutleysur og andhverfur er dýrmætur þegar lengra er komið í algebru og leggja þessi 

viðfangsefni grunn að þeim aðgerðum sem þarf til að vinna með viðfangsefni á borð við 

að „einangra x“. 
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Verkefnablað 2 

Andhverfur í samlagningu 

Í þessu viðfangsefni er ef til vill auðvelt fyrir nemendur að átta sig á mynstrinu. Erfiðara 

getur þó reynst að setja mynstrið fram á formlegan hátt. Hér reynir ekki svo mikið á 

skilning á jafnaðarmerkinu en frekar skilning á því til dæmis að negatívar tölur eru líka 

tölur sem hægt er að leggja saman og draga frá á sama hátt og jákvæðar, sbr. 22 +

(−22) = 0 gefur sömu niðurstöðu og 22 − 22 = 0. Nemendur gætu hæglega þurft 

aðstoð við að setja fram regluna að samlagningarandhverfa tölu 𝑥 er ávallt −𝑥, þ.e. 𝑥 +

(−𝑥) = 𝑥 − 𝑥 = 0. Það getur verið góð hugmynd að fara yfir það með öllum hópnum 

eftir að allir hafa fengið tækifæri til að glíma við viðfangsefnið. Grunnhugmyndin er að 

ef þú ert með eitthvað x mikið af hlutum, og tekur í burtu x mikið af hlutum, þá áttu 0 

hluti. Þessi regla gæti virkað afar einföld en er þó ein af grunnstöðum algebru sem 

kemur við sögu í hér um bil hverja einasta viðfangsefni síðar meir. 

 

Samlagningarandhverfan í Hveragerði 

Hér er um svolítinn texta að ræða en myndrænu framsetningunni er ætlað að stuðla að 

því að nemendur geti skilið hvernig jafnan 𝑥 + 12 = 51 táknar þrautina. Mikilvægt er 

að nemendur geri sér grein fyrir því hvernig andhverfunni er beitt hér og hvaða 

hlutverki hún gegnir til að komast að niðurstöðu. Tilgangurinn er að setja fyrsta 

viðfangsefnið í samhengi við eitthvað raunverulegt og að nemendur fái tilfinningu fyrir 

af hverju andhverfur eru nytsamlegar. Athugið að hér er ekki hugsunin að „færa yfir“ 

jafnaðarmerkið – fremur að beita samlagningarandhverfu 12 beggja vegna 

jafnaðarmerkisins (til að viðhalda jafnvægi/jöfnuði) í þeim tilgangi að vita hvað x er jafnt 

og. Mögulega má byrja á þessu viðfangsefni og ræða svo fyrsta viðfangsefnið 

„Andhverfur í samlagningu“. 

 

Samlagningarandhverfur í algebru 

Hér er í raun um sama viðfangsefni að ræða og á undan nema ekki er um neina 

tengingu við umheiminn að ræða – einungis stærðfræðin sjálf. Nemendur eru hvattir til 

að útskýra tilgang andhverfunnar með eigin orðum og jafnframt að viðhalda þeim 

skilning að x stendur fyrir einhverja aðra tölu allan tímann. 
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Ein á mann 

Þetta viðfangsefni er eins konar inngangur að margföldunarhlutleysu. Eins og áður 

getur nemendum þótt auðvelt að takast á við tölulega hluta þess (
19

19
= 1,

100

100
= 1) en 

þurfa ef til vill aðstoð og samtal með hópnum til að setja fram almennu regluna 
𝑛

𝑛
= 1. 

Hér getur einnig skapast tækifæri til að rifja upp hugtakið stæða. 

 

Hlutleysi 

Nemendur geta verið snöggir að átta sig á mynstrinu hér. Lykillinn er að fá þá til að 

kveikja á því að hér er um sams konar fyrirbæri að ræða og í lok verkefnablaðs 1 – nema 

hér er aðgerðin margföldun. Hér er því ekki um samlagningarhlutleysu að ræða heldur 

margföldunarhlutleysu – talan 1 margfölduð með annarri tölu 𝑥 gefur 𝑥 – þ.e.a.s. 1 ∗

𝑥 = 𝑥 

 

Margfaldað og deilt 

Nemendur geta ýmist notað deilingarhnappinn á reiknivélunum til að tákna almennu 

brotin eða notað fítusinn að búa til almenn brot í reiknivélunum. Ef til vill þarf að taka 

tillit til ólíkra gerða reiknivéla og að nemendur átti sig á hvernig almenn brot virka í 

þeim. Útkoman ætti alltaf að vera sú sama í pörunum, þannig að almenna reglan 

verður: 𝑎 ∗
1

𝑏
=

𝑎

𝑏
. Það er dýrmætt fyrir nemendur að fá að uppgötva regluna sjálf og fá 

þannig tilfinningu fyrir henni. Þó verður að gæta þess að nemendum fari ekki að leiðast 

þófið ef þeir virðast ekki átta sig á því hvert markmiðið er. 

 

Í deilum við andhverfur 

Hér má endilega hvetja nemendur til að teikna upp dæmin og rökstyðja svör sín, ýmist 

fyrir sjálfum sér, kennara eða hver öðrum. Hér reynir á skilning á því hvað deiling er, en 

líta má hana sem annað hvort endurtekinn frádrátt (eins og útgangspunkturinn er í 

þessu viðfangsefni) eða jafna skiptingu. Það getur reynst erfitt að hugsa um hana sem 

jafna skiptingu til að byrja með þegar um deilingu með brotum er að ræða og því getur 

verið gott fyrir nemendur að sjá þetta myndrænt og telja t.d. hversu margir hálfhringir 

mynda þrjá heila hringi og hvernig það getur verið táknað sem vandamálið 3 ÷
1

2
.   
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Verkefnablað 3 

Andhverfur í margföldun 

Þetta er sams konar viðfangsefni og í byrjun verkefnablaðs 2, nema hér er aðgerðin 

margföldun. Hér reynir á skilning úr viðfangsefnunum sem unnin voru á verkefnablaði 2 

um það að  
𝑛

𝑛
= 1 og að  

𝑎 ∗
1

𝑏
=

𝑎

𝑏
. Almenna reglan sem setja má fram í samvinnu með nemendahópnum hér er 

þá að margföldunarandhverfa tölu 𝑥 er 
1

𝑥
. Það er að segja, 𝑥 ∗

1

𝑥
=

𝑥

𝑥
= 1. Gætið að 

táknmáli hér og að nemendur séu örugglega með á nótum að það skiptir ekki endilega 

máli hvort maður skrifar 
𝑛

𝑛
= 1 eða 

𝑥

𝑥
= 1 – stafirnir tákna hvaða tölu sem er. 

 

Margföldunarandhverfan í Madagaskar 

Ef nemendur lenda í vandræðum með þetta dæmi má til dæmis spyrja þau hvort þau 

geti svarað hvað þau fengju margar ariary fyrir 3 íslenskar krónur, þ.e. helming. Jafnan 

getur verið 6𝑥 = 150 en mikilvægast er að nemendur hafi læsi til að átta sig á hver 

óþekkta stærðin er og að hana megi tákna með bókstaf. Síðan þarf að beita 

margföldunarandhverfu 6 til þess að einangra fyrir x. Ef til vill má fara yfir það með 

hópnum. Þá reynir á að skilja að deiling með 6 er það sama og margföldun með 1/6, 

eins og kemur fram í reglunni 𝑎 ∗
1

𝑏
=

𝑎

𝑏
. Hentugt getur verið að rifja upp 

rannsóknarverkefnð „Margfaldað og deilt“ þar sem leitast er við að nemendur fái 

tilfinningu fyrir þessari reglu með notkun reiknivéla. 

 

Margföldunarandhverfur í algebru 

Hér eru nemendur hvattir til að útskýra með eigin orðum hvernig 

margföldunarandhverfa er notuð til að leysa jöfnu. Það reynir á skilning á 

jafnaðarmerkinu og hvaða tilgang andhverfan hefur í að komast að því fyrir hvaða tölu x 

stendur fyrir.  

 

Sykurmolarnir 

Ekki er endilega alltaf verið að leita að hvað eitt x er mikið. Hér er 2𝑥 = 106 og finna á 

hvað 0,5𝑥 eða 
1

2
𝑥 er mikið. Þá þarf aftur að spyrja sig hvað eru margir hálfir í tveimur – 

og nemendur geta eflaust tengt við hálfs líters kókflösku og tveggja lítra kókflösku.  
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Í lokaspurningunni snúast hlutirnir þó svolítið við, en þá þarf að skoða – hvað ef eitt x 

væri 14 minna (þ.e. hvað ef 𝑥 = 39 en ekki 53). Hvað myndi 1/3x þá vera mikið? Það 

getur verið gagnlegt fyrir nemendur að hafa flöskur sýnilegar til að átta sig á 

stærðarmuninum. Þannig fá þau reynslu af því hvernig stærðfræðin nýtist í að átta sig á 

magni sykurs í gosdrykkjum og þar með næringarinnihaldi almennt. 

 

 


