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Utdrattur

Nidurdrattarlikon eru gjarnan notud vid akvardanatoku um nytingu jarohitaaudlinda og
aukin ndkveemni peirra geeti jafnframt studlad ad hagkveemari nytingu audlinda. Meg-
intilgangur pessa verkefnis er a0 bera saman einfalt fleedislikan, byggt 4 16gmali Darcy,
vid hid hefobundna tanklikan til dkvorounar nidurdrattar & laghitasveedum. Lekt spilar
lykilhlutverk 1 fleedislikaninu og geta ahrif hennar verio breytileg med tima og prystingi i
kerfinu. Nokkrar adferdir til akvorounar lektarstuduls eru skodadar; si einfaldasta gerir
rad fyrir ad studullinn sé fost tala en paer floknari gera rad fyrir ad studullinn sé fall af
tima og nidurdraetti. Likonin eru 6ll keyrd med somu framleidslugégnum og borin saman
vid somu nidurdrattargdgn. Synt er fram & a0 fleedislikan, byggt a logmali Darcy, er vel
samanburdarheeft vid tanklikan og jafnvel hentugra til langtimaspar.

Abstract

Drawdown models are often used for decision making purposes, and increasing their
accuracy might furthermore increase both financial and energy efficiency. The purpose
of this thesis is to compare a simple one dimensional flow model, based on Darcy’s law,
with a more conventional lumped parameter model (LPM) for drawdown simulation in
low temperature geothermal areas. One of the key parameters in the flow model is per-
meability which may vary with time and pressure. A couple of methods to determine
permeability are taken into consideration; the simplest being a constant number and the
more complex being a function of time and drawdown. The models are all run with the
same production data and compared to the same measured data. It is shown that a
flow model, based on Darcy’s law, is quite competitive against the LPM and even more
suitable for long term future prediction.
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1 Inngangur

Allt fr4 landndmi Islands hefur jardhiti og eldvirkni haft mikil hrif 4 beedi pjéd og land.
Fjolmorg ornefni hafa beina skirskotun i jarohita, t.d. Reykholt, Laugarvatn, Reykjavik
og svo meetti lengi telja. Jardhiti er til margs nytilegur og virdast Islendingar snemma
hafa attad sig & pvi notagildi enda mé finna morg deemi um ad landndmsmenn til forna
hafi nytt sér hitavatnsuppsprettur til bada og yljunar. Eina elstu heimild pess er a0 finna
{ 75. kafla Grettis sdgu par sem sagt er fr4 pvi pegar Grettir Asmundarson synti til lands
ur Drangsey og yljadi sér 1 heitri laug eftir prekvirkio.

Jaroboranir & jarOhitasveeOum hoéfust & 18. 6ld en ba var annars vegar borud ein hola i
Laugarnesi og tveer holur i Krysuvik. Tilgangur pessara jarOboranna var po ekki til ad
nyta heita vatnio heldur séttust menn eftir brennisteini, sem er ein afurd jarohitasvaeoa.
Timamot urou svo 1 byrjun 20. aldar pegar Stefan B. Jénsson, bondi i Reykjahverfi i
Mosfellssveit, lagoi fyrstur islendinga heitt vatn ar hver { ibidarhisio sitt (Palmason,
2005). Fljotlega upp ur bvi hofst svo notkun jarohita af alvoru og er deetlad ad audlindin
hafi 4rid 2007 uppfyllt um 89% af orkupérf til hishitunar 4 Islandi (Axelsson et al., 2010).

JarOvarma ma nyta a4 margvislega vegu, allt fra upphitun jardvegs i gréourhiisum upp 1
rafmagnsframleidslu. Vio akvoroun & hvers konar vinnsla hentar tilteknu jarohitasvaedi er
lykilatridi a0 greina steerd bess og hitastig jarohitavokvans. Jardhitasveedum er yfirleitt
skipt upp 1 ha- og laghitasvaedi og eru morkin par & milli skilgreind eftir hitastigi &
1km dypi. Ef hitinn er fyrir nedan 150°C & 1km skilgreinist pad sem laghitasvaedi en
héhitasveedi annars (Boovarsson, 1961).

Jardhiti hefur verio skilgreindur sem endurnyjanleg audlind par sem jarohitakerfi eiga
pess kost, ef rétt er fario ad, ad endurnyja sig samhlida framleidslu. Notkun jardhita &
heimsvisu er mjog litil samanborid vid fraedilega afkasta getu audlindarinnar. Stefdnsson
(2005) aeetladi a0 jarohiti geeti ad meoaltali stadid undir 240 GW, rafmagnsframleioslu
og 4,4 TWy, heitavatnsframleioslu en asetlad hefur verid ad uppsett afl jaroOvarmavera i
heiminum &rid 2010 hafi verio 10,7 GW, (Bertani, 2010) og heildarheitavatnsframleidsla
sama ar hafi verio 13,4 GWy, (Lund, 2010).

b6 svo ad jarohiti sé skilgreindur sem endurnyjanleg audlind pa er umdeilt hvort nyting
hans sé talin sjalfbeer og pvi haldio fram ad jardhitakerfi purfi lengri tima til endurnyjunar.
Til a0 nyta jarohita & sem abyrgastan hatt er pvi naudsynlegt ad stuola a0 sjalfbeerri
nytingu & audlindinni og er pvi naudsynlegt a0 hafa yfirsyn yfir framleioslugetu tiltekinna
svaeda og geta med einhverju moti dkvardad svorun jardhitasvaeda vid framleioslu ir peim.
Ymsar adferdir hafa verid préadar til dkvordunar nidurdrittar eda prystingsbreytingar 4
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jarohitasveeOum. Ber par helst a0 nefna tanklikan (e. lumped parameter model) en med
bvi mé & einfaldan og fljétlegan hatt dkvarda nidurdratt ut fra faum breytisteeroum ad
pvi gefnu ad gogn séu til um framleidslu og nidurdratt. Tanklikon hafa verid notud med
g6dum arangri um allan heim ad Islandi medtéldu og notudu m.a. Porvaldsson (2008) og
Sigurdardéttir (2013) pa adferd til framtidarspar um nidurdréatt { verkefnum sem snéru ao
akvardanatoku vid nytingu jarohita.

I pessu verkefni er kynnt til sogunnar fleedislikan sem byggt er 4 16gmali Darcy. Kostir og
gallar einfaldrar utgafu flaeedislikansins eru rannsakadir og nidurstodur pess bornar saman
vido hefobundid tanklikan. Virkni beggja likana, asamt peim adferoum og freedum sem
beitt er til ad leysa pau, er tutskyro i kafla 2. Rannséknarspurning verkefnisins er einfald-
lega ,Er haegt ad knyja fram jafngdédar eda betri nidurstéour, fyrir hermun nidurdrattar
& laghitasveedum, med dssamhverfu, einvidu fleedislikani heldur en hinu hefdbundna tank-
likani?”



2 Frae0i, adferdir og gogn

[ pessum kafla eru paer adferdir ttskyrdar sem notadar eru til drlausnar verkefnisins.
Fario er yfir forsendur og afleioujofnur sem hvort likan fyrir sig vinnur eftir og télulegar
nalgunaradferdir sem notadar eru vid trlausn. Oll pau hugték sem vitnad er { seinna meir
ettu pvi ad vera lesanda 1jos pegar fario er yfir nidurstodur.

Verkefnio er unnio ad 6llu leyti i Python forritunarumhverfinu. Forritsbitar sem not-
adir eru vio lausn likana eru endurbeettar utgafur af forritsbitum sem fengnir eru hja
leiobeindanda minum, Halldéri Palssyni.

2.1 Tolfrxedilegt mat a fraviki likana

Stadalfravik

Stadalfravik er hugtak sem notad er til a0 lysa dreifingu gagna 1 kringum medaltal peirra.
Stadalfravik mismunavigursins e er reiknad med

o= vazm — 2, (2.1)

7

par sem N er fjoldi staka { mismunavigrinum og p. er medaltal mismunavigursins. Stad-
alfravik hefur somu meelieiningu og innihald vigursins e.

Medalferningsfravik

Vio samanburd & gagnasettum i pessu verkefni er notast vio medalferningsfravik mismuna-
vigurs (e. root mean square deviation) par sem ekki pykir vid heefi ad nota stadalfravik
Ollum tilfellum. Stadalfravik hefur pann okost ad skila fraviki { kringum meodaltal og hentar
pad pvi illa vid samanburd & gognum sem fylgja somu sveiflum en eru hliorudo. Medalfern-
ingsfravik er reiknad likt og stadalfravik en 1 stad pess a0 skila fraviki i kringum medaltal
skilar pad fraviki i kringum nullpunkt. Medalferningsfravik N-staka mismunavigursins e
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er reiknad med

1 N

og er melieining pess st sama og innihalds vigursins e.

Medalfravik
Medalfravik gefur medalalgildi mismunavigurs og er reiknad med

1 N
Me = N;’QL (2'3>

par sem N er fjoldi staka { mismunavigrinum e. Mealieining medalfraviks er st sama og
innihalds vigursins e.

Haesta algildi mismunavigurs

Haesta algildi mismunavigurs er reiknad med
MAX, = max(max(e), |min(e)|), (2.4)

og hefur somu meelieiningu og mismunavigurinn e.

Matun med adferd laegstu kvadrata

A0 lokinni keyrslu likana er notast vio aoferd laegstu kvaorata til ad mata nidurstoour
likana vid meeld gogn og leidrétta pannig stodu vatnsbords. Aoferdin gengur ut fra pvi ad
nalga megi likan vido meaeld gogn med linulegu samhengi pannig ad

h* ~ foh + 1, (2.5)

par sem h* er vigur sem geymir maeldan nidurdratt fyrir pau timaskref sem méata & gogn
vio, h er vigur sem geymir ttreiknadan niourdratt fyrir sému timaskref og By og 3 fastir
studlar. Studlarnir 5y og (1 eru svo fundnir med pvi ad lagmarka fallid

g(z) = Z h*i — (Bohj + B1)%,

par sem R} og h; geyma j-ta gildi vigranna h* og h.



2.2 Gogn

Kronecker margfeldi

Kronecker margfeldi, tdknad med ®, er fylkjaadferd sem skeytir saman tveimur fylkjum
af mismunandi steerd pannig a0 hvert og eitt gildi beggja fylkja margfaldast saman og tr
verdur nytt fylki af nyrri steerd. Kronecker margfeldi m x n fylkisins A og p x ¢ fylkisins
B myndar mp x nq fylkid

aq 1B tee almB
AgB=| - (2.6)
am 1B - ap,B

og ma einnig rita, 4 6gn itarlegri hatt, med

@101 - - allblq cee e apgb e Glnblq 1
all.bpl o afll'bpq ce e agpby e by,
A®B= z i i z . (2.7)
(Amibpt - @mibpg  c Gmbpr Qb

Notagildi Kronecker margfeldis kemur m.a. fram pegar leysa parf jéfnuhneppi i mérgum
timaskrefum, en med hjalp Kronecker margfeldis er mogulegt ad sameina utreikninga allra
timaskrefa 1 eina fylkjaadgerd, en pad getur komid sér vel pegar unnio er med svokollud
forskriftarmdl (e. scripting language) sem eiga audvelt med ad leysa stor jéfnuhneppi en
vinna haegar med lykkjur (e. loops).

2.2 Gogn

Vio vinnslu verkefnisins var notast vid maeligbgn sem fengust fra Orkuveitu Reykjavikur
fyrir laghitasveedio i Laugarnesi, sem er eitt priggja laghitasveeda sem sja Reykjavik og
nagrannasveitarfélogum fyrir heitu vatni. Til stadar voru framleidslugdgn fyrir 10 borholur
allt fra 1962 og nidurdrattargogn fyrir 2 borholur allt fra 1966. Tafla 2.1 synir yfirlit
yfir borholur dsamt timabilum mealinga sem gogn na yfir. Loftmynd af sveedinu, dsamt
innmerktum stadsetningum borhola mé sja 4 mynd 2.1.
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Numer Tegund Timabil
R5 Framleiosla 1962-2009
R7 Meelingar  1966-2009
R9 Framleiosla 1962-2009
R10 Framleiosla 1962-2009
R11 Framleiosla 1963-2009
R15 Framleiosla 1963-2009
R17 Framleiosla 1964-2009
R19 Framleiosla 1964-2009
R20 Framleiosla 1964-2009
R34 Meelingar ~ 1984-2009
R35 Framleiosla 1978-2009
R38 Framleiosla 1981-2009

Tafla 2.1: Yfirlit yfir framleidslu- og nidurdrdattarmeliholur asamt timabilum melinga

Mynd 2.1: Loftmynd af vinnslusvedinu i Laugarnesi. Borholur sem notadar eru vid
vinnslu verkefnisins eru merktar inn med numerum. Framleiosluholur eru merktar inn
med hvitum hringjum og meliholur eru merktar inn med appelsinugulum hringjum.

Mynd 2.2 synir uppsafnada framleioslu hverrar holu (e. cumulative production) og mynd
2.3 synir samanlagda framleioslu allra hola. Mynd 2.4 synir meldan nidurdratt (e.
drawdown). Athygli vekur ad 1itill munur er 4 meeldum nidurdraetti milli holanna tveggja
og ma pvi gera rad fyrir ad mikil lekt sé i berginu og nidurdrattur & 6llu sveedinu sé nokk-



2.2 Gogn

uo jafn. Samanburd & maeldum nidurdreetti beggja hola ma sja 4 mynd 2.5, sem synir
niourdratt 1 holu R34 & y-as og niourdratt i holu R7 & x-as. Borin eru saman pau tilvik
par sem meeligildi eru til stadar fyrir badar holur & sému dagsetningu. Inn & myndina
er biid ad teikna bestu linu { gegnum meeligildin sem hefur jéfnuna p(z) = 0,97z + 3,03
med R? = 0,98, sem bendir til pess ad mikid samraemi sé 4 milli nidlgunar og meel-
inga. Meliskekkju ma meta 0t fra stadalfraviki vigursins € = y — p(z) sem hefur gildid
oe = 2,42m.

60

sofl — Ruof - e
ol aal USRS TR T —— - —

sof| — P01 e

ol S T

Uppso6fnud framleidsla [M m?]

10

0l= ~ i ; ‘ i i ; ; ;
1964 1969 1974 1979 1984 1989 1994 1999 2004 2009
Dagsetning

Mynd 2.2: Uppsofnud framleidsla allra framleidsluhola vinnslusvadisins i Laugarnesi.
Framleioslan er gefin upp 7 milljonum rimmetra.
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Mynd 2.3: Samanlagour framleidsluhradi allra framleidsluhola vinnslusvedisins i Laugar-
nesi. Framleidsluhradinn er gefinn upp ¢ rimmetrum d sekundu.

40 T T T ‘ T T i i
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Mynd 2.4: Meaeldur nidurdrdttur ¢ borholum R7 og R34. Nidurdrdttur er meeldur i metrum
0g midadur vio hed fyrir ofan sjavarmdl.



2.3 Fladislikan byggt a 16gmali Darcy
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Mynd 2.5: Niourdrdttur ¢ borholu R34 borinn saman vid nidurdratt i borholu R7. Besta
lina 7 gegnum punktana er y = 0,97z + 3,03 med R? = 0,98.

2.3 Fl=xdislikan byggt a logmali Darcy

2.3.1 Utleidsla a afleidujofnu

Gert er rad fyrir a0 lysa megi laghitasveedinu sem sivalningi med geisla r, og haed H. I
midju svaedisins er sivalningslaga svaedi med geisla r; < r, par sem vatni er deelt upp med
jafndreifou flaeedi (). Ytri geisli svaedisins er valinn pannig ad framleidsla hafi éveruleg ahrif
& nidurdratt vio ytri brin sveedisins. Hradi vatnsins sem deelt er upp ar sveedinu verdur
pvi
w = 9

=i
Gert er rad fyrir dssamhverfu og er pvi haegt ad utfera vandamalid { einni vidd (Mynd
2.6). Flatarmadl i 4s- og geislastefnu eru fengin meo

A, =2mrdr, A, =2nr H.



2 Frae0i, adferdir og gégn

Mynd 2.6: Skyringarmynd fyrir itleidslu a afleidoujofnu fyrir fledislikan. Fledi med hrad-
anum u, 1 gegnum hluta ur sivalningi med breidd dr og hed H. Ef r < r; pa er vatni
einnig deelt upp ur hlutnum med hrada u, = Q/(r?m) en annars u, = 0.

Fleedi milli eininga innan sveedisins er lyst med @), = u, A, og fledi Ut af svedinu med
Q. = u,A,. Gengid er utfra vatnsrymd vegna frjals yfirbords en pjappanleika vatns og
bergs sleppt. Ut fra varoveislu massa faest pvi

O(pA:h)

ot = urA'r - ur—i—d'rAr—i-d'r - UzAza (28)

par sem ¢ er grophlutfall hlutarins. Einungis vatnshadin, h, er timahad og ma pvi rita
jofnu 2.8 sem

oh

gbAz E

= UpAp — UpyarAryar — U A,

10



2.3 Fladislikan byggt a 16gmali Darcy

Ef deilt er med 27 badum megin vid jafnadarmerkio feest

h
Qﬁgtr dr = u,rH — Uy ygr(r +dr)H — u,rdr

= u,rH — (ur + aaurdr> (r+dr)H —u,rdr
r

ou, ou,
=u.rH — <ur7’H + u, Hdr + au rH dr + au Hdr dr) —u,rdr
r r

S (uTH dr + g:frH dr +u,r dr) + O(dr?)

_ (Ha(gur)dr +u,r dr) + O(dr?)
”

og par sem O(dr) — 0 begar dr — 0 faest pvi
Oh — HO(ru,)
o r Or
Samkvaemt 16gmali Darcy gildir ad

_ Q@ kOp _ kO(pgh)

tr A, por  p Or

— U,. (2.9)

par sem k er lektarstudull, u seigja vokva, p edlismassi vokva og g pyngdarkraftur sem
verkar &4 vokvann. Gert er rad fyrir a0 edlismassi og pyngdarkraftur séu fastar steerdir og

feest par af leidandi
oh 10 oh
% = ror (Krar> — s (210)

par sem K = pgkH/p. Jofnu 2.10 mé svo ennfremur skrifa 4 almennu formi sem
oh
gba =V, (KV,h) — u,, (2.11)

par sem V, er diffurvirki (e. differential operator) fyrir geislahnit.

2.3.2 Toluleg lausn a afleidujofnu

Sivalningnum er skipt upp i N misbreida holka eins og sja ma & mynd 2.7 og adferd
endanlegra rimmélseininga (e. finite volume method) notud til lausnar vandamélsins. A
myndina er biid ad merkja inn cq,co, -+ ,cy_1,¢y sem tdkna midju hverrar einingar og
r1,r9, - -+ ,TN_1,/'N sem takna ytri geisla eininga. Flatarmal samskeyta eininga j og j + 1
er reiknad med

A,,«,j = 27TTjH, (212)

rammal hverrar einingar reiknad meo

V= (TJQ — TJQ-_I)T('H (2.13)

11



2 Fraeoi, adferdir og gégn

og fjarleegd milli midpunkta eininga j — 1 og j med

ch — Cj ef] = 17 Cj — ijl annars. (214>

CN +

CN-1 T

rs v 'N—2TN—-1 TN

Mynd 2.7: Stvalningslaga svedi skipt upp i holka.

N1 er haegt ad beita adferd endanlegra rimmalseininga a jofnu 2.11 fyrir einingu ¢+ og meo
hjalp sundurleitnisetningarinnar (Adams, 2003) faest svo

/gbath:/ (V, - (KV, 1)) dV—/ w, dV
v, Ot Vi Vi
:f (KV,h) - 7dS —u.,V;.
oV

Ad lokum fzest svo eftirfarandi ndlgun fyrir einingu ¢

(9h2 Aifl A’L
¢Vz ot <Aci1 (hz 1 hz) Aci (hl hz+1)> uz,l‘/; ( 5)
Jofnuna ma svo ennfremur skrifa upp 4 fylkjaformi svo leysa megi fyrir allar einingar:
Oh;

par sem h; er N-staka dalkvigur sem geymir vatnsheed hverrar einingar i timaskrefi 7,

Uy
I
b;=——%5D| : |,u,=1efr, <r; 0annars,
o
UN-1
un

12



2.3 Fladislikan byggt a 16gmali Darcy

Vi 0 0
0 VW
D=|: -
V-1 O
1 0 0 %5
0og
[ A1 A
Acy Act 0 0
A (AL A Ay
Act Acy Acs Aca
Az _ (A2 4 Az Az
—_ C2 c2 c3 c3
S — 0 A Aes T A A
.. 0
Anv-1 [ AN—1 Ay An
' ' Acn_1 Acn_1 Acn Acn
0 . e 0 AN _ Ay
L ACN ACN_

Aodferd Crank-Nicolson (Versteeg and Malaskekera, 2007) er svo notud til ad nalga jofnu
2.16 fyrir timaskref j & eftirfarandi hatt,

h;,; —h; h;;; +h;

| pu e A £ Y ~ S et S i AR RS 217
¢ At J 92 + J ( )
N1 feest vatnsheaed 1 timaskrefi j + 1, a0 pvi gefnu a0 til stadar sé vatnsheed 1 timaskrefi 7,

med eftirfarandi jofnu

¢ K, \ (¢ K;

Par sem upphafsstada vatnsbords er ekki fyrir hendi er gert rao fyrir ad vatnsheed 1 fyrsta
timaskrefi s¢é Om 1 6llum einingum. Adferd laegstu kvadrata er svo beitt til a0 leiorétta
stoou vatnsbords og likanio skilar

h* = foh + f4,

par sem h* er leiorétt stada vatnsbords i mioju sivalnings { 6llum timaskrefum, h er
utreiknud stada vatnsbords i midju sivalnings 1 somu timaskrefum og 3y og [ beir studlar
sem bestu lausn vido matun med adferd laegstu kvaorata.

2.3.3 Akvordun lektarstuduls

Notadar eru fjorar mismunandi adferdir vio skilgreiningu lektarstuduls 1 likaninu og ma sjé
utlistun & peim 1 toflu 2.2. Einfaldast er a0 dsetla ad lektarstudull sé fastur ut allt timabilio
en einnig er skodad hvernig lausnin hegdar sér ef lektarstudull er fall af vatnshaed og tima.

13



2 Fraeoi, adferdir og gégn

Sokum pess hversu sveiflukennd framleioslugdgnin eru, er notast vid eins ars hlaupandi
medaltal (e. moving average) vatnshaedar til akvorounar lektarstuduls i hverju timaskrefi.

Aodferd Jafna fyrir K; Heaeoi
D1 K; = xo Hvorki h- né t-hao
D2 Kj = Xo + thz h-hao
D3 Kj = X0 + Xx1hi + x2(ti — to) h- og t-h&d
D5 Kj = Xo -+ thz‘ + Xg(ti — t(]) + X3 exp(—x4h,-) h- og t-hao

Tafla 2.2: Mismunandi adferdir til detlunar lektarstuduls © timaskrefi 7.

2.4 Tanklikan

Lita ma & laghitasveedi sem net af einum eda fleiri gegymum sem tengdir eru saman pannig
a0 vatn getur fleett 4 milli peirra. Geymarnir geta ymist verid radtengdir, hlidtengdir
eda baedi. I pessu verkefni verdur einungis tekid til skodunar kerfi sem samanstendur af
N radtengdum geymum. Vid skilgreinum fyrsta geyminn midpunkt vinnslusveedis par
sem framleidsla og haedarmeelingar eiga sér stad en allir adrir geymar lysa ytri hlutum
sveedisins. Hver geymir ¢ hefur geymslustuoul ; og tengingar milli geyma i og 7 4+ 1 hafa
vidnam o; ;4. Sidasti geymirinn tengist svo 1t 1 ytra umhverfi sem hefur fasta vatnsheaed
hoo 1 gegnum vionamio oy . Likanio telst opid ef oy o 7# 0 en lokad annars (Axelsson,
1989). Mynd 2.8 synir virkni kerfisins myndrzent.

K1 K9 cee RN ————
01,2 023 ON—-1,N ON,0

Mynd 2.8: Skyringarmynd fyrir tanklikan. Kerfi af N radtengdum geymum, par sem vatn
er einungis framleitt ur fyrsta geyminum. Fyrsti geymirinn er jafnframt notadur til
samanburdar d nidurdretti vatnsyfirbords.

Flaedi milli geymanna er haegt ad lysa sem falli af vatnsheed, vionami, geymslustudli og
framleidslu. Fyrir kerfi sem samanstendur af N radtengdum geymum fast N afleidujofnur

14



2.4 Tanklikan

fyrir hvert timaskref 5 tt fra vardveislu massa:

dhy ;
ﬁl% = 0172(h27j — hl,j) + Qj (219)
dho_;
Ko dj] = 0'172(h17j — hgd‘) + 0'273(h37j — hgyj) (220)
dhn_1;
KN—-1 Zt N on—2n-1(hn_2; — hn-1j) +on_1n(hN; — hn_1j) (2.21)
dhy ;
K d];f’] = O'N—l,N(hN—l,j - hN,j) + O'N,oo(hoo - hN,j) (2‘22)

Pessar afleidujofnur ma draga saman i

0
Ko/hj =Sh; +u;, (2.23)
par sem
(k1 O 0 - hlj -
0 Ko h27]
K - ' ) h] = 9
KN_1 0 hN—l j
L O O '%N_ hNJ
__0'1,2 01,2 0 R 0 . _ Qj )
01,2 —(0172 + 0273) 02,3 T 0
S=| o 0 Cw=|
: ON-1,N Oh
L 0 e 0 ON-1,N _<O-N71,N + UN)_ _UN,oo 00 |

Gerum nu rad fyrir ad framleioslugogn séu til stadar fyrir M timaskref. Skilgreinum
NM x 1 dalkvigurinn h sem inniheldur vatnsheed { 6llum geymum fyrir 61l timaskref,
pannig a0 fyrstu N stokin innihalda vatnsheed fyrsta timaskref i geymum 1— N og sidustu
N stokin innihalda vatnshaed fyrir M-ta timaskref i geymum 1 — V.

A

T
h:[hl,l oo hyy his oo hna e hia e thM}

Skilgreinum nit N x N afleiduvirkjann D sem inniheldur 1/At { stokum i,i og —1/At i
stokum ¢ + 1,2

1 0 e oeer O]
L .
D=
At |0
.
0 0 —1 1
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2 Fraeoi, adferdir og gégn

N1 getum vid utfeert jofnu 2.23 4 eftirfarandi hatt:

(K®@D)h= Iy ®S)h+ (Jy ®u), (2.24)

par sem ® er Kronecker-margfeldi, Iy er N x N einingafylki og Jy er N x 1 dalkvigur sem
inniheldur 1 { 6llum stokum. Jofnu 2.24 ma na leysa ut fyrir h { einu skrefi 4 eftirfarandi
hatt:

h=(K®D)-(Iy®S) " (Iy®u). (2.25)

Vio keyrslu likansins er gert rad fyrir ad fost vatnshaed ytra umhverfis sé 0m. Adferod
laegstu kvadrata er svo beitt til ad leidrétta stoou vatnsbords og likanid skilar

h* = Boh + 34,

par sem h* er leidrétt stada vatnsbords i framleioslugeymi i 6llum timaskrefum, h er
utreiknud stada vatnsbords 1 framleioslugeymi 1 somu timaskrefum og 5y og 31 peir studlar
sem bestu lausn vido matun med adferd laegstu kvaorata.

2.5 Bestunarlikan

Pau likon, sem til skodunar eru i pessu verkefni, taka inn dkvedin sett af breytum og skila
at fra peim dtreiknudum nidurdreetti midad vid gefin framleidslugogn. I tilfelli tanklikans
eru pessar breytisteerdir N por af geymslustuoli og vionami, par sem N er fjoldi geyma
{ kerfinu. I tilfelli Aaedislikans lysa breytistaerdirnar imyndudum geisla framleidslusveedis
og peim studlum sem notadir eru til ad reikna lektarstuoul i hverju timaskrefi og eru alls
N +1 talsins, par sem N er fjoldi stuodla til dkvordunar lektarstuduls. Inntaksbreytur hvors
likans eru skilgreindar meo vigrinum x og mé pvi rita jofnu falls, sem skilar utreiknadri
vatnshaeo 1t fra inntaksbreytunum x og t, med

h: R — R : h(x, t), (2.26)

par sem ¢ er fjoldi inntaksbreyta og j fjoldi timaskrefa i timavigrinum t. Vid bestun
likananna er timabili maeligagna er skipt 1 tvo hluta, matsbil og spabil, ut fra matshlutfalli
sem er til skodunar hverju sinni. Matsbil visar til pess hluta maeligagna sem hermd gogn
eru borin saman vid en spabil notad sem framtidarspagogn. Timabilin eru skilgreind sem

tL:{$€t|$§t1+(5(tj—t1)} (227)
tS:{$€t|$>t1+5(t]’—t1)}, (228)
par sem t = |t ty --- tj} er j-staka vigur sem inniheldur timaskref meligagna og

er matshlutfall. Utreiknadur nidurdrattur 4 matsbili, t;,, er borinn saman vid meldan
niourdratt 4 sama bili og ferningssumma mismunavigurs lagmorkud m.t.t. inntaksbreyt-
unnar x. A0 lokinni bestun matsbils er svo nidurdrattur & spabili, tg, borinn saman vio
meeldan nidurdratt & sama bili.
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2.5 Bestunarlikan

Vid bestun likana er notast vid fmin fallido i Python, sem byggir 4 Nelder-Mead bestun-
aralgriminu. Algrimio hefur pann kost ad pad getur leitad uppi stadbundio laggildi falls &
tiltolulega audveldan hatt an pess ad notast vio afleiour fallsins (Nelder and Mead, 1965).
Bestunarfallid er ekki had neinum skoroum og tekur einungis inn upphafspunkt sem sja
ma 1 toflu 2.3.

Likan Afbrigdi Upphafspunktur, x, Takn

Fleedislikan 1 k-studull 200, 0.5] D1

Fleoislikan 2 k-studlar 200, 0.5, 0] D2

Flacoislikan 3 k-studlar 200, 0.5, 0, 0] D3

Flaoislikan 5 k-studlar 200, 0.5, 0, 0,0, 0] D5

Tanklikan 2 geymar, opid [150, 13000, 1500000, 0.016] T2
[

Tanklikan 3 geymar, opid [150, 13000, 1500000, 0.016, 0.0033, 0.009] T3

Tafla 2.3: Upphafspunktar bestunarlikans fyrir allar adferdir sem til skoounar eru @ verk-
efninu.
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3 Nidurstodur

Alls voru 6 mismunandi likdn tekin til skodunar, p.e. fjogur afbrigoi af flaedislikani og tvo
afbrigdi af tanklikani. Borin voru saman medalferningsfravik, medalfravik og haesta fravik
fyrir matsbil og spabil. T t6flu 3.1 m4 sjd utlistun & peim adferdum sem til skodunar eru,
dsamt tilvisunartdknum peirra sem notud eru i téflum og grofum. Oll afbrigdi likananna
tveggja voru bestud fyrir 1/5, 2/5, 3/4, 4/5 og 5/5 matshlutfall.

Likan Afbrigoi Takn
Flaedislikan 1 k-studull, lektarstuoull fastur D1
Flaedislikan 2 k-studlar, lektarstudull hadur vatnshaed D2

Flaedislikan 3 k-studlar, lektarstudull hadur vatnshaed og tima D3
Fleeodislikan 5 k-stuodlar, lektarstudull hadur vatnshaed og tima D5
Tanklikan 2 geymar, opid T2
Tanklikan 3 geymar, opid T3

Tafla 3.1: Yfirlit yfir adferdir sem teknar eru til samanburdar.

3.1 Samanburdur adferda

Hér verdur skodad hvernig medalferningsfravik, medalfravik og mesta fravik mats- og spa-
bils préast med haekkandi matshlutfalli. Pau grof sem teiknud eru upp syna matshlutfall
a larétta asnum og fravik a 16orétta asnum, og linurnar tilheyra peim adferdum sem til
skodunar eru.

3.1.1 Matsbil

Pegar 1iti0 er & nidurstodur fyrir matsbil { heild mé sja ad medalferningsfravik (mynd 3.1),
medalfravik (mynd 3.2) og mesta fravik (mynd 3.3) matsbils fara almennt haekkandi eftir
pvi sem matshlutfall eykst. Vid pessu er ad buast par sem ad pvi feerri samanburdargdgn
eru til stadar, pvi meiri likur eru 4 ndkveemri lausn. A myndunum mé sji ad fravik 3ja
geyma tanklikans proast stoougast af 6llum aodferoum og gefur pad almennt betri lausn.
Pegar 1itid er til einstakra tilfella gefur 5 k-studla flaedislikan leegsta medalferningsfravik
og medalfravik 4 matsbili fyrir matshlutfollin 1/5 og 4/5.
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3 Nidurstéour

o
wn

9.5
9.0

E 8.5

i)

3

£8.0 D1

g — D2

X

X — D3

>

w 7.5

.?70 — T2

c /.

g T3

©

o

[J]

=

o
=)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Matshlutfall

Mynd 3.1: Medalferningsfravik, milli likans og melds niourdrdttar, fyrir matsbil sem fall
af matshlutfalli fyrir vinnslusvedio i Laugarnesi.

7.5

7.0

E

= 6.5 — D1
g — D2
© — D3
E6.0

X — D5
>

©

S 5.5 T3
=

5.0

4.5 \ \ I I
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Matshlutfall

Mynd 3.2: Medalfravik matsbils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvaedio i Laugarness.
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3.1 Samanburour adferoa

30

28

EZG

P — D1
2

224 — D2
g ——- D3
‘é —— D5
£22 — T2
% T3
T 20

wf ]

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Matshlutfall

Mynd 3.3: Mesta fravik matsbils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvedio © Laugarnesi.

3.1.2 Spabil

Myndir 3.4, 3.5 og 3.6 syna medalferningsfravik, medalfravik og mesta fravik spabils sem
fall af matshlutfalli. Nidurstoournar syna ad 2ja geyma tanklikan gefur almennt bestu
lausn en 2 k-studla flaedislikan gefur bestu lausn fyrir matshlutfall 1/5. Fyrir matshlutfall
2/5 verdur lausn 3ja geyma tanklikans 6stodug ad loknu matsbili likt og sjd ma & mynd
3.8 1 naesta undirkafla. Fravik peirrar lausnar eru pvi ekki syndar & eftirfarandi myndum.
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3 Nidurstéour
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Matshlutfall

Mynd 3.4: Medalferningsfravik spabils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvedio i Laug-
arnesi.
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Mynd 3.5: Medalfravik spabils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvedio i Laugarnesi.
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3.2 Samreemi fraviks 1 timar60

55

T L.

45
E
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©
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I
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Matshlutfall

Mynd 3.6: Mesta fravik spabils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvedio i Laugarnesi.

3.2 Samrami fraviks i timaroo

Myndir 3.7, 3.8, 3.9 og 3.10 syna fravik fra meaeligbgnum i timarcd fyrir matshlutfollin
1/5,2/5, 3/5 og 4/5. Looréttu brotalinurnar syna morkin milli leerdéms- og spébils. Af
myndunum ad dema fylgja fravik allra adferda almennt svipadri préun pratt fyrir ad
proast hver i sina stefnu.
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3 Nidurstéour
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Mynd 8.7: Fjarlego likans fra meldum gognum fyrir matshlutfall 1/5.

Fravik fra maeligbgnum [m]

—40 I I L1 I I I I L
1967 1972 1977 1982 1987 1992 1997 2002 2007
Dagsetning

Mynd 3.8: Fjarlego likans fra meldum gégnum fyrir matshlutfall 2/5.
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3.2 Samreemi fraviks 1 timar60
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Mynd 8.9: Fjarlego likans fra meldum gognum fyrir matshlutfall 3/5.
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Mynd 8.10: Fjarlego likans fra meldum gégnum fyrir matshlutfall 4/5.
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4 Samantekt

Pegar 4 heildina litid er ahugavert ad sja ad fledislikan byggt 4 16gmali Darcy er vel
samkeppnisheeft vid tanklikanid, pratt fyrir ad gefa ekki almennt bestu lausn. I einu
tilfelli, mogulega pvi mikilveegasta, gaf utfeersla a flaedislikaninu bestu spalausn en s lausn
fékkst fyrir matshlutfall 1/5; laegsta hlutfall sem til skodunar var. Athygli vakti ad floknari
utfeerslur 4 fleedislikaninu gafu almennt verri langtima spalausnir og ma pao eflaust rekja
til ofmatunar (e. overfitting). Athygli vakti einnig ad fyrir heerri matshlutfollin, 3/5
og 4/5, gefa allar adferodir svipadar nidurstoour. Ennfremur vakti athygli a0 fravik allra
likana fylgdu svipudu hegdunarmynstri allt timabilid pegar fjarleegd likans fra meeldum
nidurdraetti voru skodud { timaroéd, pé sveiflurnar veeru mismiklar. Astaedur pess mé m.a.
rekja til ovissu i framleioslu- og nidurdrattargégnum og natturulegs inn- og utflaedis af
svaedinu.

Helsti 6kostur flaedislikansins er ad keyrslutimi pess er umtalsvert lengri en tanklikans.
Asteedur pess mé rekja til nokkurra atrida, m.a. vegna pess ad flaedislikanio skiptir svaedinu
upp 1 fleiri einingar. Flaedislikanio er einnig leyst med ,for-lykkju” 4 medan tanklikanid
er leyst med fylkjaaoferdum, en sidarnefnda aoferdin hefur almennt styttri lausnartima
pegar unnid er med forskriftarmél. Pad vandamal meetti lagmarka med pvi ad forrita
aoferdirnar 1 mali & bord vio C, C++ og FORTRAN, par sem forritskédinn er vistpyddur
40ur en hann er keyrdur. I framhaldi af pessu verkefni veeri dhugavert ad skoda hvort
betri lausn faist med pvi ad tengja akvoroun lektarstuduls vio uppsetningu nyrra borhola.
Me0 pvi veeri pa t.d. haegt ad reikna nyjan lektarstudul i hvert skipti sem borhola er
tekin 1 notkun, og eftir a0 leerdéomstimabili lykur yroi seinasti lektarstudull notadur ut
allt timabilio.
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