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Útdráttur
Niðurdráttarlíkön eru gjarnan notuð við ákvarðanatöku um nýtingu jarðhitaauðlinda og
aukin nákvæmni þeirra gæti jafnframt stuðlað að hagkvæmari nýtingu auðlinda. Meg-
intilgangur þessa verkefnis er að bera saman einfalt flæðislíkan, byggt á lögmáli Darcy,
við hið hefðbundna tanklíkan til ákvörðunar niðurdráttar á lághitasvæðum. Lekt spilar
lykilhlutverk í flæðislíkaninu og geta áhrif hennar verið breytileg með tíma og þrýstingi í
kerfinu. Nokkrar aðferðir til ákvörðunar lektarstuðuls eru skoðaðar; sú einfaldasta gerir
ráð fyrir að stuðullinn sé föst tala en þær flóknari gera ráð fyrir að stuðullinn sé fall af
tíma og niðurdrætti. Líkönin eru öll keyrð með sömu framleiðslugögnum og borin saman
við sömu niðurdráttargögn. Sýnt er fram á að flæðislíkan, byggt á lögmáli Darcy, er vel
samanburðarhæft við tanklíkan og jafnvel hentugra til langtímaspár.

Abstract
Drawdown models are often used for decision making purposes, and increasing their
accuracy might furthermore increase both financial and energy efficiency. The purpose
of this thesis is to compare a simple one dimensional flow model, based on Darcy’s law,
with a more conventional lumped parameter model (LPM) for drawdown simulation in
low temperature geothermal areas. One of the key parameters in the flow model is per-
meability which may vary with time and pressure. A couple of methods to determine
permeability are taken into consideration; the simplest being a constant number and the
more complex being a function of time and drawdown. The models are all run with the
same production data and compared to the same measured data. It is shown that a
flow model, based on Darcy’s law, is quite competitive against the LPM and even more
suitable for long term future prediction.
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1 Inngangur

Allt frá landnámi Íslands hefur jarðhiti og eldvirkni haft mikil áhrif á bæði þjóð og land.
Fjölmörg örnefni hafa beina skírskotun í jarðhita, t.d. Reykholt, Laugarvatn, Reykjavík
og svo mætti lengi telja. Jarðhiti er til margs nýtilegur og virðast Íslendingar snemma
hafa áttað sig á því notagildi enda má finna mörg dæmi um að landnámsmenn til forna
hafi nýtt sér hitavatnsuppsprettur til baða og yljunar. Eina elstu heimild þess er að finna
í 75. kafla Grettis sögu þar sem sagt er frá því þegar Grettir Ásmundarson synti til lands
úr Drangsey og yljaði sér í heitri laug eftir þrekvirkið.

Jarðboranir á jarðhitasvæðum hófust á 18. öld en þá var annars vegar boruð ein hola í
Laugarnesi og tvær holur í Krýsuvík. Tilgangur þessara jarðboranna var þó ekki til að
nýta heita vatnið heldur sóttust menn eftir brennisteini, sem er ein afurð jarðhitasvæða.
Tímamót urðu svo í byrjun 20. aldar þegar Stefán B. Jónsson, bóndi í Reykjahverfi í
Mosfellssveit, lagði fyrstur íslendinga heitt vatn úr hver í íbúðarhúsið sitt (Pálmason,
2005). Fljótlega upp úr því hófst svo notkun jarðhita af alvöru og er áætlað að auðlindin
hafi árið 2007 uppfyllt um 89% af orkuþörf til húshitunar á Íslandi (Axelsson et al., 2010).

Jarðvarma má nýta á margvíslega vegu, allt frá upphitun jarðvegs í gróðurhúsum upp í
rafmagnsframleiðslu. Við ákvörðun á hvers konar vinnsla hentar tilteknu jarðhitasvæði er
lykilatriði að greina stærð þess og hitastig jarðhitavökvans. Jarðhitasvæðum er yfirleitt
skipt upp í há- og lághitasvæði og eru mörkin þar á milli skilgreind eftir hitastigi á
1 km dýpi. Ef hitinn er fyrir neðan 150◦C á 1 km skilgreinist það sem lághitasvæði en
háhitasvæði annars (Böðvarsson, 1961).

Jarðhiti hefur verið skilgreindur sem endurnýjanleg auðlind þar sem jarðhitakerfi eiga
þess kost, ef rétt er farið að, að endurnýja sig samhliða framleiðslu. Notkun jarðhita á
heimsvísu er mjög lítil samanborið við fræðilega afkasta getu auðlindarinnar. Stefánsson
(2005) áætlaði að jarðhiti gæti að meðaltali staðið undir 240 GWe rafmagnsframleiðslu
og 4,4 TWth heitavatnsframleiðslu en áætlað hefur verið að uppsett afl jarðvarmavera í
heiminum árið 2010 hafi verið 10,7 GWe (Bertani, 2010) og heildarheitavatnsframleiðsla
sama ár hafi verið 13,4 GWth (Lund, 2010).

Þó svo að jarðhiti sé skilgreindur sem endurnýjanleg auðlind þá er umdeilt hvort nýting
hans sé talin sjálfbær og því haldið fram að jarðhitakerfi þurfi lengri tíma til endurnýjunar.
Til að nýta jarðhita á sem ábyrgastan hátt er því nauðsynlegt að stuðla að sjálfbærri
nýtingu á auðlindinni og er því nauðsynlegt að hafa yfirsýn yfir framleiðslugetu tiltekinna
svæða og geta með einhverju móti ákvarðað svörun jarðhitasvæða við framleiðslu úr þeim.
Ýmsar aðferðir hafa verið þróaðar til ákvörðunar niðurdráttar eða þrýstingsbreytingar á
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1 Inngangur

jarðhitasvæðum. Ber þar helst að nefna tanklíkan (e. lumped parameter model) en með
því má á einfaldan og fljótlegan hátt ákvarða niðurdrátt út frá fáum breytistærðum að
því gefnu að gögn séu til um framleiðslu og niðurdrátt. Tanklíkön hafa verið notuð með
góðum árangri um allan heim að Íslandi meðtöldu og notuðu m.a. Þorvaldsson (2008) og
Sigurðardóttir (2013) þá aðferð til framtíðarspár um niðurdrátt í verkefnum sem snéru að
ákvarðanatöku við nýtingu jarðhita.

Í þessu verkefni er kynnt til sögunnar flæðislíkan sem byggt er á lögmáli Darcy. Kostir og
gallar einfaldrar útgáfu flæðislíkansins eru rannsakaðir og niðurstöður þess bornar saman
við hefðbundið tanklíkan. Virkni beggja líkana, ásamt þeim aðferðum og fræðum sem
beitt er til að leysa þau, er útskýrð í kafla 2. Rannsóknarspurning verkefnisins er einfald-
lega „Er hægt að knýja fram jafngóðar eða betri niðurstöður, fyrir hermun niðurdráttar
á lághitasvæðum, með ássamhverfu, einvíðu flæðislíkani heldur en hinu hefðbundna tank-
líkani?”
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2 Fræði, aðferðir og gögn

Í þessum kafla eru þær aðferðir útskýrðar sem notaðar eru til úrlausnar verkefnisins.
Farið er yfir forsendur og afleiðujöfnur sem hvort líkan fyrir sig vinnur eftir og tölulegar
nálgunaraðferðir sem notaðar eru við úrlausn. Öll þau hugtök sem vitnað er í seinna meir
ættu því að vera lesanda ljós þegar farið er yfir niðurstöður.

Verkefnið er unnið að öllu leyti í Python forritunarumhverfinu. Forritsbútar sem not-
aðir eru við lausn líkana eru endurbættar útgáfur af forritsbútum sem fengnir eru hjá
leiðbeindanda mínum, Halldóri Pálssyni.

2.1 Tölfræðilegt mat á fráviki líkana

Staðalfrávik

Staðalfrávik er hugtak sem notað er til að lýsa dreifingu gagna í kringum meðaltal þeirra.
Staðalfrávik mismunavigursins ε er reiknað með

σε =

√√√√ 1
N

N∑
i

(εi − µε)2, (2.1)

þar sem N er fjöldi staka í mismunavigrinum og µε er meðaltal mismunavigursins. Stað-
alfrávik hefur sömu mælieiningu og innihald vigursins ε.

Meðalferningsfrávik

Við samanburð á gagnasettum í þessu verkefni er notast við meðalferningsfrávik mismuna-
vigurs (e. root mean square deviation) þar sem ekki þykir við hæfi að nota staðalfrávik í
öllum tilfellum. Staðalfrávik hefur þann ókost að skila fráviki í kringum meðaltal og hentar
það því illa við samanburð á gögnum sem fylgja sömu sveiflum en eru hliðruð. Meðalfern-
ingsfrávik er reiknað líkt og staðalfrávik en í stað þess að skila fráviki í kringum meðaltal
skilar það fráviki í kringum núllpunkt. Meðalferningsfrávik N -staka mismunavigursins ε

3



2 Fræði, aðferðir og gögn

er reiknað með

RMSε =

√√√√ 1
N

N∑
i

ε2i , (2.2)

og er mælieining þess sú sama og innihalds vigursins ε.

Meðalfrávik

Meðalfrávik gefur meðalalgildi mismunavigurs og er reiknað með

µε = 1
N

N∑
i

|εi|, (2.3)

þar sem N er fjöldi staka í mismunavigrinum ε. Mælieining meðalfráviks er sú sama og
innihalds vigursins ε.

Hæsta algildi mismunavigurs

Hæsta algildi mismunavigurs er reiknað með

MAXε = max(max(ε), |min(ε)|), (2.4)

og hefur sömu mælieiningu og mismunavigurinn ε.

Mátun með aðferð lægstu kvaðrata

Að lokinni keyrslu líkana er notast við aðferð lægstu kvaðrata til að máta niðurstöður
líkana við mæld gögn og leiðrétta þannig stöðu vatnsborðs. Aðferðin gengur út frá því að
nálga megi líkan við mæld gögn með línulegu samhengi þannig að

h∗ ≈ β0h + β1, (2.5)

þar sem h∗ er vigur sem geymir mældan niðurdrátt fyrir þau tímaskref sem máta á gögn
við, h er vigur sem geymir útreiknaðan niðurdrátt fyrir sömu tímaskref og β0 og β1 fastir
stuðlar. Stuðlarnir β0 og β1 eru svo fundnir með því að lágmarka fallið

g(x) =
∑
j

h∗2j − (β0hj + β1)2,

þar sem h∗j og hj geyma j-ta gildi vigranna h∗ og h.
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2.2 Gögn

Kronecker margfeldi

Kronecker margfeldi, táknað með ⊗, er fylkjaaðferð sem skeytir saman tveimur fylkjum
af mismunandi stærð þannig að hvert og eitt gildi beggja fylkja margfaldast saman og úr
verður nýtt fylki af nýrri stærð. Kronecker margfeldi m× n fylkisins A og p× q fylkisins
B myndar mp× nq fylkið

A⊗B =


a1,1B · · · a1,nB

... . . . ...
am,1B · · · am,nB

 (2.6)

og má einnig rita, á ögn ítarlegri hátt, með

A⊗B =



a11b11 · · · a11b1q · · · · · · a1nb11 · · · a1nb1q
... . . . ... ... . . . ...

a11bp1 · · · a11bpq · · · · · · a1nbp1 · · · a1nbpq
... ... ... ...
... ... ... ...

am1b11 · · · am1b1q · · · · · · ammb11 · · · ammb1q
... . . . ... ... . . . ...

am1bp1 · · · am1bpq · · · · · · ammbp1 · · · ammbpq


. (2.7)

Notagildi Kronecker margfeldis kemur m.a. fram þegar leysa þarf jöfnuhneppi í mörgum
tímaskrefum, en með hjálp Kronecker margfeldis er mögulegt að sameina útreikninga allra
tímaskrefa í eina fylkjaaðgerð, en það getur komið sér vel þegar unnið er með svokölluð
forskriftarmál (e. scripting language) sem eiga auðvelt með að leysa stór jöfnuhneppi en
vinna hægar með lykkjur (e. loops).

2.2 Gögn

Við vinnslu verkefnisins var notast við mæligögn sem fengust frá Orkuveitu Reykjavíkur
fyrir lághitasvæðið í Laugarnesi, sem er eitt þriggja lághitasvæða sem sjá Reykjavík og
nágrannasveitarfélögum fyrir heitu vatni. Til staðar voru framleiðslugögn fyrir 10 borholur
allt frá 1962 og niðurdráttargögn fyrir 2 borholur allt frá 1966. Tafla 2.1 sýnir yfirlit
yfir borholur ásamt tímabilum mælinga sem gögn ná yfir. Loftmynd af svæðinu, ásamt
innmerktum staðsetningum borhola má sjá á mynd 2.1.
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2 Fræði, aðferðir og gögn

Númer Tegund Tímabil
R5 Framleiðsla 1962-2009
R7 Mælingar 1966-2009
R9 Framleiðsla 1962-2009
R10 Framleiðsla 1962-2009
R11 Framleiðsla 1963-2009
R15 Framleiðsla 1963-2009
R17 Framleiðsla 1964-2009
R19 Framleiðsla 1964-2009
R20 Framleiðsla 1964-2009
R34 Mælingar 1984-2009
R35 Framleiðsla 1978-2009
R38 Framleiðsla 1981-2009

Tafla 2.1: Yfirlit yfir framleiðslu- og niðurdráttarmæliholur ásamt tímabilum mælinga

34
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Mynd 2.1: Loftmynd af vinnslusvæðinu í Laugarnesi. Borholur sem notaðar eru við
vinnslu verkefnisins eru merktar inn með númerum. Framleiðsluholur eru merktar inn
með hvítum hringjum og mæliholur eru merktar inn með appelsínugulum hringjum.

Mynd 2.2 sýnir uppsafnaða framleiðslu hverrar holu (e. cumulative production) og mynd
2.3 synir samanlagða framleiðslu allra hola. Mynd 2.4 sýnir mældan niðurdrátt (e.
drawdown). Athygli vekur að lítill munur er á mældum niðurdrætti milli holanna tveggja
og má því gera ráð fyrir að mikil lekt sé í berginu og niðurdráttur á öllu svæðinu sé nokk-
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2.2 Gögn

uð jafn. Samanburð á mældum niðurdrætti beggja hola má sjá á mynd 2.5, sem sýnir
niðurdrátt í holu R34 á y-ás og niðurdrátt í holu R7 á x-ás. Borin eru saman þau tilvik
þar sem mæligildi eru til staðar fyrir báðar holur á sömu dagsetningu. Inn á myndina
er búið að teikna bestu línu í gegnum mæligildin sem hefur jöfnuna p(x) = 0,97x + 3,03
með R2 = 0,98, sem bendir til þess að mikið samræmi sé á milli nálgunar og mæl-
inga. Mæliskekkju má meta út frá staðalfráviki vigursins ε = y − p(x) sem hefur gildið
σε = 2,42 m.
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Mynd 2.2: Uppsöfnuð framleiðsla allra framleiðsluhola vinnslusvæðisins í Laugarnesi.
Framleiðslan er gefin upp í milljónum rúmmetra.
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2 Fræði, aðferðir og gögn
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Mynd 2.3: Samanlagður framleiðsluhraði allra framleiðsluhola vinnslusvæðisins í Laugar-
nesi. Framleiðsluhraðinn er gefinn upp í rúmmetrum á sekúndu.

Mynd 2.4: Mældur niðurdráttur í borholum R7 og R34. Niðurdráttur er mældur í metrum
og miðaður við hæð fyrir ofan sjávarmál.
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2.3 Flæðislíkan byggt á lögmáli Darcy
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Mynd 2.5: Niðurdráttur í borholu R34 borinn saman við niðurdrátt í borholu R7. Besta
lína í gegnum punktana er y = 0,97x+ 3,03 með R2 = 0,98.

2.3 Flæðislíkan byggt á lögmáli Darcy

2.3.1 Útleiðsla á afleiðujöfnu

Gert er ráð fyrir að lýsa megi lághitasvæðinu sem sívalningi með geisla ro og hæð H. Í
miðju svæðisins er sívalningslaga svæði með geisla ri � ro þar sem vatni er dælt upp með
jafndreifðu flæði Q. Ytri geisli svæðisins er valinn þannig að framleiðsla hafi óveruleg áhrif
á niðurdrátt við ytri brún svæðisins. Hraði vatnsins sem dælt er upp úr svæðinu verður
því

uz = Q

r2
i π
.

Gert er ráð fyrir ássamhverfu og er því hægt að útfæra vandamálið í einni vídd (Mynd
2.6). Flatarmál í ás- og geislastefnu eru fengin með

Az = 2πr dr, Ar = 2πrH.
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2 Fræði, aðferðir og gögn

r
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∂r
dr
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Mynd 2.6: Skýringarmynd fyrir útleiðslu á afleiðujöfnu fyrir flæðislíkan. Flæði með hrað-
anum ur í gegnum hluta úr sívalningi með breidd dr og hæð H. Ef r ≤ ri þá er vatni
einnig dælt upp úr hlutnum með hraða uz = Q/(r2

i π) en annars uz = 0.

Flæði milli eininga innan svæðisins er lýst með Qr = urAr og flæði út af svæðinu með
Qz = uzAz. Gengið er útfrá vatnsrýmd vegna frjáls yfirborðs en þjappanleika vatns og
bergs sleppt. Út frá varðveislu massa fæst því

∂(φAzh)
∂t

= urAr − ur+drAr+dr − uzAz, (2.8)

þar sem φ er grophlutfall hlutarins. Einungis vatnshæðin, h, er tímaháð og má því rita
jöfnu 2.8 sem

φAz
∂h

∂t
= urAr − ur+drAr+dr − uzAz.
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2.3 Flæðislíkan byggt á lögmáli Darcy

Ef deilt er með 2π báðum megin við jafnaðarmerkið fæst

φ
∂h

∂t
r dr = urrH − ur+dr(r + dr)H − uzr dr

= urrH −
(
ur + ∂ur

∂r
dr

)
(r + dr)H − uzr dr

= urrH −
(
urrH + urHdr + ∂ur

∂r
rH dr + ∂ur

∂r
H dr dr

)
− uzr dr

= −
(
urH dr + ∂u

∂r
rH dr + uzr dr

)
+O(dr2)

= −
(
H
∂(rur)
∂r

dr + uzr dr

)
+O(dr2)

og þar sem O(dr)→ 0 þegar dr → 0 fæst því

φ
∂h

∂t
= −H

r

∂(rur)
∂r

− uz. (2.9)

Samkvæmt lögmáli Darcy gildir að

ur = Qr

Ar
= −k

µ

∂p

∂r
= −k

µ

∂(ρgh)
∂r

,

þar sem k er lektarstuðull, µ seigja vökva, ρ eðlismassi vökva og g þyngdarkraftur sem
verkar á vökvann. Gert er ráð fyrir að eðlismassi og þyngdarkraftur séu fastar stærðir og
fæst þar af leiðandi

φ
∂h

∂t
= 1
r

∂

∂r

(
Kr

∂h

∂r

)
− uz, (2.10)

þar sem K = ρgkH/µ. Jöfnu 2.10 má svo ennfremur skrifa á almennu formi sem

φ
∂h

∂t
= ∇r · (K∇rh)− uz, (2.11)

þar sem ∇r er diffurvirki (e. differential operator) fyrir geislahnit.

2.3.2 Töluleg lausn á afleiðujöfnu

Sívalningnum er skipt upp í N misbreiða hólka eins og sjá má á mynd 2.7 og aðferð
endanlegra rúmmálseininga (e. finite volume method) notuð til lausnar vandamálsins. Á
myndina er búið að merkja inn c1,c2, · · · ,cN−1,cN sem tákna miðju hverrar einingar og
r1,r2, · · · ,rN−1,rN sem tákna ytri geisla eininga. Flatarmál samskeyta eininga j og j + 1
er reiknað með

Ar,j = 2πrjH, (2.12)
rúmmál hverrar einingar reiknað með

Vj = (r2
j − r2

j−1)πH (2.13)
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2 Fræði, aðferðir og gögn

og fjarlægð milli miðpunkta eininga j − 1 og j með
∆cj = cj ef j = 1, cj − cj−1 annars. (2.14)

r

r
r1 r2 r3 · · · rN−2 rN−1 rN

c1
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··
·

cN−1
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· · ·

1

2
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N

Mynd 2.7: Sívalningslaga svæði skipt upp í hólka.

Nú er hægt að beita aðferð endanlegra rúmmálseininga á jöfnu 2.11 fyrir einingu i og með
hjálp sundurleitnisetningarinnar (Adams, 2003) fæst svo∫

Vi

φ
∂h

∂t
dV =

∫
Vi

(∇r · (K∇rh)) dV −
∫
Vi

uz dV

=
∮
∂Vi

(K∇rh) · n̂ dS − uz,iVi.

Að lokum fæst svo eftirfarandi nálgun fyrir einingu i

φVi
∂hi
∂t
≈ K

(
Ai−1

∆ci−1
(hi−1 − hi)−

Ai
∆ci

(hi − hi+1)
)
− uz,iVi (2.15)

Jöfnuna má svo ennfremur skrifa upp á fylkjaformi svo leysa megi fyrir allar einingar:

φD∂hj
∂t

= KjShj + bj, (2.16)

þar sem hj er N -staka dálkvigur sem geymir vatnshæð hverrar einingar í tímaskrefi j,

bj = − Qj

πr2
i

D



u1
u2
...

uN−1
uN

 , uk = 1 ef rk ≤ ri, 0 annars,
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2.3 Flæðislíkan byggt á lögmáli Darcy

D =



V1 0 · · · · · · 0
0 V2

. . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . VN−1 0
0 · · · · · · 0 VN


og

S =



− A1
∆c1

A1
∆c1

0 · · · · · · 0
A1
∆c1

−
(
A1
∆c1

+ A2
∆c2

)
A2
∆c2

. . .

0 A2
∆c2

−
(
A2
∆c2

+ A3
∆c3

)
A3
∆c3

. . .
... . . . . . . . . . . . . 0
... . . . . . . AN−1

∆cN−1
−
(
AN−1
∆cN−1

+ AN

∆cN

)
AN

∆cN

0 · · · · · · 0 AN

∆cN
− AN

∆cN


.

Aðferð Crank-Nicolson (Versteeg and Malaskekera, 2007) er svo notuð til að nálga jöfnu
2.16 fyrir tímaskref j á eftirfarandi hátt,

φDhj+1 − hj
∆t = KjS

hj+1 + hj
2 + bj. (2.17)

Nú fæst vatnshæð í tímaskrefi j + 1, að því gefnu að til staðar sé vatnshæð í tímaskrefi j,
með eftirfarandi jöfnu

hj+1 =
(
φ

∆tD−
Kj

2 S
)−1 (

φ

∆tDhj + Kj

2 Shj + bj
)
. (2.18)

Þar sem upphafsstaða vatnsborðs er ekki fyrir hendi er gert ráð fyrir að vatnshæð í fyrsta
tímaskrefi sé 0 m í öllum einingum. Aðferð lægstu kvaðrata er svo beitt til að leiðrétta
stöðu vatnsborðs og líkanið skilar

h∗ = β0h + β1,

þar sem h∗ er leiðrétt staða vatnsborðs í miðju sívalnings í öllum tímaskrefum, h er
útreiknuð staða vatnsborðs í miðju sívalnings í sömu tímaskrefum og β0 og β1 þeir stuðlar
sem bestu lausn við mátun með aðferð lægstu kvaðrata.

2.3.3 Ákvörðun lektarstuðuls

Notaðar eru fjórar mismunandi aðferðir við skilgreiningu lektarstuðuls í líkaninu og má sjá
útlistun á þeim í töflu 2.2. Einfaldast er að áætla að lektarstuðull sé fastur út allt tímabilið
en einnig er skoðað hvernig lausnin hegðar sér ef lektarstuðull er fall af vatnshæð og tíma.
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2 Fræði, aðferðir og gögn

Sökum þess hversu sveiflukennd framleiðslugögnin eru, er notast við eins árs hlaupandi
meðaltal (e. moving average) vatnshæðar til ákvörðunar lektarstuðuls í hverju tímaskrefi.

Aðferð Jafna fyrir Kj Hæði
D1 Kj = χ0 Hvorki h- né t-háð
D2 Kj = χ0 + χ1hi h-háð
D3 Kj = χ0 + χ1hi + χ2(ti − t0) h- og t-háð
D5 Kj = χ0 + χ1hi + χ2(ti − t0) + χ3 exp(−χ4hi) h- og t-háð

Tafla 2.2: Mismunandi aðferðir til áætlunar lektarstuðuls í tímaskrefi j.

2.4 Tanklíkan

Líta má á lághitasvæði sem net af einum eða fleiri geymum sem tengdir eru saman þannig
að vatn getur flætt á milli þeirra. Geymarnir geta ýmist verið raðtengdir, hliðtengdir
eða bæði. Í þessu verkefni verður einungis tekið til skoðunar kerfi sem samanstendur af
N raðtengdum geymum. Við skilgreinum fyrsta geyminn miðpunkt vinnslusvæðis þar
sem framleiðsla og hæðarmælingar eiga sér stað en allir aðrir geymar lýsa ytri hlutum
svæðisins. Hver geymir i hefur geymslustuðul κi og tengingar milli geyma i og i+ 1 hafa
viðnám σi,i+1. Síðasti geymirinn tengist svo út í ytra umhverfi sem hefur fasta vatnshæð
h∞ í gegnum viðnámið σN,∞. Líkanið telst opið ef σN,∞ 6= 0 en lokað annars (Axelsson,
1989). Mynd 2.8 sýnir virkni kerfisins myndrænt.

h1

σ1,2
κ1

h2

σ2,3
κ2

hN

σN,∞
κNσN−1,N

· · ·

Q

Mynd 2.8: Skýringarmynd fyrir tanklíkan. Kerfi af N raðtengdum geymum, þar sem vatn
er einungis framleitt úr fyrsta geyminum. Fyrsti geymirinn er jafnframt notaður til
samanburðar á niðurdrætti vatnsyfirborðs.

Flæði milli geymanna er hægt að lýsa sem falli af vatnshæð, viðnámi, geymslustuðli og
framleiðslu. Fyrir kerfi sem samanstendur af N raðtengdum geymum fást N afleiðujöfnur
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2.4 Tanklíkan

fyrir hvert tímaskref j út frá varðveislu massa:

κ1
dh1,j

dt
= σ1,2(h2,j − h1,j) +Qj (2.19)

κ2
dh2,j

dt
= σ1,2(h1,j − h2,j) + σ2,3(h3,j − h2,j) (2.20)
...

κN−1
dhN−1,j

dt
= σN−2,N−1(hN−2,j − hN−1,j) + σN−1,N(hN,j − hN−1,j) (2.21)

κN
dhN,j
dt

= σN−1,N(hN−1,j − hN,j) + σN,∞(h∞ − hN,j) (2.22)

Þessar afleiðujöfnur má draga saman í

K ∂

∂t
hj = Shj + uj, (2.23)

þar sem

K =



κ1 0 · · · · · · 0
0 κ2

. . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . κN−1 0
0 · · · · · · 0 κN


, hj =



h1,j
h2,j
...

hN−1,j
hN,j

 ,

S =



−σ1,2 σ1,2 0 · · · 0
σ1,2 −(σ1,2 + σ2,3) σ2,3

. . . ...
0 . . . . . . . . . 0
... . . . . . . . . . σN−1,N
0 · · · 0 σN−1,N −(σN−1,N + σN)


, uj =



Qj

0
...
0

σN,∞h∞



Gerum nú ráð fyrir að framleiðslugögn séu til staðar fyrir M tímaskref. Skilgreinum
NM × 1 dálkvigurinn ĥ sem inniheldur vatnshæð í öllum geymum fyrir öll tímaskref,
þannig að fyrstu N stökin innihalda vatnshæð fyrsta tímaskref í geymum 1−N og síðustu
N stökin innihalda vatnshæð fyrir M -ta tímaskref í geymum 1−N .

ĥ =
[
h1,1 · · · hN,1 h1,2 · · · hN,2 · · · h1,M · · · hN,M

]T

Skilgreinum nú N × N afleiðuvirkjann D sem inniheldur 1/∆t í stökum i,i og −1/∆t í
stökum i+ 1,i

D = 1
∆t



1 0 · · · · · · 0
−1 . . . . . . . . . ...
0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 −1 1
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2 Fræði, aðferðir og gögn

Nú getum við útfært jöfnu 2.23 á eftirfarandi hátt:

(K⊗D)ĥ = (IN ⊗ S)ĥ + (JN ⊗ u), (2.24)

þar sem ⊗ er Kronecker-margfeldi, IN er N×N einingafylki og JN er N×1 dálkvigur sem
inniheldur 1 í öllum stökum. Jöfnu 2.24 má nú leysa út fyrir ĥ í einu skrefi á eftirfarandi
hátt:

ĥ = ((K⊗D)− (IN ⊗ S))−1 (JN ⊗ u). (2.25)
Við keyrslu líkansins er gert ráð fyrir að föst vatnshæð ytra umhverfis sé 0 m. Aðferð
lægstu kvaðrata er svo beitt til að leiðrétta stöðu vatnsborðs og líkanið skilar

h∗ = β0h + β1,

þar sem h∗ er leiðrétt staða vatnsborðs í framleiðslugeymi í öllum tímaskrefum, h er
útreiknuð staða vatnsborðs í framleiðslugeymi í sömu tímaskrefum og β0 og β1 þeir stuðlar
sem bestu lausn við mátun með aðferð lægstu kvaðrata.

2.5 Bestunarlíkan

Þau líkön, sem til skoðunar eru í þessu verkefni, taka inn ákveðin sett af breytum og skila
út frá þeim útreiknuðum niðurdrætti miðað við gefin framleiðslugögn. Í tilfelli tanklíkans
eru þessar breytistærðir N pör af geymslustuðli og viðnámi, þar sem N er fjöldi geyma
í kerfinu. Í tilfelli flæðislíkans lýsa breytistærðirnar ímynduðum geisla framleiðslusvæðis
og þeim stuðlum sem notaðir eru til að reikna lektarstuðul í hverju tímaskrefi og eru alls
N+1 talsins, þar sem N er fjöldi stuðla til ákvörðunar lektarstuðuls. Inntaksbreytur hvors
líkans eru skilgreindar með vigrinum x og má því rita jöfnu falls, sem skilar útreiknaðri
vatnshæð út frá inntaksbreytunum x og t, með

h : Ri×j 7→ Rj : h(x, t), (2.26)

þar sem i er fjöldi inntaksbreyta og j fjöldi tímaskrefa í tímavigrinum t. Við bestun
líkananna er tímabili mæligagna er skipt í tvo hluta, matsbil og spábil, út frá matshlutfalli
sem er til skoðunar hverju sinni. Matsbil vísar til þess hluta mæligagna sem hermd gögn
eru borin saman við en spábil notað sem framtíðarspágögn. Tímabilin eru skilgreind sem

tL = {x ∈ t | x ≤ t1 + δ(tj − t1) } (2.27)
tS = {x ∈ t | x > t1 + δ(tj − t1) }, (2.28)

þar sem t =
[
t1 t2 · · · tj

]
er j-staka vigur sem inniheldur tímaskref mæligagna og δ

er matshlutfall. Útreiknaður niðurdráttur á matsbili, tL, er borinn saman við mældan
niðurdrátt á sama bili og ferningssumma mismunavigurs lágmörkuð m.t.t. inntaksbreyt-
unnar x. Að lokinni bestun matsbils er svo niðurdráttur á spábili, tS, borinn saman við
mældan niðurdrátt á sama bili.
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2.5 Bestunarlíkan

Við bestun líkana er notast við fmin fallið í Python, sem byggir á Nelder-Mead bestun-
aralgríminu. Algrímið hefur þann kost að það getur leitað uppi staðbundið lággildi falls á
tiltölulega auðveldan hátt án þess að notast við afleiður fallsins (Nelder and Mead, 1965).
Bestunarfallið er ekki háð neinum skorðum og tekur einungis inn upphafspunkt sem sjá
má í töflu 2.3.

Líkan Afbrigði Upphafspunktur, x0 Tákn
Flæðislíkan 1 k-stuðull [200, 0.5] D1
Flæðislíkan 2 k-stuðlar [200, 0.5, 0] D2
Flæðislíkan 3 k-stuðlar [200, 0.5, 0, 0] D3
Flæðislíkan 5 k-stuðlar [200, 0.5, 0, 0,0, 0] D5
Tanklíkan 2 geymar, opið [150, 13000, 1500000, 0.016] T2
Tanklíkan 3 geymar, opið [150, 13000, 1500000, 0.016, 0.0033, 0.009] T3

Tafla 2.3: Upphafspunktar bestunarlíkans fyrir allar aðferðir sem til skoðunar eru í verk-
efninu.
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3 Niðurstöður

Alls voru 6 mismunandi líkön tekin til skoðunar, þ.e. fjögur afbrigði af flæðislíkani og tvö
afbrigði af tanklíkani. Borin voru saman meðalferningsfrávik, meðalfrávik og hæsta frávik
fyrir matsbil og spábil. Í töflu 3.1 má sjá útlistun á þeim aðferðum sem til skoðunar eru,
ásamt tilvísunartáknum þeirra sem notuð eru í töflum og gröfum. Öll afbrigði líkananna
tveggja voru bestuð fyrir 1/5, 2/5, 3/4, 4/5 og 5/5 matshlutfall.

Líkan Afbrigði Tákn
Flæðislíkan 1 k-stuðull, lektarstuðull fastur D1
Flæðislíkan 2 k-stuðlar, lektarstuðull háður vatnshæð D2
Flæðislíkan 3 k-stuðlar, lektarstuðull háður vatnshæð og tíma D3
Flæðislíkan 5 k-stuðlar, lektarstuðull háður vatnshæð og tíma D5
Tanklíkan 2 geymar, opið T2
Tanklíkan 3 geymar, opið T3

Tafla 3.1: Yfirlit yfir aðferðir sem teknar eru til samanburðar.

3.1 Samanburður aðferða

Hér verður skoðað hvernig meðalferningsfrávik, meðalfrávik og mesta frávik mats- og spá-
bils þróast með hækkandi matshlutfalli. Þau gröf sem teiknuð eru upp sýna matshlutfall
á lárétta ásnum og frávik á lóðrétta ásnum, og línurnar tilheyra þeim aðferðum sem til
skoðunar eru.

3.1.1 Matsbil

Þegar litið er á niðurstöður fyrir matsbil í heild má sjá að meðalferningsfrávik (mynd 3.1),
meðalfrávik (mynd 3.2) og mesta frávik (mynd 3.3) matsbils fara almennt hækkandi eftir
því sem matshlutfall eykst. Við þessu er að búast þar sem að því færri samanburðargögn
eru til staðar, því meiri líkur eru á nákvæmri lausn. Á myndunum má sjá að frávik 3ja
geyma tanklíkans þróast stöðugast af öllum aðferðum og gefur það almennt betri lausn.
Þegar litið er til einstakra tilfella gefur 5 k-stuðla flæðislíkan lægsta meðalferningsfrávik
og meðalfrávik á matsbili fyrir matshlutföllin 1/5 og 4/5.
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3 Niðurstöður

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Matshlutfall

5.5

6.0

6.5

7.0

7.5

8.0

8.5

9.0

9.5

M
e
ð
a
lf
e
rn
in
g
sf
rá
v
ik
 m

a
ts
b
ils
 [
m
]

D1
D2
D3
D5
T2
T3

Mynd 3.1: Meðalferningsfrávik, milli líkans og mælds niðurdráttar, fyrir matsbil sem fall
af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laugarnesi.
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Mynd 3.2: Meðalfrávik matsbils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laugarnesi.
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3.1 Samanburður aðferða
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Mynd 3.3: Mesta frávik matsbils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laugarnesi.

3.1.2 Spábil

Myndir 3.4, 3.5 og 3.6 sýna meðalferningsfrávik, meðalfrávik og mesta frávik spábils sem
fall af matshlutfalli. Niðurstöðurnar sýna að 2ja geyma tanklíkan gefur almennt bestu
lausn en 2 k-stuðla flæðislíkan gefur bestu lausn fyrir matshlutfall 1/5. Fyrir matshlutfall
2/5 verður lausn 3ja geyma tanklíkans óstöðug að loknu matsbili líkt og sjá má á mynd
3.8 í næsta undirkafla. Frávik þeirrar lausnar eru því ekki sýndar á eftirfarandi myndum.
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3 Niðurstöður
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Mynd 3.4: Meðalferningsfrávik spábils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laug-
arnesi.
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Mynd 3.5: Meðalfrávik spábils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laugarnesi.
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3.2 Samræmi fráviks í tímaröð
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Mynd 3.6: Mesta frávik spábils sem fall af matshlutfalli fyrir vinnslusvæðið í Laugarnesi.

3.2 Samræmi fráviks í tímaröð

Myndir 3.7, 3.8, 3.9 og 3.10 sýna frávik frá mæligögnum í timaröð fyrir matshlutföllin
1/5, 2/5, 3/5 og 4/5. Lóðréttu brotalínurnar sýna mörkin milli lærdóms- og spábils. Af
myndunum að dæma fylgja frávik allra aðferða almennt svipaðri þróun þrátt fyrir að
þróast hver í sína stefnu.
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3 Niðurstöður
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Mynd 3.7: Fjarlægð líkans frá mældum gögnum fyrir matshlutfall 1/5.
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Mynd 3.8: Fjarlægð líkans frá mældum gögnum fyrir matshlutfall 2/5.
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3.2 Samræmi fráviks í tímaröð
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Mynd 3.9: Fjarlægð líkans frá mældum gögnum fyrir matshlutfall 3/5.
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Mynd 3.10: Fjarlægð líkans frá mældum gögnum fyrir matshlutfall 4/5.
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4 Samantekt

Þegar á heildina litið er áhugavert að sjá að flæðislíkan byggt á lögmáli Darcy er vel
samkeppnishæft við tanklíkanið, þrátt fyrir að gefa ekki almennt bestu lausn. Í einu
tilfelli, mögulega því mikilvægasta, gaf útfærsla á flæðislíkaninu bestu spálausn en sú lausn
fékkst fyrir matshlutfall 1/5; lægsta hlutfall sem til skoðunar var. Athygli vakti að flóknari
útfærslur á flæðislíkaninu gáfu almennt verri langtíma spálausnir og má það eflaust rekja
til ofmátunar (e. overfitting). Athygli vakti einnig að fyrir hærri matshlutföllin, 3/5
og 4/5, gefa allar aðferðir svipaðar niðurstöður. Ennfremur vakti athygli að frávik allra
líkana fylgdu svipuðu hegðunarmynstri allt tímabilið þegar fjarlægð líkans frá mældum
niðurdrætti voru skoðuð í tímaröð, þó sveiflurnar væru mismiklar. Ástæður þess má m.a.
rekja til óvissu í framleiðslu- og niðurdráttargögnum og náttúrulegs inn- og útflæðis af
svæðinu.

Helsti ókostur flæðislíkansins er að keyrslutími þess er umtalsvert lengri en tanklíkans.
Ástæður þess má rekja til nokkurra atriða, m.a. vegna þess að flæðislíkanið skiptir svæðinu
upp í fleiri einingar. Flæðislíkanið er einnig leyst með „for-lykkju” á meðan tanklíkanið
er leyst með fylkjaaðferðum, en síðarnefnda aðferðin hefur almennt styttri lausnartíma
þegar unnið er með forskriftarmál. Það vandamál mætti lágmarka með því að forrita
aðferðirnar í máli á borð við C, C++ og FORTRAN, þar sem forritskóðinn er vistþýddur
áður en hann er keyrður. Í framhaldi af þessu verkefni væri áhugavert að skoða hvort
betri lausn fáist með því að tengja ákvörðun lektarstuðuls við uppsetningu nýrra borhola.
Með því væri þá t.d. hægt að reikna nýjan lektarstuðul í hvert skipti sem borhola er
tekin í notkun, og eftir að lærdómstímabili lýkur yrði seinasti lektarstuðull notaður út
allt tímabilið.
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