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Utdrattur

[ fyrri hluta verkefnisins er fjallad um préun aldursbundar danartidni hérlendis & und-
anférnum aratugum og einkenni préunarinnar. Danartidefurfario stodugt leekkandi
sem er i takt vid préunina annars stadar & Vesturlondumnitieddi af pvi er proad dan-
artionilikan med bayesiskri adferdafreedi sem byggir a Cager hugmyndinni og lysir
danartioni islenskra kvenna annars vegar og karla hinsrvdgarnar eru saman tveer
mismunandi dreifingarforsendur Lee-Carter-likansins gg&n annars vegar er gert rao
fyrir lognormal-dreifingu danartioni en hins vegar peiwrdendu ad fjoldi danartilfella
luti poisson-dreifingu. Pad sem einkennir islensk lyofgadn, eins og lydfraedigogn
famennra pjoda, er mikill breytileiki i danartioni par seértsvert daudsfall hefur mikil
ahrif og virdist poisson-dreifingarutfeersla Lee-Cartkaihsins na med traverdugri heetti
ao hondla pann breytileika.

i sidari hlutanum er fjallad um langlifisahaettu sem tekuriasivi verdlagningu lifeyr-
isgreidsina og stafar af 6vissri proun danartioni og paeidndi langlifis. Verdlagningin
er metin annars vegar midad vio aframhaldandi laeekkandyfiega) danartioni og hins
vegar fasta (6breytta) danartioni med notkun poisson Lage€likansins. Nidurstadan
er mismunandi eftir aldurshépum en verdlagningin er frag@dvivera um 19% laegri fyr-
ir eldri aldurshopa til um 28% laegri fyrir yngri aldurshépadar midad er vid forsendu
um fasta danartioni medan proun hennar fer leekkandi skamiliki. Lifeyrisréttindi sem
byggja a fastri danartioni medan préun hennar fer leekkdodilganinu leida til ofmats
a réttindum og greidsluprots i nanast 100% tilfella.






Formali

Upphaf pessa verkefnis ma rekja til samtals sem ég atti vigaf€émasson en par kom
m.a. til umraedu ahrif avoxtunar og aukinnar aevilengdarsgldga a afkomu lifeyris-
sj0da. bessir tveir peettir skipta miklu mali i rekstri lifsgjoda og vid akvordun réttinda-
oflunar sjodsfélaga.

Pegar farid var ad skoda nylegar rannsoknir tengdar pessdfiangsefnum for ad
bera & umfjollun um hugtakio ‘langlifisdheetta’ og henni 8ilgfirleitt notkun Lee-Carter-
likansins fyrir danartioni. Vio nanari athugun var 4kve®égna umfangs verkefnisins, ad
einskorda pad vid umfjéllun um langlifishdhaettu og ad notaCaeer-likanid vid ad meta
og spa fyrir um danartidni & islandi.

Fljotlega eftir ad verkefnid for af stad var akvedid ad noagdsiska adferdafreedi vid
arlausn pess en ég hafdi sott tvd ndmskeid i bayesiskrédifvio verkfreedideild Haskodla
islands. Pessi namskeid kenndi Birgir Hrafnkelsson. béms fdu nylega komid Gt
greinar sem Utfeerdu Lee-Carter-likanid a bayesiskan hatt.

Verkefninu er skipt upp i tvo hluta par sem i fyrri hlutanumfjailad um déanartioni
og préun tveggja bayesiskra Lee-Carter-likana fyrir dédairislenskra karla og kvenna.
Sidari hlutinn fjallar um langlifi og mat a langlifisdhaettu pam nidurstédur Lee-Carter-
likansins ar fyrri hlutanum eru notadar.

Vid vinnslu verkefnisins var studst vid opinn hugbunad angagnavinnsla og mynd-
ir voru unnar i R en textavinnslan gerd i MiKTeX. Vid pydingahagfraedi og t6lfraedi
hugtokum var studst vio hagfreediordasafnid en par sem wikidfra pvi eda par sem
pydingar vantadi eru ensku heitin i nedanmalsgrein.

Verkefnid gildir sem 30 ECTS punktar og var unnid undir hamlu Helga Tomas-
sonar dosents vid hagfraedideild og Birgis Hrafnkelssorefdimanns a Reiknistofu Ha-
skolans & timabilinu juni 2008 til mai 2010 og pakka ég peidskignina.

Verkefnid var styrkt af Landssamtokum lifeyrissjoda ogaglpakka peim veitta adstod.
Sérstaklega vil ég pakka peim Hrafni Magnussyni, framkvastjdra samtakanna og
Bjarna Gudmundssyni, tryggingasteerdfraeding fyrir peitraga & verkefninu.

Ad lokum vil ég pakka Jonu Svandisi borvaldsdaéttur fyrir lgstur og gédar abend-
ingar um pad sem betur métti fara.

Reykjavik, mai 2010

Rafn Sigurdsson
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Danartionilikan



Kafli 1
Inngangur

»Don’t fear your mortality, because it is this very mortalibyat gives meaning and depth
and poignancy to all the days that will be granted to yd@aul Tsongas.

Danartioni hefur a undanférnum aratugum leekkad hérlenmdsé hefur leitt til auk-
innar aevilengdg'eins 0g annars stadar i hinum vestraena heimi. Laekkandi té@mar
hefur ymis pjodfélagsleg ahrif s.s. efnahagsleg, félagstg heilsufarsleg. begar litid er
til opinbera geirans ma aetla ad kostnadur vid velferdadepfie. heilbrigdis- og trygg-
ingakerfisins aukist med haekkandi lifaldri. | einkageimariefur prounin ahrif a liftrygg-
ingafélog auk pess sem lifeyrisskuldbindingar lifeyhés) aukast med haekkandi lifaldri.
Pad er pvi mikilveegt ad atta sig a pessum stadreyndum og adidigi sem nakvaemast
mat & danartioni og spa um proun hennar & komandi aratugum.

Pitacco (2004) flokkar spalikon fyrir danartidni i tvo flokka fyrri flokknum eru
spalikdbn sem spa steerdum eins og dénartiﬁn(t(}ﬁ), danarlikum qx(t)ﬁ) eda danar-
hlutfalli (qx(t)/px(t)H). Hinn flokkurinn inniheldur likon par sem stikum danartiéns
er spad.

Oft eru danartionilikonin sett fram med falli sem lysir 4@we danartidnilogmali.
Daemi um pannig fall er

ax(t) = ax(t) f(x,t—t) (1.1)

bar sent’ er vidmidunarar od fall, oft veldisfall, had aldrix og tima fra vidmidunarari,

t —t’. betta fall lysir likum & ad lifa ar til vidbétar. Lefebvreq@6) sér prji vandamal vid
bessa framsetningu. | fyrsta lagi ad mati® & breytingum atémhuglaegt sem lysir sér i
fallinu. 1 6dru lagi er spaadferdin byggd a forékvbréuéLaﬁE en ekki slembilikani og
er pvi ekki slembin sem pydir ad ekki er haegt ad reikna oryajgisn spagildid. | pridja
lagi parf med reglulegu millibili ad endurmeta stika likarsvegna breytinga sem verda

1Sja umfjéllun um aevilengd i hiuf@ll og skilgreiningu i kaf&l7
2Sj4 skilgreiningu i kafl&l2

3Sja umfjéllun i kafldZ1

4e. mortality odds

Se. deterministic model



a aldursbundinni danartioni pydisins. Vegna pessa erky¥ordud likon ekki hentug til
langtima spagerdar um danartioni.

Lee-Carter-likanio (sjal_Lee & Carter (1992)) sem skoda@éer fellur undir sidari
flokkinn en pé med peim haetti ad spa byggd a pvi er slembin. ridkaem ber heiti
héfundanna var fyrst sett fram arid 1992 i peim tilgangi a@fgpr um aevilengd ameriskra
karla en pad gengur Ut fra pvi ad danartidni({)) sé lognormal-dreifd, p.e. ad logaritmi
af danartioni sé normaldreifdur og megi skrifa a eftirfatiamatt

|0g(ux(t)) = Ox+ Bth + Ex(t), (12)

par semuy(t) stendur fyrir danartioni vid aldux & almanaksati. Fra upphafi hefur pad
notid aukinna vinseelda og notkun pess hefur verid almenn megna pess ad stikar
likansins eru auétulkanIeEien ekki sist vegna pess hve audvelt er ad spa aldursbundinni
danartioni med pvi.

Lee-Carter-likanid er annad af tveimur danartionilikbraem breska tryggingastaero-
fraeéifélagia maelir med en hitt er, P-Spline likon, Antolin (2007). Maritdiastofnun
Bandan’kjanr@motar pad sem viomiad fyrir sinar folksfildaspar auk pess $eygginga-
stofnunarrad Bandarl'kjarH\maelir med notkun pess, Czado, Delwarde & Denuit (2005).

Lee-Carter-likanid hefur mikio verid rannsakad og pa sétsta Utvikkanir a pvi sem
flestar Iuta ad timaradalikaninu fykr sja t.d/ Booth, Hyndman, Tickle & de Jong (2006)
oglLee (2000). Skrifadar hafa verid greinar par sem ymsaenstiur & pvi hafa verid not-
adar til ad meta og spa danartioni pj6da, sja L.d. Koissipish& Hognas [(2005) par
sem Lee-Carter-likanid er notad til ad meta danartionekag kvenna innan Nordurland-
anna (po ekki islands) og Delwarde, Denuit, Guillén & Vithel- Angueral(2006) par sem
likanid er notad til ad meta danartidni innan G5 rikjanna.

I hefébundinni tidnitolfreedi eru stikar likansins metnarmig ad likanid er fellt ad
fylki af metinni aldursbundinni danartionirg(t)) med einfoldu gildisnidurbrottl Pannig
erudy, fix 0gK; valin sem

a)%ixr}(t Z Z('OQ(mx(t)) — O — Bxky) . (1.3)
Fleiri adferdir eru po notadar til ad meta stika leikansigga helst hAmarkssennileikaad-
ferd og vegin adhvarfsadferd. Kaissi el al. (2005) bera greadferdir saman vid mat a
danartioni karla og kvenna innan Nordurlandanna. Hér eajt bnnur leid til ad fella
likanid ad danartioni islenskra karla og kvenna en pad emged bayesiskri nalgun par
sem gengid verdur Ut fra tveimur 6likum dreifingum & annagavelanartioni og hins
vegar fjblda daudsfalla.

6Sja nanar i kafll3

e. English Actuarial Profession

8e. U.S. Census Bureau

9e. US Social Security Technical Advisory Panels
e. singular value decomposition



[ Pedrozal(2006) er ad finna bayesiska UGtfeerslu & Lee-Gikd@inu sem gengur,
eins og i upphaflegu greininni, sbr. Lee & Carter (1992) Ut étnata danartioni ameriskra
karla. Gengid er Gt fra pvi i badum tilfellum ad danartidmildgnormal-dreifingu. i grein-
inni er timaradalikanid fyrik; slembigangur med rexl eins og i upphaflegu greininni
og er likanio pannig skrifad nefnt ‘hefobundid Lee-Cattkan’. IPedrozal(2006) skrifar
likanid a éstandsrumsfo@iog synir med pvi ad audvelt er med bayesiskri adferdafreedi
ad utvikka t.d. timaradalikanid fyri; yfir i mismunandi ARIMA-likbn eda bjéda upp
& mismunandi dreifni eftir aldurshépum fyrir logaritma aflarsbundinni danartidni. |
Reichmuth & Sarferaz (2008) er bayesiska utfeerslan af Large€likani Pedroza (2006)
utvikkud enn frekar sem margvitt eiginfylgniferli par seeyfo er vixlverkun skyribreyta
og Il’kanabrey@.

i Brouhns, Denuit & Vermunt (2002b) er farin énnur nalgun a@tCarter-likaninu en
par er fj6ldi danartilfella latinn lGta poisson-dreifingarsem danartidnin er skrifud a log-
tvill'nuleglla formi sbr. Lee-Carter hugmyndina.l i Czado €t al. (2005) eénfhayesisk
leid ad pessari poisson-dreifingarnalgun & Lee-Cartanlitu en par er timaradalikanio
frabrugodid hefdbundna Lee-Carter-likaninu i pvi ad fraira linulegu medaltali i tima
er 1atio fylgja AR(1)-likani.

Eins og kemur fram baedii Lee & Carter (1992) og Pedrbza (2p@@jerir spaskekkj-
an i Lee-Carter-likani, par sem skikarnir eru metnir me&au gildisnidurbroti, ekki rad
fyrir skekkju i mati & stikum likansins. Pannig er litid fram& skekkju i mati & baed og
B vigrunum auk dreifni i leifalidnung. IPedrozal (2006) bendir & ad einn af kostum bayes-
iskrar nalgunar sé sa ad skekkja i mati stikavigranna sé&lmmi spaskekkjw vigursins.
Auk pessa bendlr Pedroza (2006) & ad bayesiska nalguninrgetihondlad topud gildi
og innifalid 6vissuna samfara pvi i spaskekkjuna.

[ pessum fyrri hluta verkefnisins er fjallad nanar um déideit hugtakid skilgreint,
préun danartioni a undanférnum aratugum skodud og prodé fikir danartioni islenskra
karla og kvenna til pess baedi ad lysa préuninni & undanforfatugum og spa fyrir um
préunina i komandi framtid.

Eftir ad danartioni hefur verid skilgreind i kafla 2 og helstetlum til ad meta hana
lyst verda einkenni prounar danartioni & undanférnum gratuhérlendis skodud i sam-
anburdi vid préunina hja 68rum vestraenum pjédum. | Kdfla 3ea-Carter-likaninu fyrir
danartioni lyst og stikar pess utskyrdir. | verkefninu eyésiskri adferdafraedi beitt og
bar sem pad er frekar nyleg nalgun pa er helstu hugtokum kskyasadferdafreedi lyst. |
framhaldi af pvi eru Gibbs safnarar fyrir tvé bayesisk likéiadir it en pau byggja ann-
ars vegar a lognormal-dreifingu danartioni, sbr. Pedro@8€Rog hins vegar & poisson-
dreifingu fjolda danartilfella, sbr. Czado el al. (2005).

i gallaleitarkaflanur@ kafla[4, er gognunum lyst auk pess sem fjallad er um pau

e, random walk with drift
1%, state space

B3¢, latent variables

14e. log-bilinear

5. diagnostic



vandamal sem koma upp vid notkun islenskra lydfreedigagnsoard eru gogn fyrir is-
lenska karla og konur yfir timabilid fra arinu 1945 til 2007aupvandamal tengjast fyrst
og fremst famenni pjédarinnar og lysa sér i lagri danartidadal barna sem oft er nall,
p.e. engin daudsfoll i akvednum aldurshopum innan almamalkes petta skapar sérstakt
vandamal i lognormal-likaninu. Annad einkenni lydfreedjga fyrir famennar pjéoir er
ad argangar deyja fyrr at en medal fjolmennari pjoda semakeainnig vandamal i likan-
inu. Notud eru arleg gogn fyrir aldurshopa fra feedingu ogtdlD9 ara aldurs en pad er
ekki fyrr en & allra sidustu arum ad pad er ordin almenn regléskendingar fylli i alla
aldurshopa a tireedisaldri. Pegar buid er ad ganga ur skugg@tnermdu gildin ar eftira-
dreifingum stikanna fullnaegi peim skilyréum ad geta tallsh® Grtdk er haegt ad bera pau
saman, p.e. bayesisku lognormal og poisson Lee-Cartamiilog er pad gert myndraent.
Teiknadar eru yfirborésmyn@ af matinu a aldursbundinni danartioni fyrir hvort likan
fyrir sig auk pess sem pverskurdarmyndir aldursbundind@aadioni fyrir einstok ar eru
skodadar. Ferningsleifafravik eru reiknud fyrir likdnig skodud i timardd. Ad lokum eru
spéeiginleikar likananna kannadir en peir eru mikilvee@tityv i sidari hluta verkefnisins.
Markmidid med pessum samanburdi er ad velja likan sem ujpgbdu skilyrdi ad meta
aldursbundna danartioni islenskra karla og kvenna og spd Beraverdugan hatt.

16, surface plot



Kafli 2
Danartioni

Ef Tx(t) stendur fyrir vidbotarlifaldur einstaklings vid aldwi@& tima eda almanaksdrpa
mun vidkomandi einstaklingur deyja a &r- Ty(t) og hafa pa nad aldr+ Ty(t). Skyndi-
lega dénaréhaeﬂdoessa einstaklings vid alduima skilgreina pannig

i) — fim POS T <Al

2.1
At—0 At ( )

skv. skilgreiningu a skilyrtum likum. Hugtakid danaraheegins og pad er skilgreint er
einnig nefnt afl dénartiéninr%raldursbundin dénartl’%ééa einfaldlega dénartiﬁm’ains
og er gert hér, p.e. pegar talad er um danartioni i pessgerditer att vio staerdina(t).
Vid medhondlun lydfreedigagna, par a medal danartioni, eturfptud pannig ad mio-
aod er vid aldur einstaklinE$egar atburdir gerast i lifi hans en ekki faeéin&s@lm veeri
annar moguleiki. Danargbgn ganga pannig at fra pvi ad skhdr fdegar daudsfall verd-
ur & tilteknu almanaksari. Onnur leid til ad skra daudsfolaé mida vid feedingarar en
ekki aldur viokomandi. Ad mida vid faedingarar veldur skeg’ﬁrvandameﬂi par sem
ekki eru til danargégn um allan arganginn fyrr en ramlegataindrad arum eftir faed-
ingararid sem fleekir alla utreikninga. Nanari umfjéllun unismun a notkun aldurs- og
feedingararsgagna ma finna_i Wilmoth, Andreev, Jdanov & @B07) og Gerber (1997).

2.1 Mat

Utreikningar & danartidni taka mid baedi af alddrog ari tH 0g er gengio Ut fra peirri
forsendu ad danartioni sé fost fyrir sérhvern aldursh@man arsing. Pannig erny(t)

e. hazard

2e. force of mortality

3e. age-specific mortality rate

“4e. (central) death rate, (central) mortality rate
Se. period data

6e. cohort data

e. censoring

8x ogt eru heiltdlur
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Mynd 2.1: Lexis skyringarmynd.

prepafall baedi k ogt, p.e.

My (t+T) = py(t) fyrir 0 <x,T<1 (2.2)

Danartioni getur pvi einungis breyst milli aldurshépa agabila en ekki innan peirra.
Skilgreinum nu eftirfarandi steerdir.

o L,(t) er fjoldi lifandi einstaklinga i aldurshopii upphafi arg.

o Ey(t) er meelikvardi & tima i éh&tﬁyrir aldurshépx a arit. Ex(t) stendur pannig
fyrir heildarliftima allra einstaklinga i aldurshapa arit, meeldan i mannért@ par
sem eitt mannar samanstendur af einu ari i lifi einstakliig$t) er reiknad mis-
nadkveemlega eftir adstaeedum en pegar pad er reiknad sem nakvéeggur sérhver
einstaklingur ekkert tiEy(t) nema nakveemlega pann tima sem hann&a & arinu
t. Ef einstaklingur ex— 1 &rs i upphafi arsleggur hann mannar tit,_1(t) pangad
til hann verduix ara pa fer hann ad leggja mannagilt). Pegar einstaklingur deyr
pa haettir hann ad leggja til manhar

e Dy(t) er sa fjoldi einstaklinga i aldurshopisem lést 4 ar.

| Gerber (1997) er synt fram & ad hamarkssennileikamatiénartiéni vié aldurx a
timat er fjoldi daudsfalla deilt med mannarum eda

mi(t) = 3 (2.3)

9e. exposure-to-risk
10¢, person years
LA Lexis skyringarmyndinni er nakvaemum Gtreikningi & mammabetur lyst
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Mynd 2.2: bréun danartioni(log(my(t))) akvedinna aldurshépa islenskra karla fra arinu 1838
til 2007. Myndin synir danartidni yfir fimm ara timabil nemaasta timabilid sem naer yfir prju ar.

Vid mat & aldursbundinni danartioni parf pvi ad hafa upplgar um baedi fijdlda daudsfalla
og fjélda mannara sem par liggja ad baki.

Einfaldasta matid & mannaruiBy(t), er ad lateEy(t) = Lx(t) standa fyrir fjdlda ein-
staklinga a lifi i aldurshopii upphafi ars og i storum pydum getur pad gefid fullneegjandi
nakveemni.

Nakveemara mat sem tekur tillit til buferlaflutninga og duggardrgum tilfellum er

Lu(t) + Lyt1(t+1)

Ex(t) = 5 : (2.4)

Enn nakveemara mat sem byggist & pvi ad taka danarupplysirgag med i reikn-
inginn er
Lx(t) + Lyt1(t+1) 4+ Dx(t)

Ex(t) = 5 . (2.5)

Mat byggt & Lexis skyringarmynd gefur pé enn betra mat & mamma@g er pad notad
hér. Mynd [2Z:1) synir Lexis skyringarmynd par sem timi fyligirétta Asnum og aldur peim
|6drétta. Hornalinurnar standa fyrir liftima einstakingem eldast um leid og timinn lidur.
Holur hringur tdknar nyjan einstakling i pydinu medan fytltringur taknar einstakling
sem yfirgefur pydid og heettir pvi ad gefa mannar. Pad getud vegna aldlats, flutnings
eda af 6drum astsedum. Ferningunum & Lexis skyringarmynudiarskipta upp i efri og



— Afyrsta ari
- - 25éara

- 50 ara
75 ara

\\\\\

Log(danartioni)
7
\

1850 1900 1950 2000

Ar

Mynd 2.3: bréun danartidni(log(my(t))) akvedinna aldurshépa islenskra kvenna fra arinu 1838
til 2007. Myndin synir danartidni yfir fimm ara timabil nemaasta timabilid sem naer yfir prju ar.

nedri prihyrninga par sem skurdpunktur peirra liggur frmnaehorninu vinstra megin upp
i efra hornid haegra megin. Ef verid er ad skoda ferning sendstefyrir aldurx & timat
pa samanstendur efri Lexis prihyrningurinn af peim eingtgkim sem urdw ara & arinu
t — 1 og tilheyra pvi argangi— x— 1, medan nedri Lexis prihyrningurinn samanstendur af
peim einstaklingum sem tilheyra argamgit x og verda pvi ara a arinu.
Med pvi ad nyta Lexis skyringarmyndina er haegt er ad syna &ad

L) +x(t+1) D (t) — DX (t)

B(t) = 2 6

(2.6)

ef gert er rad fyrir pvi ad danartioni sé jafndreifd innan tsvbexis prihyrningsins fyrir
sig auk pess sem faedingardagar einstaklinga i hvorum ar¢largk — 1 ogt — x) séu
jafndreifdir innan arsins, sja nanar i Wilmoth et all (2007Dk(t) og DY (t) stendur pa
fyrir fjolda daudsfalla i annars vegar nedri og hins vegairladxis prihyrningi.

Danartioni er ekki pad sama og likurnar & ad deyja vio akdutimat sem er taknad
medgx(t). Skv. jofnum [Z2ZD) od(Z]3) eru pessar likur

o) DO/BM D

T L ID()/Edt)  Ex(t) + 3Du(1) 2.7)

ef ax = 1/2 sem gildir fyrir alla aldursh6pa nema pann yngsta og eitdpessu sést ad i
peim aldurshépum, hja fjslmennum pjodum, par sem danariditil er my(t) ~ gx(t) en



hja famennum pjédum gildir petta ekki endilega og sérstgklekki i peim aldurshépum
par sem danartidni er haest.
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Mynd 2.4: Aldursbundnir liftimaferlar(S(t)) islenskra karla og kvenna fyrir &kvedin ar. Mynd-
irnar syna liftimaferli yfir fimm &ra timabil nema sidasta &iilid sem naer yfir prju ar. Artélin
syna midar timabilanna.

Karlar Konur
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Mynd 2.5: Aldursbundnir daudsfallaferlafdy(t)) islenskra karla og kvenna fyrir akvedin ar.
Myndirnar syna daudsfallaferla yfir fimm ara timabil nemaasita timabilid sem neer yfir prju ar.
Artélin syna midar timabilanna.

2.2 broun

Pegar préun danartidni & islandi & timabilinu fra 1838 tD2@r skodud sést ad han hefur
verid a stodugri hreyfingu en i heildina litid po farid leekkaa timabilinu. A myndum
(Z2) og [Z.B) sem syna préun danartidni akvedinna aldpestkérla og kvenna a fyrr-
greindu timabili sést ad prounin hefur verid 6lik medal asthdpa en er pé mjoég sambeeri-
leg medal kynja. begar myndirnar eru skodadar sést ad i fipffphabilsins var danartioni
barna & fyrsta ari haest en laegst var hun hja 25 ara aldurshmgemadunin, yfir timabilid,
hefur hins vegar ordid su ad danartioni yngri aldurshopdmafiar lsekkad meira en peirra

10



eldri og i dag er stadan su ad danartioni er haest hja 75 areshfihinum en afram laegst
hja 25 &ra aldurshépnum. Danartioni barna a fyrsta ari Hefiast pannig ad han er ndana
sambeerileg danartidni 50 ara aldurshdpsins hja hvoru yinisig. A timabilinu er proun
danartioni yfirleitt j6fn milli ara en p6 koma fyrir timabigp sem snégg umskipti eiga sér
stad og pa sérstaklega a fyrri hluta timabilsins. Pess vdgr@weinnig vart a sidari hluta
timabilsins og pannig er aberandi fallid i danartioni hjad2a aldurshopnum i kringum
1950 sem verdur hja badum kynjum en er p6 aberandi meira marko Pessar myndir
syna ad danartioni er ekki einhver fost staerd heldur er hifugt ad breytast og pannig
getur préunin verid olik medal dlikra aldurshopa. P6 bengiadirnar til pess ad prounin
medal kynjanna hafi verid svipud a timabilinu.

Préunina ma sja enn betur a myndum12.4)[fi[}2.6) par semakad pversnid af
premur einkennum i préun danartioni & undanférnum arum,Rkaccb (2004), Olivieri
(2001) od Lefebvie (2006).

Karlar Konur

log(danartidni)

log(danartidni)
-6
1

-6
|

-8
L

-8
L

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Aldur Aldur

Mynd 2.6: Aldursbundin danartidnilog(my(t))) islenskra karla og kvenna fyrir dkvedin ar.
Myndirnar syna danartidni yfir fimm ara timabil nema sidastaabilid sem neer yfir prja ar. Ar-
tolin syna midar timabilanna.

e | fyrsta lagi er pad ferningsmynd@]en fyrirbzerid sést vel a mynf(2.4) sem syn-
ir liftimafallio, S<(t), fyrir valin ar. Ferningsmyndunin felst i pvi ad liftimafiall
feerist stoougt til haegri vegna pess ad daudsfoll safnadtigtieer algengustu aevi-
lengdinni. Fylgnin er svipud medal karla og kvenna en péfgmafall kvenna naer
ferningsmyndun en karla. Nanari umfjollun um liftimafélér ad finna i kafld{7l1)
en hér er pad reiknad Ut frd sambandiBuf) = [, exp(—m(t)).

e Annad einkenni er feersla dauésfallaferil@a’; att ad heerri aldri en pad seést vel
a mynd [Z5). Daudsfallaferillinn synir hlutfall latinna(t), i aldurshopi og er
byggdur & liftimafallinuS(t), pannig addy(t) = S(t) — Sc—1(t). Myndin synir ad

12¢, rectangularization
13gja skilgreiningu & liftimafallinu i kafla.1
14, death curve
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algengasti aldur daudsfalla er sifellt ad haekka og feerastlmgengustu sevilengd-
inni.

e | pridja lagi er pad stokk i danartidni medal ungra karlmaenaiin nser hamarki
kringum tvitugt. A mynd[[Z16) sést petta stokk og virdist padhamarki rétt fyrir
tvitugt en eftir pad fer danartioni aftur leekkandi. Sambegtistokk medal kvenna er
sidur greinanlegt. Annad sem pessar myndir syna er ha da@martedal nyfseddra
sem laekkar hratt fram ad fermingu en fer svo vaxandi eftir pad

Umfjollunin synir ad proun danartidni a islandi baedi medall& og kvenna hefur &
undanférnum aratugum i adalatrioum fylgt somu einkennurprégin danartioni annars
stadar a Vesturlondum.

12



Kafli 3
Lee-Carter-likanio

Lee-Carter-likanid sem sett er fram & log-tvilinulegu fofefist i pvi ad skrifa danartioni
fyrir aldurshopx a timat, par senx=1,2,...,p, ogt = 1,2,...,n, & eftirffarnadi hatt

yx(t) = Oy + Bkt + &(1), (3.1)

par semyy(t) = log(mk(t)) er logaritmi af metinni danartioni fyrir aldurshopa tima
t. Leifalidirnir ex(t) eru einsdreifdir auk pess sem vigrarriog 3 uppfylla eftirfarandi
hlidarskilyrdi

Yre=0. §B=1 (3.2)

til ad tryggja einhlita lausn.
Tulkun & stikunum er eftirfarandi:

e 0y stendur fyrir medaltal log@i(t)) yfir tima. Pannig er exy) lysing a danartioni
eftir aldri.

e [y stendur fyrir aldursbundna fylgni i danartioni og gefukyinna neamni logaritma
af danartioni i aldurshopivio breytingum i fylgni i timak;. Bx getur verdid baedi
jakveett og neikveett en neikvagitbendir til pess ad danartioni sé vaxandi fyrir pann
aldurshop. Logury segir pvi til um i hvada aldurshépum danartioni leekkar hratt
og i hvada hépum hun laekkar haegt m.t.t. fylgni i tima,

e K¢: stendur fyrir fylgni danartioni i tima og er su sama fyrilaadldurshopa eins
og likanio er sett fram hér. Breytingar a danartioni i timar fgldurshépx, fylgja
breytingum ik; m.t.t. breytinga i aldrx, p.e.K; - Bx.

o Leifalidurinn, g(t), med medalgildid ndll og dreifng? lysir sogulegum aldurs-
bundnum breytingum sem likanid neaer ekki ad greina.

13



3.1 Bayesisk adferdafraedi

Bayesisk tolfraedi byggir & gamalli hugmyndafreedi sem hgémgio i gegnum endurnyjun
lifdaga & allra seinustu arum m.a. vegna framfara i likiredéf og t6lvutaekni en han
krefst mikilla Gtreikninga sem naudsynlegt er ad framkvadriidvum. EKkKi verdur hér
gerd tilraun til ad utlista bayesisku adferdafraedina en éninokkud 6lik hefobundinni
tionitolfreedi. P6 verdur helstu hugtokum hennar lyst adupeim er beitt.

Eins og venjulega er verid ad meta stikat fra meelinguny. Gefinn gagnaviguy og
stikavigur® en pa er haegt ad skrifa med hjalp af setningu Bayes

p(Bly) = p(y|0)p(0)/p(y)- (3.3)

Sem fall aff er p(y|0) sennileikafallid og par sem &huginn snyst um stikavigurthma
skrifa

p(8ly) O p(y|08)p(6) (3.4)

par semp(y) er 6had stikavigranum og skiptir pvi ekki mali pegar liticegdfnuna sem fall
af 6. p(0) er kollud fyrirframdreifinﬂ og er talkun & fyrirfram vitneskju um stikann sem
oft er litil og pa er yfirleitt valin upplysingararfyrirframdreifing. p(Bly) er eftirédreifinE
stikavigursins, p.e. dreifingskilyrt & gognin, en af henni raedst alyktun 8mrEins og synt
var raedst eftiradreifingin af gagnadreifingunni (senndé@kinu) og fyrirframdreifingu
stikavigursins.

[ faestum tilfellum nema sértilfellum er til nékvﬂn‘all fyrir skilyrtu eftirddreifing-
una og parf pa ad notast vio hermd gildi ur henni. Talad er urfyadramdreifingin sé
samokgjgagnadreifingunni ef eftiradreifingin tilheyrir sému fjkjddu dreifinga og fyrir-
framdreifingin.

Til ad herma 6had gildi ar eftirddreifingunnp(6|y), er notud Markov chain Monte
Carlo (MCMC) hermun. MCMC hermun er framkvaemd pannig ad lieenr6d af gildum
8L, 8@, 83, ..., pannig ad hvert gildi radarinnar sé einungis had nsestailthdan
i rédinni. Fyrsta gildi radarinnar, byrjunargildi, parf &élja en svo gengur ferlid ut a ad
draga nytt gildi, einungis had nuverandi stddu, pannig agefjh skrefi nalgist rodin pad
alltaf betur og betur ad endurspegla eftiradreifinguna.

Pegar unnid er med margvida eftiradreifingu, p.e. stikaviys (81,60,,...,08p)t er
MCMC hermunin gerd med Gibbs safrBrEftir ad hafa akvardad byrjunargildi stikavig-

Le. prior distribution

2e. noninformative

3e. posterior distribution
e. analytical

Se. conjugate prior

e. Gibbs sampler
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ursins gengur Gibbs safnarinn Gt a eftirfarandi MCMC skref

6y ~ p(64/6"7"y)
0, ~ p(6516,y)

(3.5)
6b ~ p(65/6"5.Y).
par sem
0= (6h,....0, 1,80 %,....6p )" (3.6)

Gibbs skrefin geta baedi samanstadio af pekktum dreifingundogrdpar sem fallsform
eftiradreifingarinnar er einungis pekkt. Pegar pannigdiiea er haegt ad beita Metropolis
eda Metropolis-Hastings reikniritlﬂn I Metropolis og Metropolis-Hastings reikniritum
er notast vid tillogugildi ar tilldgudreifingu. Pvi naest er vidtokuhlutfalideiknad en
pad sker ur um pad hvort tillogugildid sé notad eda ekki. @skugtokum oOllum er
lyst nakvaemlega par sem Metropolis-Hastings reiknirituinestt i bayesisku Lee-Carter-
likani sioar.

Pegar Gibbs safnara er beitt eru keyrdar nokkrar kedjurulegma prjar til fimm og
eru kedjurnar keyrdar samhlida og hermdum gildum safnafiiaftkeyrslutime@ Einn
af peim maelikvéroum sem notadir eru til pess ad meta hvort NDKedjurnar eru oronar
nogu langar til ad hermd gildi peirra geti vera metin éhadligilr eftirddreifingunni er
Gelman-Ruben samleitnistuaullimsjé nanarli Gelman & Rubin (1992). Gelman-Ruben
samleitnistudullinn stefnir & 1 pegar fjéldi hermdra giltla— «. Gildi undir 1,1 eru p6
i flestum tilfellum talin fullnaegjandi en ef mikillar nakvasiner krafist er yfirleitt gerd
krafa um gildi neer 1.

Fyrir Gibbs safnarann parf ad setja byrjunargildi a stikeaéfieifingarinnar og er seski-
legt ad pau séu valin af skynsemi en pad flytir samleitnifierli Vali & byrjunargildum
fyrir baedi lognormal og poisson Lee-Carter-likonin er Iggbar. Pegar unnid er med
Metropolis-Hastings skref i Gibbs safnaranum eins og igmridikaninu, parf ad stilla af
dreifnina i tillégudreifingunni en pad ma gera a sjalfvirkstt eins og gert verdur hér.

Eftir ad hafa leitt Ut eftirddreifingar stikanna fyrir bae@idnin, ut fra sennileikafollum
peirra ad gefnum fyrirframdreifingum sem flestar eru upplgaryrar og valdar a hefo-
bundinn hatt, er hermt Grtak Ur peim med Gibbs safnaranumbsGitrunin fellst i pvi ad
framkalla 6had gildi ur eftirddreifingum stikanna fyrir htdkyn fyrir sig og er pad gert
a grundvelli gagnanna. Fyrir baedi likdnin er safnad 10.00fum Ur eftiradreifingum
hvers stika en pad er gert med pvi ad keyra fjorar kedjur, javeam telur 5.000 skref

’e. algorithm

8e. proposal value

9e. acceptance ratio

1%, burn-in period

e. Gelman-Ruben statistic
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fyrir lognormal-likanid en 10.000 skref fyrir poisson-ikid. Haldid er eftir sidustu 2.500
skrefum hverrar kedju, samtals 10.000 skrefum fyrir hvika fyrir eftiramat stikanna.
Astaeda pess ad skrefin eru fleiri i poisson-likaninu er stieérpavo Metropolis-Hastings
skref sem alla jafna eru lengur ad na samleitni en skref mkktpm dreifingum. Bayes-
iska Lee-Carter-matid a stikunum er svo reiknad Gt fra hergildlunum ur eftirddreifingu
stikanna.

3.2 Lognormal-dreifd danartioni

Fyrra bayesiska Lee-Carter-likanid sem skodad er byggeirdi [forsendu ad logaritmi
af metinni danartidni lGti normaldreifingu. Utfeersla & bsigka lognormal Lee-Carter-
likaninu, eins og hun er sett fram hér, byggir ad mestu legtiedn| Pedroza (2006) med
smaveaegilegum undantekningum po.

Med yx(t) sem logaritma af metinni danartioni fyrir aldurshg@ timat, par sem
x=12...,p,t=212...,n0QVi = (Yi,-..,ypt)'. Hefbundna Lee-Carter-likanid ma
skrifa pannig a astandsrams formi

Vi = O+ PBKy + &, & ~ Np(O, ()'gl) (3.7)
Kt=Ki_1+0+a, o~ N(0,03). (3.8)

Gert er rad fyrir pvi ad astandsvigurinn fylgi slembigéngadmweki, auk pess sem gert er
rad fyrir pvi ade; og wy lGti margvidri normaldreifingu og séu innbyrdis 6had, p.e.

2
HENIEH]

3.2.1 Sennileikafallio

Fylgjandi peim forsendum ad logaritmi af danartion) @ timat, 1Gti normaldreifingu ma
skrifa sennileikafallid pannit,

L(a787K|yt) = |_| Np(Yt|G+BKt,0'§|)
t

O Oiexp{%‘lg(yxt—ax— BXKt)Z}.

t x VYE

(3.10)

3.2.2 Fyrirframdreifingar

Fyrir lognormal Lee-Carter-likanid er notast vid upplyganyrar fyrirframdreifingar sem
settar eru fram skref fyrir skref.

121, merkir [1¥_, og [, merkir [1_; pegar margfeldin eru skrifud an endaskilyraa.
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Fyrirframdreifing

Astandsbreytar; fylgir slembigongu med rekig; = Ki_1+ 0+ fyrir t =1,...,n, par
semw ~ N(0,02). Likindadreifinguna fyrir vigurinrk = (K1,Ko, ...,Kn)! er pa haegt ad
skrifa pannig

p(K) = [ P(ke[ke-1,8,0%) (3.11)
t
par sem fyrirt =1,...,n, gildir ad
p(Kt|Ki_1,0,02) = N(K¢|K¢_1-+6,02). (3.12)

Fyrirframdreifing fyrirk er pa

p(K|Ko,8,02) = [ N(Kt|Kt—1+6,0%). (3.13)
t

Fyrirframdreifingk leidir af sér prja yfirstikE Ko, 8 0g 02. Fyrirframdreifingar peirra
eru settar pannig. A fyrsta stikann er sett normaldreifirg p.

Ko ~ N(Ho OF, )- (3.14)
Hinar fyrirframdreifingar eru badar upplysingaryrar ogda pannig,

p(6) U1 (3.15)
09

p(c) 01/02,. (3.16)

Fyrirframdreifing a og 3
Upplysingaryr fyrirframdreifing er valin fyrio og 3 vigrana, p.e.
p(a,p) 0 1. (3.17)
Fyrirframdreifing o?
Hefdbundin upplysingaryr fyrirframdreifing er einnig waliyrir o2,

p(c?) 01/02. (3.18)

3¢, hyperparameter
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3.2.3 Eftiradreifingar

Eftiradreifingu stikanna, p.e. likindadreifingu stikankéyst & gognin er haegt ad skrifa &
eftirfarandi hatt

y|a, B,K, Ko, 0,0%, 02) p(a, B,K, Ko, 8,05, OF)

yla, B.k,a2) p(a, B)p(k|Ko, B, 05) (3.19)

- p(Ko) P(8) p(0%) p(?)

p(at, B, K, Ko, 0,05, 02]y) = p(
=p(

sem litur svona ut pegar fyllt hefur verid inn i dreifingarnar

p<avaKve700)7 ‘y D |_| I_l _exp{ 1 (th —Ox— BXKI>2}

|‘|N Kt|Kt_148,0%) - 0% - Of 2.

(3.20)

Gibbs skref fyrir K

Skrefid byggir a skilyrtri eftiradreifingu sem er gefin m@
p(k|resy O |'| |_| —exp{ 5 (Yxt — Olx — BXKt)Z} . |'| N(K|ki_1+6,02). (3.21)
t

Til ad metak, er Kalman SIJE notud fyrirt =1,2,...,nmed spéj(jfnurn

Kijt—1 = Ki—1t—1+8 (3.22)
Pit-1=PR_1t-1+0% (3.23)

Uppfaerslujdfnlﬁ Kalman siunnar eru pa

Kee = Kejr—1 + Py 1BR (% — BKye—1 — @) (3.24)
Pt = P2 — Py 1R BRy 1 (3.25)

par sem Kalman mdgnur%er

R = BPy_1B + 0Zlp. (3.26)

19Med rest er att vid alla adra stika og gognin
15¢, Kalman filter

16, prediction equations

17e. updating

8¢, Kalman gain
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Ad lokum eru jofnurnar fyrir afturvirka jbfnt@ notadar fyrit =n—1,n—2,...,1,0

Kejn = Kt + B (Kegan — Kegt) (3.27)

Rin=Pyt+ R (Pian— PP, (3.28)
par sem

R = Pt\tpt:rl:ut' (3:29)

Fyrir kK er lausnin félgin i pvi ad keyra Kalman siuna p.e. jofiur?.2 (328) fyrir
t=1,2,...,nog geymavigrang, R_1 0gR;. Nasvo iki fyrirt=n—-1,n—-2,...,1,0
med afturvirkri jofnun med pvi ad.

e Hermak, Ur N(Kpjn, Pjn), P-€.

Kn|rest~ N(Kpn, Pajn)- (3.30)

e Fyrirt =n—1n—2,...,1 0 skal keyra afturvirku jofnunina p.e. jo6fnur(3127) -
@29) og safna; pannig

Kt|rest~ N(Kgjn, Pjn)- (3.31)

Kimp) = (kg Yk k) (3.32)

vigurinn liggur fyrir ad lokinni Kalman siunni parf, til adppfylla skilyroi (3.2), ad varpa
honum ogo () vigrinum

K(+D) = Kt(;;fpl) —K-1, (3.33)
a®) = aff,+BVk (3.34)
par sem
n .
K 1§ D), (3.35)
n+1&

. backward smoothing
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Gibbs skref fyrir o2

Eftiradreifinguna fyriro? er haegt ad skrifa pannig

p(a2lrest 0[] [ 5 exp{ 530~ Be? o 2
—2(np/2+1) -1 2 (3:30)
U oe EXP{?‘EZZ(YH—GX—BXKO }
sem er andhverf gamma-dreifing, p.e.
o2|rest~ Inv-gamm{%), PRI _ZO(X — BXKt)Z) : (3.37)
Gibbs skref fyrir a og3
Eftiradreifinguna fyrira og 3 vigrana er haegt ad taka saman og skrifa pannig
p(a.Blrest O[] [ - exp{ 5 0~ Bukc . 3.38)
x 't Oe 5
Fyrir hvern aldurshép, er
1 -1 )
p(ax, Bx|resy [ m o, exp{ E(YXt — Ox — BxKt) } : (3.39)
LatumX = (1,K) ogyx = (Yx1,---,Yxn)', pa feest ad
Oy, Bx|rest~ N (( gx ) |(xtX)—1xtyX,o§(xtX)—1> . (3.40)
X

Hermaa og[3 med pvi ad framkveema adhvarfsgreiningy,gdk, fyrir sérhvern aldurshop
fra

N((X2X) "Xy, a2(XX) 7). (3.41)
Til ad uppfylla skilyrdi [32) parf ad lokum ad varpa vigrunu
Bip’ = (BL Y, B B B (3.42)

og k(1) pannig

B( +1)
pli+1) — Ptmp (3.43)
Be
K (i+1) — Kg%l) B. (3.44)
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par sem

Bo=3 B (3.45)
ysX y>

X

Gibbs skref fyrir 6

Eftiradreifingin fyrir© er

p(Blresy O [T N(ke[k_1+6,05),
t (3.46)

sbr. bls. 32-33 i Hrafnkelsson (2005). Gibbs skrefid f@rilellst pa i pvi ad herma ar
eftirfarandi normaldreifingu, p.e.

o 2
Blrest~ N (X0 =X0 9w ) (3.47)
n n

Gibbs skref fyrir o2,
Eftiradreifinguna fyriroZ, er haegt ad skrifa pannig
p(airest O [N (kilke-1+.0%) - 0%
Doy exp(—% Z(Kt —Kt-1— 9)2) O’ (3.48)
0 og,22 ) exp(—%g) Z(Kt —Ki_1— 9)2)

sem er andhverf gamma-dreifing, p.e.

Y
crfo|rest~Inv-gamm{%,Zt(Kt Kztfl ) ) (3.49)

3.3 Poisson-dreifd daudsfoll

Sidara bayesiska Lee-Carter-likanio sem er skodad bypgirdforsendu ad fjoldi dauds-
falla karla og kvenna luti sitthvorri poisson-dreifingunkltfeersla & poisson Lee-Carter-
likaninu, eins og han er sett fram hér, byggir ad mestu le@rado et &l.[(2005) p6 med
peirri breytingu ac; fylgir slembigéngu mea reki en ekki ad fravik fra linulegu medo-
altali i tima fylgi AR(1)-likani eins og pad er sett fram i grieni. Med pessu er timarad-
alikankt, eins og i hefdbundna Lee-Carter-likaninu, i badum peinesizku likdnunum
sem skodud eru.
Med Dy(t) sem fjolda latinna i aldurshopi x =1,2,...,p atimat,t=12....n

og Ex(t) sem fjolda mannéara, mé skrifa likindadreifingu fyig(t) skilyrt & stikana og
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mannarin pannig

Dx(t)|0x, Bx, Kt, Ex(t) ~ PoissoiiEx(t) exp(ax + BxKt)). (3.50)

3.3.1 Sennileikafallio

Fyrir vigranaa = (a1,0z,...,0p)t, B= (B1,B2, ..., Bp)! 0K = (K1,Kz, ...,Kn)! ma skrifa
sennileikafall ¢,3,k) byggt a gagnapunktunufiy(t), Dx(t)),x=1,2,...,p,t=1,2,...,n
pannig

L(a,B,K) = |:| D exp(—Ex(t) exp(ox + Bxlg))(zt()llzx(t)exp(aerBXKO)Dx(t)

O |_| |'| exp(—Ex(t) exp(ax + BxKt)) exp(Dx(t) (0x+ BxKt)).
X 't

' (3.51)

3.3.2 Fyrirframdreifingar
Fyrirframdreifing K

K¢ fylgir slembigéngu med reki eins og 40ug,= K;_1 + 0+ fyrir t = 1,...,n, par sem
wx ~ N(0,02). Likindadreifinguna fyriik vigurinn er pa haegt ad skrifa pannig

p(k) = U p(K¢|K_1,8,02) (3.52)
par sem fyrirt = 1,...,ngildir ad

P(ke[Ke-1,8,0%) = N(K|Ki—1+6,0%). (3.53)
Fyrirframdreifingk er pa

K|Ko,8,0% ~ [ N(Kt[Ki—1+8,0%). (3.54)
t

Fyrirframdreifingk inniheldur prja yfirstikako, 8 0g 62 sem eru valdir & eftirfarandi hatt.
A fyrstu tvo stikana eru settar normaldreifingar p.e. vatieftirfarandi hatt,

Ko~ N(ko, ), (3.55)
09

B ~ N(8p,03). (3.56)
A 0?2 er hins vegar sett, eins og venjulega, andhverf gammaduyeifi

02 ~ Inv-gammday, by ). (3.57)
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Fyrirframdreifing 3

Fyrirframdreifingin fyrir 3 vigurinn er sett fram sem normaldreifing, nanar tiltekio
Blog ~ Np(0,agl). (3.58)
Fyrirframdreifingof3 er tekin sem andhverf gamma-dreifing, p.e.
0§ ~ Inv-gammaag, bg). (3.59)

Fyrirframdreifing a
Af teeknilegum astaedum er paegilegra ad vinna mfe@eldur ena vigurinn pannig ad

fyrirframdreifingin er sett fyrir hvern lid vigursins parmi

e™ ~ Gammday, by). (3.60)

3.3.3 Eftiradreifingar

Med p(D|a,B,K) = L(a, B,K) feest skv. setningu Bayes

p(a,B,|D) O p(Dla, B,k)p(a, B,K). (3.61)
Ad vidbaettum yfirstikunum ma skrifa eftiradreifinguna

p( p(at, B.K, Ko, 8, 0%, 0F)
p(Dlu B, )p(a) p(B, af) p(K, Ko, 6, 0%)
p( p(a)p

p(

(Blog) p(ag) P(K|Ko, B, 0F)

(3.62)

)
Dla,B,k)p(a)
- P(ko) P(B)P(0y)

par semp(8) = p(8|a?) og p(Ko) = p(Ko|B,02). bvi ma skrifa eftiradreifinguna

p(a,B,K,Ko, 8,05, 05|D, rest [

|_| |_| exp(—Ex(t) eXF(Gx‘f‘ BxKO)
X ot

-exp(Dx(t) (ax + BxKt))
- [[] Gammae®[ax, bx) - No(B|0, 51 ) (3.63)

- Inv-gamméa|ag, bg)
[TN(kelke—1+ 8,0%) - N(Ko| ko, 0%,
t

N(8|60,03) - Inv-gamméo?|ay, by ).

par neaest eru fundnar skilyrtu eftiradreifingarnar fyrir tnvstika fyrir sig.
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Metropolis-Hastings skref fyrir k

Eftiradreifingin fyrirkg er

p(Ko|resh O N(Ko|Ho, 05)N(K1|Ko + 6,0%),

1 2 1 2
a exp(——ZO%(Ko—IJo) ) 'eXp<——20%(K1—Ko—9) ) : (3.64)
171 1
0 el _ 2, = —9— 2
exp{ 2 |:O_(2)(K0 UO) + O_E (Kl KO) }}

sem er normaldreifing, p.e.

K0|reStN N(IJ'K07TEO>7 (365)
par sem
2 _ 2
1/0§5+1/0
0g
! = 1 (3.67)

i, . S
%, 0§ Ok

Eftiradreifingin fyrir k vigurinn, p.e.kj, i = 1,...,n lytur ekki pekktri dreifingu og parf
pvi ad utfeera med Metropolis-Hastings skrefi sem faest Ufffirdaeandi dreifingu

p(k[rest O [ [] exp(—Ex(t) exp(ax+ Bxkt)) exp(Dx(t)Bukt) - [] N(K¢|Ki—1+6,0%),
X 't t

0 |_| |_| exp(—Ex(t) exp(ax + BxKt ) ) exp(Dx(t)BxKt)
X 't

1 2
. D exp(—?‘ﬁ(}(t —Kt—1—0) ) ,

(3.68)
sem skiptist i tvo tilfelli
e 1<t<n
P(ke|resy O[] exi(—Ex(t) explax+ Bxkt)) [ ] exp(Dx(t)Bxkt)
X X
1 2
.eXp(—R(Kt —Kt-1—8) ) (3.69)

1
. exp(—?(Kt_._l — Kt — 9)2) .

K
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p(K¢|resy O |_| exp(—Ex(t) exp(ax + BxKi)) |_| exp(Dx(t)Bxkt)
: eXp(_ZTiZ(Kt —Ki—1— 6)2) .

1. Til ad framkveema Metropolis-Hastings skrefid er hernibgiligildi K fyrir Kt(i+1

ar normaldreifingu, nanar tiltekigy ~ N(Kt(i),O'tz).

(3.70)

)

2. Viotokuhlutfallid er reiknad

p(k; k"), res

()
r(ke,Ke’) = —— (3.71)
Tk rest
par SerrK(,i)t = (KSH), . ..,Kt(il),Kt(El,...,Kg))t.
3. ki er sampykkt med likum min(1), annars ext(”l) = Kt(i).
4. Til ad uppfylla skilyréi [322) parf ad lokum ad varpa vigrum
Kt(::{pl) = (KSH), . .,Kt(”l),Kt(El,...,KQ))t (3.72)
oga () pannig
K+ — k() k.1, (3.73)
al) = o, + Bk, (3.74)

_ 1 (i+1) (i)
K=-— K + 3y K ) (3.75)

Metropolis-Hastings skref fyrir 3

Eftiradreifingu vigursins er haegt ad skrifa eins og sést hér ad nedan. Likftog-e
dreifingin fyrir K vigurinn lytur hin ekki pekktri dreifingu og pvi parf ad utfagrana med
Metropolis-Hastings skrefi, pannig

p(B|resh O |:| D exp(—Ex(t) explox + Bxkt)) exp(Dx(t)Bxkt) - Np(B|0, afl),

][] X0 Bt exp(as + Boc)) xpDA 1Bk ~exp<—z%2f‘t8> |
X B
(3.76)
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Fyrir hvert 3y feest

P(Bx|resy O [] exp(—Ex(t) exp(ax+ BxKt))
t

(3.77)
: D exp(Dx(t)BxKt) 'exp<_?;%83> .

1. Haldid er afram a sama hatt og hér ad framan, p.e. hermiiceutyildi B fyrir
B¢V ar normaldreifingu, nanar tiltekif: ~ N(B)((I),O'E).

2. Vidtokuhlutfallid er pa reiknad

 p(B;[BY rest

x )
r(Be,Bx’) = ——— (3.78)
p(Bx'|B"). res
par semp"), = BY,... Sfll),ﬁgll, LB
3. By er sampykkt med likum min(1), annars eﬁgﬂ) = Bg).
4. Til ad uppfylla skilyréi [32) parf ad lokum ad varpa vigium
Bt(:’:p:)l-) = (Bj(l_i+l)7 teey B)((i+1)7 B)((il]j (RS} B(F;))t (379)
og k™1 pannig
(i+1)
B+ _ _Btgp | (3.80)
k(I+D = Kt(:TTpl)B. (3.81)
par sem
Bo=5 B+ Y By (3.82)
y<X y>X

Gibbs skref fyrir a
Eftiradreifingua vigursins er haegt ad skrifa
p(e”|resh O[] [] exp(—Ex(t) explax+ BxKt)) exp(Dx(t)a) - [ ] Gammae™ [ay, by),
X 't X

O[] [7] 4P(—Ex(t) exp(ax+ Bxke)) exp(Dx(t)ax) - [ (> He >,
X 't X
(3.83)
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Fyrri hvert éx ma patta fyrri lidinn a eftirfarandi hatt

p(e™|resh O exp(—e"‘X Z Ex(t) exp(Bth)) exp(dy Z Dy(1))
-exp(ox(ax— 1)) exp(—byey), (3.84)
0 exp( (5 Ex(t) xplBok) o) ) exp(a(Dx() + - 1)
par semDy(-) = 5 Dx(t). Dreifing €x er pa &fram gamma-dreifing, p.e.

e™|rest~ GammaDy(-) + ay, Z Ex(t) exp(BxKt) + by). (3.85)

Gibbs skref fyrir a2

Eftiradreifinguna fyriroZ er heegt ad skrifa pannig
p(og|resh O [ N(K|ki-1+8,0%) - Inv-gammaog a, b),
t

1 _
0M o;lexp(——z(Kt — K1 — 6)2) -0 2@t ey by /02),
t 20 (3.86)

1 _
O cr,:”exp(—F Z(Kt —Kg_1— 6)2) -0 2@t ey by J02),

K

1 1 _
= exp<—? (bK I Z(Kt CKeq 9)2)) o 2@ctn/24)

K

sem er afram andhverf gamma-dreifing, p.e.
02|rest~ Inv- n 1 —Ki_1—0)?
“ ~ gamma ax + 2,bK+ 5 Z(Kt Ki—1—0)° ). (3.87)
Gibbs skref fyrir oé
Eftiradreifinguna fyriro[Z3 er haegt ad skrifa pannig
p(aglresh O Np(B|0,0l) - Inv-gamméag|ag, bg),
_ 1 —2(ag+1) —bg
Do, Pexp| ——=pB | -0, " * exp| —=
B p( 205B B) B p( o )’ (3.88)

—2(ag+p/2+1) 1 1
Oog % exp<—0—%(b3+ EBtB)>

sem er einnig afram andhverf gamma-dreifing, p.e.

2 P 1
GB\restN Inv-gamm{aBJr E,bB—i— EBtB). (3.89)
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Gibbs skref fyrir 06

Eftiradreifinguna fyrir® er haegt ad skrifa pannig

p(Blresh O [ N(Kt|ke—1+8,0%) -N(8|6o, 05),
t

1 1
0 D exp(—?‘}%(}(t —Ki_1— 9)2) ~exp(—?‘2(e— 90)2) ,

1
U exp(—r‘z

K

U exp{—% [oi

sem er normaldreifing, p.e.

B|rest~ N(ug, T3).

MedK_1 = 1 3(Ki — Ki_1) = (Kn—Ko)/n, feest

09

1

12

T

_ NK_1/0% +60/0}

n/oz+1/03
~n 1
oz o

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)
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Kafli 4

Gallaleit

Eins og &dur hefur komid fram eru gognin fengin ifrd_ Human Mligt Databasel (2008)
en par eru sett fram gogn um folksfjolda, danartolur, dadaitog fleiri lyofreedistaerdir
bonokkurra landa & stadladan hétt, par & medal islands. asidlar upplysingar um ad-
ferdafraedina vio uppsetningu gagnanna og utreikning @fllifn, par 8 medal danartioni
og 68rum lydfraedisteerdum, er ad finna i Wilmoth etlal. (200vglkki verdur farid i pa
adferdafraedi hér nema ad litlu leyti. Nad var i islenskurggligognin i mai 2009 en pa
nadu pau yfir timabili® 1838 til 2007. | verkefninu var akv@aftir nokkrar athuganir ad
nota gogn islenskra karla og kvenna fra arinu 1945, p.e.séftari heimstyrjoldina og eins
langt og pau nddu eda til 2007 sem gerir arlegar upplysingaedaiar. Einnig var akvedio
ad vinna med eins ndkvaem goégn og moguleiki var. Gagnagrimmuoger yfir aldurshop-
ana fra faedingu til 109 ara og aldurshopinn 110+ sem sterydinrfa sem eru 110 ara
og eldri. Unnid er med 1x1 gagnasett en pa standa gognindglegar upplysingar um
hvern aldurshép. Af teeknilegum asteedum var gagnasettidparkad vio 101 aldurs-
hop i verkefninu pannig ad elsti aldurshépurinn er 99 ara@@-ler samtala fyrir pa sem
eru 100 ara og eldri. Frekar 6algengt var & fyrri hluta tirsabé ad nokkur islendingur
naedi 100 ara aldri en nokkud hefur fjdlgad i pessum hopi & albustu arum. Pessar tak-
markanir eiga ekki ad koma ad sok i peim utreikningum semigerd, hvorki & matinu a
danartioninni né atreikningum & skilyrtum lifaldri eda &agningu lifeyrisréttinda.

4.1 GOgnin

Fyrir timabilid fram ad arinu 1981 voru arsgogn hvers altogs i gagnagrunninum unnin
upp ar grunngégnum yfir 5 ara aldurshépa en eftir pad eru gygpm hvers aldurshéps a
arsgrundvelli. A mynduni{4l1) o§{2.2) sem syna yfirbordsdiyaf logaritma af danar-
tioni, Iog(mx(t))El, islenskra karla og kvenna fra arinu 1945 til 2007 sést vatumian a
gégnunum eftir timabilum, par sem mun meiri éreida er i peitin #3981 en fyrir pann
tima. Myndirnar syna einnig vel pann stiganda sem er i d@maftir aldri. Danartioni

'my(t) er matid & danartidni i aldurshopiar arit, en vegna fiélda ara par sem engin daudsféll hafa

ordid i akvednum aldurshépum og reiknud déanartioni pvi hafl gégnin verid j6fnud (e. smooth) til ad
gera teikningu myndanna mogulega.
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Mynd 4.1: Mat & aldursbundinni danartidnilog(my(t))) islenskra karla fra 1945 til 2007 eins
og hun er sett framli Human Mortality Database (2008).

er nokkur & fyrsta ari eftir feedingu, lsekkar naestu arin ers¥ervaxandi med aldri. Vid
alla atreikninga eru goégnin notud Gbreytt eins og pau erufish | gagnagrunninum.

4.1.1 TOpud gogn

Fyrir lognormal Lee-Carter likanid eru notud gégn um lotgad af danartioni en pad leidir
til vandamala pegar enginn hefur latist i aldurshépnum ogdédni er par af leidandi null
fyrir pann aldurshop & pvi ari. Einnig er petta vandamal pegain maeling er til stadar
p.e. pegar enginn er eftir i aldurshopnum. Tépud gildi gefavprid af tveimur asteedum
og eru leyst a sitthvorn matann.

Fyrra vandamalid er nokkud algengt medal barna fra um 5 dretéfermingar en pad
sidara birtist i elstu argongunum pegar allir eru latnir ségengast er ad gerist a tiraedis-
aldri. pessi vandamal i islenskum lydfreedigégnum koma freagma famennis pjodarinnar
en eru ekki til stadar i steerri samfélogum og pvi ma segja adénstakt vandamal sé ad
reeda en pad snyr einungis ad famennum samféldgum eins ogjdnvsKa.

[ fyrra vandamalinu, pegar danartidni er null, er ekki umnsaarulega tapad gildi ad
reeda heldur eru upplysingar félgnar i maelingunni en vegpaeipingar likansins er meel-
ingin ekki notheef. Brugdid var a pad rad ad reikna danartiymi aldurshopx a arit,
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Mynd 4.2: Mat & aldursbundinni danartionilog(m(t
og hun er sett framli Human Mortality Database (2008)

(t))) islenskra kvenna fra 1945 til 2007 eins
taknad medny(t) & eftirfarandi hatt

my(t) = 0.001/Ex(t)

(4.1)
par semEx(t) eru mannar i aldurshopnum & &ri
Sidara vandamalid, pegar enginn er eftir i aldurshépnumvogrimin meeling, er skir-
ara deemi um tapad gildi. Hefébundinni MCMC adferd er bditidi meta tapada gildio ut
X & arit skv.

log(my(t)) ~

fra likaninu sem verid er ad meta. bad er gert med pvi ad hepadtgildi fyrir aldurshop
N(ax+ Bth

2
0g).

(4.2)
Med pessu méti faest innbyggd i likanid évissa vegna tapafita gf pessu tagi og par af
leidandi hefur mat a danartioni og spar tekid til sin évissgna peirra

pPau vandamal sem ad framan eru nefnd vegna tapadra gildsiéiggynormal Lee-

Carter-likanio par sem unnid er med logaritma af danarti®au eiga ekki vid poisson
Lee-Carter-likanid par sem unnid er med fiéldatolur, pdéurtum lifandi og latna i hverj-
um aldurshopi a hverju ari.

lydfraedigdbgnum

par er pvi ekki um nein topud gadiraeda i islenskum
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4.2 Byrjunargildi

Adur en haegt er ad hefja bayesisku Utreikningana, p.e. Gitdosirnar, parf ad setja
byrjunargildi a stikana i likobnunum og er adferdum vid pablyst hér & eftir. Auk pess
parf ad velja gildi a yfirstikana i fyrirframdreifingunum ogkkra adra stika og er farid
yfir pad og lyst peim gildum sem valin voru.

4.2.1 Lognormal-likan

i likaninu er verid ad vinna med grunnstikana i likaninu, p.e3 ogk auk priggja yfirstika
sem erwo, 0, 0g Og. Til vidbotar peim er pad upphafsgildi Kalman siunnar semf pa
akvaroa.

Fyrst voru valin byrjunargildi fyrir vigranax, 3 og Kk og var pad gert med lydfraedi
R-forriti fyrir Lee-Carter-likanid, sja nanar i Hyndmen3). Onnur leid er ad hamarka
sennileikafallid [3.10) en vegna margféldunarlidsfys k; er ekki mégulegt ad nota til
pess hefédbundin tolfreediforrit fyrir adhvarfsgreiningugldur parf ad nota til pess ha-
morkunaradferdir eins og t.d. Newton adferdina.

Pegark er pekkt er heegt ad reikrta= (kp — K1)/(n—1) og nota sem byrjunargildi
fyrir ©.

Byrjunargildi 02, 0og 6?2 eru sett & eftirfarandi hatt. Byrjunargildf, er sett sem véap)

i eftirfarandi adhvarfsgreiningus = pt +¢. Byrjunargildi 02 er svo sett sem vép) i
AR(1)-timaradalikaninu; = C+ pK;_1 + &.

i upphafi hverrar keyrslu Kalman siunnar parf ad setja gilslizardirnak g 0g Pyo-
Eftir nokkrar tilraunakeyrslur voru gildi peirra sett n@eésetludu gildkg sem var 100 i
likaninu fyrir karla og 150 i likaninu fyrir konur. Dreifnigar h6fd mismunandi, p.e. 10 i
karlalikaninu en 100 i kvennalikaninu en virtist ekki skiptiklu hvort var valid ko hefur
ahrif & mat 80 sem stjérnar spaferlinu og skiptir pvi mali ad valid sé raaefth Valid a
Koo hafdi hins vegar ekki ahrif a matidaf, og gafu byrjunargildin<go =5 0g Py = 10
svipad gildi 402, og véldu gildin.

4.2.2 Poisson-likan

Hér er einnig verid ad vinna med grunnstikana i likanny og k auk priggja yfirstika,
p.e. ok, 6 og og. Til vidbotar eru nokkrir stikar sem parf ad setja en pad eikasnir i
fyrirfframdreifingum fyrrgreindra stika auk pess sem huge pa stikanumgkg og fyrir-
framdreifingu hans.

Sama leid var farin vid ad akvarda byrjunargildi fyrir vigo, 3 ogk og i lognormal-
likaninu. Ef hamorkunaradferdin er hins vegar notud parhafharka sennileikafallio
@E11) fyrir poisson-likanid og meta skikana med t.d. Newadferdinni en vegna marg-
foldunarlidsins er ekki heaegt ad notast vid poisson-adisgeeiningu i hefdbundnum tol-
freedipokkum.
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Ut fra fyrirframdreifinguk, sbr. jofnu [3:5¥) koma nokkrir stikar sem parf ad velja
gildi a:

e begar valin voru gildi i fyrirframdreifinguo sbr. j6fnu [3.5b) var tekid mid af gildi
K1 eftir nokkrar keyrslur. Gildin voru valiniy = 60 hja kérlum ogug = 50 hja
konum. Dreifnincr% var sett 10 hja kérlunum og 100 hja konunum en pad virtist
ekki skipta miklu mali hver hian var. Asteeda er til ad hafa fiieia heerri ef valin
gildi eru fjeerri liklegum gildum. Fyrsta gildtg var svo hermt ur eftiradreifingunni
mead fyrrgreindum gildum.

e Fyrirframdreifingd er normaldreifing sbr. jofndC(3.56). Setja parf gildi & stik#g
0og og i dreifingunni en pessi gildi eru valin annars vegar eins oguinargildi 6 i
lognormal-likaninu, p.eB8y = (Kn—K1)/(n— 1) og hins vegar er dreifnigildi®?3
sett sem dreifnin & vigrinum, p.e. vafk). 8 er svo valid sem skurdpunkturinn, c, i
AR(1)-timaradalikaninug; = c+ pK¢_1 + &.

e Fyrirframdreifingo? er gamma-dreifing sbr. j6fnl{3157) og eru gildin & stikum
hennary ogax sett sena, = 2,1 oghy = (ax — 1) -GE, sbr..Czado et all (2005).

i tengslum vid fyrirframdreifingy3 vigursins sbr. j6fnul[3.88), parf ad finna gildi &
stika fyrirframdreifingaro?, sbr. j6fnu [Z5P). Pad gengur svipad fyrir sig og ad framan,
pannig erag = 2,1 ogbg = (ag — 1) -0[23.

Fyrirframdreifinga vigursins er gamma-dreifing sbr. j6frlu{3160). Vid akvorduymj-
unargilda & fyrirframdreifingu vigursins er gengid ut fra pvi ady, p.e. fyrir hvern
aldurshop, sé nalsegt pvi ad vera medajié) yfir tima pannig ad exy) lysi aldurs-
bundinni danartioni. Til pess ad fa upplysingaryra fydarfrdreifingu, p.e. med storri
dreifni, parf ad veljay litid, t.d. 10-3. ba getumy verid valid serrbyexp(oy).

4.2.3 Viotokuhlutfall

Til ad akvarda dreifnirnao? og O'E i normaldreifingunum fyrir vidtokuhlutfollin sbr. j6fn-
ur (371) og[(378) var fylgt eftirfarandi reiknirit. Bygavar medo? = 0'% =1 fyrir 6ll x
ogt og fyrstu 200 Gibbs itranirnar framkveemdar. Dreifnirloéreéacr[z3 eru helmingadar
ef samsvarandi vidtokuhlutfall er undir 20% en tvofaldaéidpad er staerra en 50%. betta
er endurtekid med 6drum 200 Gibbs itrunum og dreifnirnaagé@bar a sama héatt pangad
til 6l vidtokuhlutfollin liggja & milli 20% og 50%.

Nidurstddur pessara adlagana ma sja a myndl (4.3) fyrir poiikanid fyrir danartioni
islenska karla og & mynf(.4) fyrir samsvarandi likan afdtiéni islenskra kvennas?
hefur i badum tilfellum haekkad og endad i tveimur gildum émtigingin er p6 su ad
dreifnin sé heerri eftir pvi sem arin lida. Fy['m% hefur dreifnin laekkad og mynstrid er
svipad fyrir baedi kyn. Dreifnin er litil vid faedingu en ris oger haesta gildi vio 10 ara

aldur, laekkar svo med aldri en ris aftur fyrir elstu aldursiuda.
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Mynd 4.3: Dreifnigildi vid stillingu vidtokuhlutfalla i bayesiskuogsson Lee-Carter-likani fyrir
danartioni islenskra karla.
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Mynd 4.4: Dreifnigildi vid stillingu vidtokuhlutfalla i bayesiskuogsson Lee-Carter-likani fyrir
danartioni islenskra kvenna.

4.3 Gibbs itranir

Bayesisku utreikningarnir eru framkvaemdir pannig ad lik@ru keyrd fyrir baedi kyn
og nidurstbdurnar skodadar og metnar. Keyrslutiminn fgaisson-likanio var rimlega
30 min. fyrir hvort kyn um sig medan keyrslutimi lognorm#éansins var mun lengri
eda rumlega 5 kist. og 30 min., hvort tveggja a einnar orgiéu med 1,70 GHz Intel
Pentium M orgjérva.

par sem 0ll skref Gibbs safnarans i lognormal Lee-Catanlhu eru Ur pekktum
dreifingum var latid naegja ad keyra fjorar kedjur, hverja agp000 itranir og nota sidari
helming allra kedjanna, samtals 10.000 itranir til ad métiedereifingarnar, p6 ad peirri
forsendu ad fullri samleitni veeri n4d. A myndul{4.5) bgl4jést sidari 2.500 itranirnar
fyrir valda stika Gra, B og d vigrunum auk samsvarandi mynda fyiraZ og 2, stikana,

2Namerin i yfirskrift myndanna takna aldur eda &r eftir pvi sé&a
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fyrir annars vegar karla og hins vegar konur. A myndunum & @knad ad sja en ad sam-
leitni sé nad og & mynd(4.9, efri helmingi) sjast grof af GamRubin samleitnistudlum
allra vigranna og par sést ad peir eru allir naleegt einumfjaitsé breytilegt eftir stikum.
Gelman-Rubin samleitnistudullinn fyrir hina stikana peja 6llum tilfellum einn og a pad
vid likon beggja kynja.

pad sem vekur athygli er hatt gildia, stikanum fyrir beedi kynin en gildid er rimlega
1.000 fyrir karla og rumlega 1.500 fyrir konur. Gildi pesskatfyrir ameriska karla i
Pedrozal(2006) er til vidmidunar af steerdargradunnilfem gerir matid & stikanum
fyrir islensku gognin 10 steerra. Ameriska likanid er ad visu metid meéﬁSgd)gnum
sem skyrir eflaust hluta af mismuninum.

par sem tvo Metropolis-Hastings skref eru i poisson LedeGdikaninu var akvedid
ao keyra kedjurnar lengra en i lognormal-likaninu eda upf.0Q0 itranir hverja kedju
0g nota eins og adur sidustu 2.500 itranir allra fjogra kadga samtals 10.000 itranir til
ad meta eftiradreifingarnar. A myndufi{4.7) €g14.8) sjadtistiu 2.500 itranirnar fyrir
valda stika Gr, B og K vigrunum auk samsvarandi mynda fyfiy 62 og 0'% stikana. A
myndunum er ekki annad ad sja en ad samleitni sé nad og a myhcebri helmingur)
sjast grof af Gelman-Ruben samleitnistudlum allra vigeang par sést ad peir eru allir
naleegt einum pétt pad sé breytilegt eftir stikum. Gelmambdrtusamleitnistudullinn fyrir
hina stikana prja er i 6llum tilfellum nanast einn.

Pegar gildid &2 eru skodad sést ad pad er um 10 i likaninu fyrir karla og undir 5
likaninu fyrir konur sem er i badum tilfellum leegra gildi eékkst fyrir a2, i lognormal-
likbnunum. Nidurstadan bendir til pess ad spaskekkjanridogal-likaninu sé mun meiri
en i poisson-likaninu.

Pessar nidurstédur benda ekki til annars en ad eftiradgeifibeggja likananna upp-
fylli hefobundin skilyrdi fyrir samleitni baedi fyrir karlang konur. Eftir er pa ad kanna
eiginleika peirra til ad meta skilyrta sevilengd og hversd ¢pau eru i ad spa fyrir danar-
tioni.

4.4 Lee-Carter-matio

Med| = 1,2,...,L Grtok ur eftiradreifingum stikanna par sepfl) er|-ta trtakid stikans
¢, er bayesiska Lee-Carter-matid a stikangnfengio pannig

& = media{¢}. (4.3)

Bayesiska 95% eftirabilid fyrir stikann er skilgreint Uaf2,5% og 97,5% hlutfallsmork-
unt] pannig

quantile, s {0} < ¢ < quantilegy soq {6V} (4.4)

35x1 gégn merkir ad unnid er med upplysingar um fimm ara aldipata hverju ari
4e. quantile
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Mynd 4.5: Sidustu 2500 skrefin fyrir fiérar kedjur valinna stika i baisku lognormal Lee-Carter-
likani fyrir danartioni islenskra karla.

A mynd [ZID0) hefur Lee-Carter-matid & stigavigrunarmg B verid teiknad og par sést
ad ferill a er alltaf laegri fyrir konur en karla eins og vid matti buast sam danartioni
kvenna er laegri. Ferlds fyrir baedi kynin eru hins vegar svipadir par sem fylgnin er yfi
pad heila fallandi med aldri, pé pad séu undantekninganifa p

Pegar matid & aldursbundinni danartioni (logaritma af déa) islenskra karla og
kvenna er skodad fyrir akvedin ar, sbr. myndir(4.11) [0g24. §€st munur & matinu baedi
eftir arum og eftir likonum. Greinilegt er ad danartioni faxkkandi baedi hja konum og
korlum eftir pvi sem lidur & timabilid. Einnig sést ad ferdddari tveggja aranna eru ojafn-
ari en ferlar fyrri tveggja aranna. bPad skyrist af gdgnununei@s og peim var lyst hér ad
framan eru arsgognin fyrir &rio 1982 metin Gt fra gognumrffirmm ara aldurshépa sem
gera pau jafnari og pad endurspeglast i matinu a aldursbondé@nartioni. Matid a ald-
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Mynd 4.6: Sidustu 2500 skrefin fyrir fiérar kedjur valinna stika i baisku lognormal Lee-Carter-
likani fyrir danartioni islenskra kvenna.

ursbundinni danartioni er po olikt eftir likdnum par sem m@iunur er milli matsins eftir
timabilum i lognormal-likaninu heldur en i poisson-likamiauk pess sem meiri sveiflur
eru a danartioniferlum lognormal-likansins og a petta widdanartioniferla beggja kynja.

Med pvi ad skoda yfirbordsmyndir af matinu a aldursbundir@mattioni eftir arum,
sja mynd [4.1B) fyrir matid & danartioni karla og myad (4.a4natinu fyrir konur, sést
mismunurinn enn betur. A myndunum sést ad mati® i badum likim er jafnara a
fyrri helmingi timabilsins en a peim sidari i samraemi vid givg Einnig er dberandi
hvad poisson-likaninu tekst betur ad jafna ferlana helduognormal-likaninu og skilar
traverdugri nidurstodu a fylgni i aldursbundinni danamtibaedi karla og kvenna a medan
lognormal-likanid eltir gagnapunktana of mikid. A myndumgést einnig vandamalid par
sem danartidnin er null en par myndast dalir & myndunum iygnormal-likénin.
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Mynd 4.7: Sidustu 2500 skrefin fyrir fijorar kedjur valinna stika i bajgku poisson Lee-Carter-
likani fyrir danartioni islenskra karla.

Ahugavert ad ad skoda matidkavigrunum Ur Lee-Carter-likénunum en dreifnin a
peim styrir dreifninni i spanum. A mynd{Z15) sést mati& &igrunum og par sést
munurinn & matinu i annars vegar lognormal og hins vegaspoiikbnunum. Myndirnar
stemma vid matid &2, i lognormal-likaninu ogs? i poisson-likaninu par sem dreifnin i
lognormal-likdnunum var meiri. Ein astaedan fyrir pessursmuin geeti falist i pvi ad i
poisson-likaninu er buid ad pvinga dreifnina til ad fylgjanértidninni & medan dreifnin
i lognormal-likaninu hefur meira frelsi. Hvort petta sé thlaf skyringunni parfnast p6
frekari athuganna.
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Mynd 4.8: Sidustu 2500 skrefin fyrir fijorar kedjur valinna stika i bajgku poisson Lee-Carter-
likani fyrir danartioni islenskra kvenna.

4.5 Ferningsleifafravik

Pegar borin eru saman tvo likon (almennt og takmarkadrandedin til pess ad reikna
log sennileikahlutf£

D=2[I(8,y) -1(8.y)], (4.5)

en steerdin gengur einnig undir nafninu ferningleig verour kollud pad hér. Hamarks-
sennileikamati® e en matid undir takmarkada likaninu sem er Lee-Carter-likarf. Ef
fjoldi daudsfalla i aldurshopk, lytur poisson-dreifingu med stild pa er sennileikamatio

Se. log likelihood ratio
6e. deviance

39



By = Dy, p.e. fjoldi daudsfalla i aldurshogi bvi er haegt ad reikna ferningsleifina

D =2[} Dxlog(Dx/Dx) — § (Dx—Dy)], (4.6)
bar senDy er Lee-Carter-matié i aldurshoép

Dx(t) = Ex(t) exp(dx+ Beko). (4.7

Ef dy eru ferningsleifafrévﬂ

Dy (t)

5~ (A0 - Bx(V), @8)

dy = \/Q‘Sigr(Dx(U - Dx(t>)\/Dx<t) log
b.e. einstakir lidir ferningsleifarinnar, pa gildd = y d2. Ferningsleifafravik geta ver-
id notud til ad meta gaedi likana og er t.d. haegt ad teikna patil tinda til ad kanna
eiginfylgni.

A mynd (ZI8) ma sja ferningsleifafravik fyrir valda aldadpa, karla og kvenna og
er par ekki ad sja nein aberandi mynstur sem benda til pessqoiLee-Carter-likanio
falli ekki ad gdgnunum a vidunandi hatt. Aldurshépunum firéséirs til 45 ara er viljandi
sleppt Ur pessari mynd vegna pess ad i peim aldurshépumesrgilgd fyrir komi ar par
sem enginn deyr og pvi ekki haegt ad reikna ferningsleifafrBuir 61l arin.

Ef rynt er i myndirnar virdist p6é vera meiri dreifni i fernisigifafravikinu 4 sidari
hluta timabilsins en peim fyrri. Pad parf p6 ad hafa i huga géra hluta timabilsins eru
danartolur reiknadar ut fra fimm ara medaltélum aldurshépm gerir gognin jafnari yfir
pad timabil og ferningsleifafravikin pvi minni.

"e. deviance residuals
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Mynd 4.9: Gelman-Rubin samleitnistudular,  og k vigranna i bayesiskum Lee-Carter-likonum
fyrir danartioni islenskra karla og kvenna.

41



0 20 40 60 80 100

Aldur

-

0.010 0.015 0.020 0.025
| | |

0.005

0.000
|

Aldur

Mynd 4.10: Bayesiskt mat @& og B vigrunum i poisson Lee-Carter-likani fyrir danartioni is-
lenskra karla og kvenna fra arinu 1945 til 2007.
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Lognormal likan
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Mynd 4.13:Bayesiskt Lee-Carter-mat & aldursbundinni danartido@({i(t)) islenskra karla fra
arinu 1945 til 2007.
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Mynd 4.16: Ferningsleifafravik bayesiskra poisson Lee-Carteri&dyrir aldursbundna danar-
tioni islenskra karla (vinsta megin) og kvenna (haegra megin
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Med| = 1,2,...,L artok Ur eftirddreifingum stikanna par sef!) er latid standa fyrit-ta
artakio stikangp. Eins skrefs danartionispa fyrir normal Lee-Carter-likaar framkvaemd
i eftirfarandi tveimur skrefum sem byggja a j6fnum{3.7) Bd.

1. Fyrst erKgll hermt fra

K, ~ Nk +80,63"). (5.1)

2. Svo eryﬂll hermt fra

yala~N@® +B0kl),, a2). (5.2)

Spa fyrir dénartianiprq}rl, er pa

M1 = explyn ). (53)

Eins skrefs danartidnispa fyrir poisson Lee-Carter-li&aar framkveemd med pvi ad
spa fyrslkg}rl skv. j6fnu [3.5B)

K0 ~N(Kh +60) a2). (5.4)

z 7 . e , (1
P& faest spa fyrir danartlémﬁ,ll, skv. (35D)
O~ expia® + g0k ) (5.5)
Mni1 n+1)- -

K-skrefs spa er framkveemd, i badum tilfellum, med pvi reikH}g( at fra Kglk_l a
sama hatt og gert var hér ad framan, p.e.

| |
Kﬁlk” N<Kglk—l+e(l)705>- (5.6)

Spa fyrirp.f]'lk leidir svo afkglk eins og hér ad framan.
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A myndum [521) ogl[5]12) sjast 100 ara spar fyrivigurinn med 68% og 90% eftirabil-
um og eins og sést & myndunum eru peer 6likar. Gildinvigrunum eru ekki sambeerileg
milli likananna en pad sem kemur fram er sa mikli munur semdeedninni a spagildun-
um og kemur hann fram i likénum fyrir beedi kynin. Ovissan iimaék vigrunum skilar
sér beint sem dvissa i spam a aldursbundinni danartidniogirs®st & mynduni(3.3) og
&.3) fyrir 25 ara og mynduni(8.5) of(5.6) fyrir 50 ara daf@rispar karla og kvenna.

Nidurstodurnar syna ad dreifnin i danartionispam logndanaifingar likansins er pad
mikil ad pegar spagildin fyrir danartidni eru reiknud yfirdewntan lifaldur gefa paer nidur-
stédur sem eru Otraverdugar. Danartionispar poissoffiitlyar likansins gefa hins vegar
traverdugri nidurstdour og eru paer notadar i sidari hlugerdarinnar par sem fjallad er
um langlifisdhaettu.

5.1 Spaskekkja

Eins og adur hefur komio fram er Lee-Carter-likanid hentilgbagerdar pvi fyrir alla ald-
urshopa tengist aldursbundin danartioni sama timaxigsem audvelt er ad framreikna.
Lee-Carter-likanid er po ekki laust undan peim vandamalam almennt eiga vid um
spalikon. Att er vid spaskekkjur sem ma skipta i fjora flokiailjunarkenndar breyting-
aEl, stodugleiki stikanrﬁa Ovissa i stikamﬁiog Il’kanaskekkB pPessum flokkum ma lysa
nanar.

1. Tilvillanakenndar breytingar eda Okerfislaeg skﬂlgengur at fra pvi ad jafnvel
pott danarlikur séu pekktar pa sé fjoldi latinna & hverjuatiiti tilviljanakenndur.

2. Stodugleiki stikanna eda kerfisleeg skekkja gengur utviap jafnvel pott danar-
tidnilikanid sé rétt geti stikar pess proast a tilviljanalkdan hatt til framtidar.

3. Ovissa i stikamati stafar af peirri skekkju sem myndagiapennid er med urtak,
p.e. takmorkud gogn.

4. Likanaskekkja helgast af pvi ad notad er akvedid likarapégiri likon gaetu att
vid og Ogjorningur er ad segja um hvert peirra sé pad réttanMnandi likon gefa
yfirleitt mismunandi spar.

Fyrir utan likana skekkjuna, sem sérstaklega er fjallad Ricthards & Curriel(2009),
ma segja ad hinar spaskekkjurnar séu félgnar i spam poissexCarter-likansins.

Le. stochastic variation, micro risk
e. parametric stability, macro risk
3e. parametric uncertenty

e. model risk

€. non-systematic risk
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Tafla 5.1:Arleg laekkun danartidni islenskra karla 2007 skv. poissee-Carter-likani.

Lee-Carter Lee-Carter Hagstofan
sidustu 10 ar spa neestu 10 drspa naestu 10 ar
25 ara 4,9% 2,9% 0,75%
50 ara 3, 7% 2,1% 2,25%
66 ara 2,1% 1,2% 2,25%

Tafla 5.2:Arleg laekkun danartidni islenskra kvenna 2007 skv. poikserCarter-likani.

Lee-Carter Lee-Carter Hagstofan
sidustu 10 ar spéa neestu 10 drspa naestu 10 ar
25 ara 3,9% 3,1% 0,5%
50 ara 2,3% 1,8% 2,0%
66 ara 1,5% 1,1% 2,0%

5.2 Danartidnispa

i toflum (&) og [5R) ma sja arlega laekkun danartidni kagakeenna undanfarin ar
0g spa um prounina & komandi arum skv. poisson Lee-Cakimmnitiu. bar sést ad arleg
leekkun danartioni hefur verid meiri medal yngri aldurshémaog einnig meiri hja kdrlum
en konum. Laekkunin hefur verid mest hja 25 ara korlum par s@mhiefur verid nsestum
5% en minnst hja 66 ara konum, eda um 1,5%. Pegar spar um iddmastenskra karla
og kvenna eru skodadar kemur fram ad arleg leekkun danagfdmismunandi medal
aldurshopa eins og vid var ad buast. Spain er i godu samradrteekkunina undanfarin
ar en po6 heegir a henni og heldur meira hja kérlum en konum. igararleg laekkun
danartioni medal 25 ara karla 2,9% medan samsvarandi laakkBii% hja konum. Spa
um arlega laekkun danartioni hja 50 ara kérlum er nokkud laggi 2,1% og 1,8% hja
50 ara konum. Arleg laekkun er &setlud vera 1,2% hja 66 arakoog 1,1% hja 66 ara
konum.

Arleg lsekkun danartidni skv. likaninu er nokkud 6lik spa serrer iiHagstofa islands
(2007) en par er ad finna spa um arlega lseekkun danartioninakéslal arsins 2050. Hja
25 ara korlum er par gert rad fyrir arlegri laekkun danartidop a 0,75% naestu 10 arin
og 0,5% laekkun eftir pad fram til arsins 2050. Hja 50 og 66 dndukn er arleg laekkun
aeetlud vera 2,25% naestu 10 arin, 2,0% neestu 20 ar eftir padood,5% laekkun eftir
pad fram til arsins 2050. Spa Hagstofunnar fyrir arlega laek#tanartioni hja konum er
minni en hja kérlum. Hja 25 ara konum er gert rad fyrir arldgegkkun danartioni upp a
0,5% alveg fram til arsins 2050. Hja 50 og 66 ara konum er geétfyrir arlegri laekkun
danartioni upp a 2,0% naestu 10 arin, 1,5% laekkun neestu 20 &rdféir og ad lokum
1,25% laekkun eftir pad fram til &rsins 2050.
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Mynd 5.1: Bayesiskt mat & kapp@&(t)) og spa til neestu 100 ara med Lee-Carter-likbnum fyrir
danartioni islenskra karla, auk 68% og 90% eftirabila.
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Mynd 5.2: Bayesiskt mat & kapp&(t)) og spa til neestu 100 ara med Lee-Carter-likdnum fyrir
danartioni islenskra kvenna, auk 68% og 90% eftirabila.
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Lognormal likan Poisson likan
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Mynd 5.3: Bayesisk spa fyrir aldursbundna danartidhog({i(t))) islenskra karla til nsestu 25
ara med Lee-Carter-likdnum, auk 68% og 90% eftirabila.
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Mynd 5.4: Bayesist spa fyrir aldursbundna danartidiog(fi(t))) islenskra kvenna til neestu 25
ara med Lee-Carter-likénum, auk 68% og 90% eftirabila.
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Lognormal likan Poisson likan
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Mynd 5.5: Bayesisk spa fyrir aldursbundna danartidhog({i(t))) islenskra karla til naestu 50
ara med Lee-Carter-likdnum auk 68% og 90% eftirabila.
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Mynd 5.6: Bayesisk spa fyrir aldursbundna danartidhog({i(t))) islenskra kvenna til neestu 50
ara med Lee-Carter-likénum auk 68% og 90% eftirabila.
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Kafli 6
Inngangur

»The quality, not the longevity, of one’s life is what is imjpot.” Martin Luther King, Jr.

Lifeyrisgreiésltﬂ eru greidslur til einstaklings sem hefjast vid akvedinrualdg vara
til andlats hans. Greidslurnar standa pvi yfir i vissan tima

Med Iangll'fiséhaetﬁ,l er vid att aheettu peirra adila sem bjoda lifeyrisgreidshir p
greidslurnar geta ordid kostnadarmeiri en upphaflegamaeetierou rad fyrir vegna proé-
unar aevilengdar. broun eevilengdar getur pannig haft ahgifeidslugetu peirra adila
sem bjoda upp & lifeyrisgreidslur. Ahaettan er sérstaklag fyrir greidsluasetlanir sem
tryggdar eru aevilangt og getur minnsta breyting i sevile gl til gjaldhaefisvandamzﬁa
hja adilum sem bjéda upp a lifeyrisgreidslur sem eru adallé@gyrissjodir og liftrygg-
ingafélog.

Brouhns, Denuit & Vermuni(2002a) skodar verdgildi lifeygreidsina midad vid baedi
fasta (6breytta) og laekkandi (breytilega) danartioni slee-Carter-likaninu og synir fram
a mikilvaegi pess ad spa danartioni i stad pess ad nota nyfedta danartioni ébre)ﬂt.
Nidurstadan er su ad verdlagning midud vid fasta danartidadan danartioni fer laekk-
andi, leidir i nanast 100% tilvika til greidslupurrdar, preeikveeds greic’isluﬂaeﬁlsEinnig
synir rannsoknin élikar nidurstddur fyrir kynin og mikilggegoess ad hafa dryggisé@gl
ad minnka likur & greidslupurrd.

Fleiri adilar nota Lee-Carter-likanid i svipudum tilgangiannig verdleggur Lefebvre
(2006) lifeyrisgreidslur hollenskra karla m.v. lsekkandndrtioni. Koissil(2006) skodar
umbeetur & finnska lifeyriskerfinu bg Cossette, DelwardeuideBuillot & Ftienne Marceau
(2007) meta kostnad lifeyriskerfis Quebec fylkis i Kanada@edan hatt. Richards & Currie
(2009) meta svo likanaaheettu vid verdlagningu lifeyriggiea med notkun Lee-Carter-
likansins.

Le. pension annuity, life annuity

2e. longevity risk

3e. solvency

4Med leekkandi danartidni er att vid danartidni sem spad eyrardr og breytist pvi milli ara medan
fost danartidni byggir & mati & danartioni fyrir sidastagin slanarupplysingar liggja fyrir um (2007) og er
SVo notud bébreytt eftir pad

Se. cashflow

be. safety loding
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Mynd 6.1: bPréun veentrar aevilengdar islenskra karla og kvenna fraad838 til 2007. Myndin
synir vaenta aevilengd yfir fimm ara timabil nema sidasta tildedem naer yfir prju ar.

Veent aevilengd islenskra karla og kvenna er hér metin a ardtaergert hefur verio
hérlendis adur. Notud er poisson utgafa Lee-Carter-likansbr. fyrri hluta verkefnis-
ins. | framhaldi af pvi er langlifisahaettan metin med pvi adlsaman verdgildi lifeyris-
greidsina islenskra karla og kvenna, annars vegar med [mi@®vio fasta danartioni til
framtidar og hins vegar sp& um lsekkandi danartidni med poisse-Carter-likaninu.

Eftir ad hafa skodad préun aevilengdar & islandi undanfaiatagi pa eru liftimadreif-
ingar skilgreindar og i framhaldi af pvi lyst peim adferduemsnotadar eru vid liftofludt-
reikninga. Skilyrt aevilengd er reiknud skv. poisson Leet@alikaninu og borin saman
vid adrar sambeerilegar meelingar. Lifeyrisgreidslur ertdlagdar Ut fra annars vegar
fastri danartioni og hins vegar leekkandi danartioni enkninegarnir eru forsenda pess ad
haegt sé ad meta langlifisahaettu. bar sem lifeyrisgreidsigreidslur til einstaklings fra
akveonum aldri til andlats hans og vara pvi i 6vissan timageedlagning peirra évissu
had jafnvel paott litid er hja dvissu i vaxtarofi.
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6.1 Préun sevilengdar

Pegar vaent aevilengd islendinga vid faedingu er skodud sémvidngdin hefur aukist
verulega a sidustu 6ld og jafnvel lengur og hefur aukningiist nokkud jofn hja badum
kynjum. Fimm ara medaltdl um veenta sevilengd vid faedingu ffirfual 838 til ZOOH ma
sja a mynd[{€]1) en par sést hvernig préunin hefur verid yfiabilio.

A fyrri helmingi pess var vaent zevilengd undir 60 arum og sadifit hun eftir arferdi
megnid af 19. 6ldinni og allt fram til um 1880. Pannig komuifgfmabil par sem vaent
aevilengd var innan vid 30 ar en eftir 1880 hefur verid naergod voxtur i sevilengdinni.

I upphafi sidustu aldar var veent aevilengd nyfeeddra islerbkragja 48,0 &r medan
vaent eevilengd nyfaeddra islenskra stulkna var 52,4 ar. iltkianar var veent aevilengd
ordin 76,8 ar fyrir drengi og 81,1 ar fyrir stalkur og haféidrau 2007 aukist i 79,4 ar fyrir
drengi og 83,0 ar fyrir stulkur sem bendir til pess ad veentergd sé ennpa ad aukast.

Pegar veentur vidbotarlifaldur vid akvedinn aldur (skilyrtidbotarlifaldur) er skodad-
ur er nidurstadan su sama, vaentur viobotarlifaldur hefurigiaukist. Pannig var veentur
vidbotarlifaldur 67 ara karlmanns 10,0 ar vid upphaf siduadtiar en vid lok hennar var
hann ordinn 15,0 &ar og arid 2007 hafdi hann vaxid i 16,7 ar. ssanandi veentur viobot-
arlifaldur fyrir konur er 12,0 &r, 17,9 &rog 19,1 ar.

Pegar borinn er saman mismunur & veentri aevilengd karla ognievpa hefur hann
verid sveiflukenndur allt fram til 1950 pegar hann var teeglégir konum i hag. A naestu
25 arum jokst munurinn og nadi mest 6 arum en & undanféornum aafur heldur dregio
saman med kynjunum og hefur mismunur a sevilengd kynjann@weran vid 4 ar, sioustu
arin.

’Skv.[Human Mortality Databdsz (2008)
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Kafli 7

Liftimadreifingar

7.1 Liftimafallio

X(t) er timahad slembibreyta sem lysir liftima gy (x) = X(t) —xer pa vidbotar lifaldur
einstaklings vid alduxk. Fx ) (x) er dreififall X(t), p.e.Fx«)(X) eru likurnar a ad nyfeeddur
einstaklingur deyi adur en hann neer aldify ;) (x) er samfellt vaxandi fall meBy ) (0) =

0 ogFxt)(w) =1 par senw er hémarksliftirﬁ einstaklings. Nanar

Fxio () = PIX(t) <X = /OX fx ) (S)ds fyrir x> 0. (7.1)

par semfy ) (X) er péttifallX(t).

. Liftimafalli&ﬂ, Sx(t)(X) stendur fyrir likur pess ad nyfeeddur einstaklingur muni na
a.m.k. aldrix. Nanar

Sx(t)(X) = L —Fx ) (x) = P[X(t) > X (7.2)
en pvi fylgir adSy 1) (s) er ekki-vaxandi fall medy 1) (0) = 1 0g Sx(t)(w) = 0.

e Likurnar & pvi ad einstaklingur deyji & timabilif)yx+ u), u > 0 eru
PX < X(t) <X+ U] = Fy ) (X+U) — Fx) (X) = Sx(ty(X) — Sxy (X +u). (7.3)

e Skilyrtar likur pess ad einstaklingur deyi & timabilipux + u), u > 0 gefid ad vio-
komandi hafi nad aldu eru

Fx ) (X+U) — Fx) (X)
1-Fxp(X)

Sty (¥) = Sk (X+u)

N Sx(t)(X) '

Px < X(t) < Xx+ulX(t) >x =
(7.4)

le. ultimate
2@, survival function
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e Skilyrtar likur pess ad einstaklingur lifi a.m.ki vidbotarar,,px(t), gefid ad hann
hafi n4d aldrix eru

Skt (X+ U).

Sk(t)(X) (7:5)

upx(t) = P[Tx(t)(x) > U] = P[X(t) > x+ulX(t) > X =

e Skilyrtar likur pess ad einstaklingur deyji innarvidboétarara,gx(t), gefio ad hann
hafi n4d aldrix eru

ulx(t) = 1 —upx(t) = P[Tx(t)(X) < U] = (Sx(t)(X) — Sx(t)(X+))/Sx)(X). (7.6)

Med steerdinnj,gx(t) er att vid aldursbundnar danarlikur fyrir timabil ad lengdef
u=1paengx(t) skrifadgx(t). Pannig stendua(t) fyrir likindi pess ad einstaklingur deyi
innan eins timabils (ars) gefid ad hann hafi nad aldipa feest einnig skv. skilgreiningu
ao

xPo(t) = Sxt)(X)- (7.7)

Taknmalid ‘u|’ er notad um atburd sem fre@aﬂ) umu ar. bannig e, dx(t) likur pess
ad lifa a.m.k.u vidbétarar en deyja svo innanara, gefio ad viokomandi hafi nad aleyi

U|VqX<t) = P[u < TX(t)(X) < U—I—V]
=P[X+u< X(t) <X+u+Vv[X(t) > X
Sk (X+U) =S¢y (X+U+V)
N Sk (%) (7.8)
Sk (XA U) || Sty (X4 1) = Sy (X+U+V)
B [ Sx(t)(X) Sx(t)(X+U)

= uPx(t) - vOxtu(t).

Ef Lx(t +x) stendur, eins og adur, fyrir fiolda einstaklinga & lifi & akdvid timat + x
ut fra upphaflegum argandip(t) og yDx(t) er fjolda daudsfalla & timabilinatil X+ u, pa
gildir ad

uDx(t) = Lx(t) — Lxu(t+U). (7.9)

Liftimafallid sem skilgreint var hér ad framan er einnig haag skilgreina a eftirfarandi
hatt,

Sxn(¥) = (7.10)

3e. deferred

59



sem samfellt og ekki vaxandi fall. Pa gildir &) (X) — Sx) (X+Uu) er hlutfall upphaflega
fijoldans sem deyr & timabilind, x4 u) og
Sx(t)(X) = Sxty (X+U)  Ly(t) — Lxpu(t +u)

ulk(t) = S0 (0 = ™0 (7.11)

taknar hlutfall eftirlifandi einstaklinga vid aldut sem deyja fyrir aldux + u. pa feest
einnig ad
i I—x+u (t + U) _ Lx+1(t + 1) Lx+2(t + 2) I—x+u (t + U)
uPx(t) = =
Lx(t) Lu(t)  Lxpa(t+1)  Lyju-a(t+u-1) (7.12)

= Px(t) Pxs1(t+1) - Py (t+u—1).

Kx(t)(x) er strjal slembibreyta sem stendur fyrir veentan fioldaladifara einstaklings.
Par serKy ) () er steesta heiltalanT ) (x) pa gildir fyrirk=0,1,..., skv. (Z8) ad

P[Kxt)(X) =K =Pk < Tx(t)(x) <k+1] = ox(t). (7.13)

Dreifingarfall Kyt (x) er pa

k
Fy () = PKx) (X) <K = _Z)i\QX(U = kr10x(t). (7.14)
1=
NU eru skilgreind tvo hugtdk tengd veentum vidbotarlifakinstaklings vid alduk,
p.e. Txq)(X) 0gKx ) (t). Veent gildi pessara steerda, p.e. annars véqa): ETx o (X)],
sem nefnt er fullkominn veentur viébétarll'falﬂtmg hins vegagy(t) = E[Kx ) (X)], sem
nefnt er veentur viébc')tarll'falcﬁiog er su steerd sem notud er hér. Vaentan vidbétarlifaldur

ma pa skrifa pannig sk {Z113)

&(t) = k;k' KOk(t) = k;k' kPx(t) - Oxik(t) = k;k+lpx(t> = k(). (7.15)

k>1

Petta ma fa fram med pvi ad nota;gs - Ox. k = kPx — k1 Px 0g patta med pvi summuna.
Ofangreinda formulu mé einnig fa fram med pvi ad skefé ) pannig

a(t) = > PIX(t) >x+KX(t) >X = «px(t), (7.16)
k>1 k>1
og skv. [Z1P)
e bak(t+k) Lga(t+1) +Lgo(t+2)+...  Tx(1)
“U=2,"L0 (1) “L (727

4e. complete expectation of life
Se. curtate expectation of life
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7.2 Ahaettufallid

Aheetta & skyndilegum dauda vid aldui timat, eda danartidni eins og hun var skilgreind
i kaflal2, er pa heegt ad skrifa

_ R(BX) —Fx(X)  fx(t)Ax

= hy(t)AX (7.18)

par semhy(t) = fx(t)/Sk(t) er éhaettufalliﬁ. Ahgettufallid taknar pa ahaettu ad deyja vid
aldurx gefid ad viokomandi einstaklingur hafi nad alri

7.3 Liftoflur

Taknum medu(t) metna aldursbundna danartioni vid alewrg timat Ut fra Lee-Carter-
likaninu. | lognormal-likaninu gildir a& logi(t)) = Gx -+ ﬁxkt og i poisson-likaninu gildir
adix(t) = exp(Ox + fixRt). I badum tilfellum gildir um,ug(t) sem Lee-Carter-mat d(t)
ao

Ii(t) = exp(Bx+ Bekt) (7.19)

par semq, [§> Og K eru Lee-Carter-matid a fyrrgreindum vigrum. gf(t) er pekkt pa eru
eftirfarandi skref framkvaemd fyrir liftoéflu Gtreikninga.

e Til pess ad varpa aldursbundinni danartidsiit) fyrir x =0,1,2,3,. ..,xmaﬂ yfir
i likindi pess ad deyja & aldx & timat (p.e. & aldursbilinux,x+ 1) & timabilinu
[t,t+1)), taknad medi(t), feest

i (t)
t) = —. 7.20
Hér taknarax medalfjolda lifara innan aldursbilsing, x+ 1) fyrir folk sem deyr &
timabilinu enay = 0,5 fyrir alla aldurshopa nenmva= 0 0gx = Xmnax Fyrir ungaborn,
x =0, gildir

(7.21)

~J 0,053+ 2,800Q1 fyrir stalkur
B 0,045+ 2,684y fyrir drengi

par sem danartidni peirra er mjog lag hérlendis, sja nénainidh et al. (2007) og
Hagstofa islands (2007). Fyrir elsta aldurshopipgs, p.e. fyrir 100 ara og eldri er

Bmax = ety 0 PVI €M, (1) = 1.

6e. survival function

"Hja|Human Mortality Database (2008) er elsti aldurshopufif9 ara 0gmax= 110+ stendur fyrir
alla eldri aldurshdpa en i verkefninu er midad vid 99 &ra sksta @ldurshopinn baedi hja kérlum og konum
og 100+ stendur fyrir alla eldri aldurshépa
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o py(t) er skilyrtar likurnar & ad lifa til aldurg+ 1 & timat gefid ad viokomandi hafi
n&d aldrix

px(t) = 1—ax(t), (7.22)
fyrir allar aldurshopa.

e Ly(t+Xx) stendur fyrir fidlda einstaklinga a lifi & aldxivido upphaf tima + x Gt fra
upphaflegum argangip(t). Eftirfarandi formula gildir pa

L2 (t+x+ 1) = Lo(t) r!) Di(t+1) = Ly(t +X) px(t + ). (7.23)

e Fyrir alla aldurshopa nema pann elsta ma skrifa fiolda dialiésDx(t) & aldrix,
sem

Dx(t) = Lx(t) — Lxp2(t +1) = ax(t) Lx(t). (7.24)
Fyrir elsta aldurshopinn gildiDy,., = Ly
e Mannar & aldursbilinix,x+ 1) er pa haegt ad skrifa sem
Ex(t) = Lx(t) — (1 —ax)Dx(t) (7.25)

fyrir alla aldurshopa nema pann elsta par 8, (t) = Ly, (t) @xnax

e AQ lokum faest ad eftirlifandi mannar vid aldui arit eru

Xxmax

Tx(t) = Z Ex(t). (7.26)

e Skilyrtur veentur vidbaétarlifaldur vio alduca timat er pa

e(t) = . (7.27)

Med pvi ad setjdo(t) = 1 pa erlLy(t) Oskilyrtar likur pess ad lifa til aldurs & timat
0g Dy(t) 6skilyrtar likur pess ad deyja & aldeié timat. Med oskilyrtum likum er att viod
likindi vid faedingu.

7.4 Lifaldur

I Hagstofa islands (2007) er gefinn upp medalzevilengd iktarisarla og kvenna fra feed-
ingu, i fimm ara medaltélum, fra arinu 1971 til 2005 og spa @ibQ. bar kemur fram
ad medalaevilengd karla fyrir arin 2006-2010 sé 79,9 ar ogkae83,2 ar. Ut fra mati
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Tafla 7.1:Skilyrtur veentur vidbétarlifaldur islenskra karla arié @0 skv. bayesisku poisson Lee-
Carter-likani.

Fost danartion| Laekkandi danartioni 2008-2107

(2007) 2,5% hm.| 50% hm.| 97,5% hm.
Vid faedingu 79,3 82,3 85,3 96,5
25 ara 54,9 56,6 58,7 62,5
50 ara 30,8 31,3 325 33,9
66 ara 17,1 17,1 17,7 18,4

Tafla 7.2: Skilyrtur veentur vidbétarlifaldur islenskra kvenna ari@@ skv. bayesisku poisson
Lee-Carter-likani.

Fost danartion| Laekkandi danartioni 2008-2107

(2007) 2,5% hm.| 50% hm.| 97,5% hm.
Vid faedingu 83,1 87,6 89,9 94,2
25 ara 58,5 61,4 63,1 65,5
50 ara 34,1 35,3 36,4 37,7
66 ara 19,9 20,3 20,9 21,6

a danartioni fyrir ario 2007 med poisson Lee-Carter-likarfeest mat & veentri sevilengd
karla, e(t) skv. (Z.ZT) uppa 79,3 ar. Samsvarandi mat fyrir veenta amydldvenna er
83,1 ar. Skv. pessum télum gefur likanid sannfserandi matrérveevilengd baedi karla
og kvenna. Matid a veentri sevilengd kvenna er 0,1 ari lsegrasgstdfunnar sem verdur
ad teljast litill munur og pott matid a aevilengd karla sé irfiskgntinum en par munar 0,6
arum a poisson Lee-Carter-likaninu og Hagstofunni pa erambserilegar nidurstodur ad
reeda.

Pegar skilyrtur veentur vidbotarlifaldur karla er skodagaflal7.1) sést vel munurinn
a pvi hvort 16gd er til grundvallar fost eda leekkandi daaniti Ef nidurstddur poisson-
likansins eru skodadar, kemur fram téluverdur munur a gkitg veentum vidbotarlifaldri
0g vex hann eftir pvi sem spatiminn er lengri. Vid faedinguaenwur lifaldur 6,0 ari lengri
pegar midad er vid laekkandi danartioni en styttist svo odkiyrtur veentur vidboétarlif-
aldur 3,8 arum lengri vid 25 ara aldur, 1,7 &ri lengri vid 58 aldur og 0,6 ari lengri vid
66 ara aldur.

Fyrir konur er meiri munur a skilyrtum veentum vidbétarldel (tafla[Z.2) eftir pvi
hvort notud er fost eda leekkandi danartioni en hja kdrluneamnig feest skv. poisson Lee-
Carter-likaninu ad veent aevilengd islenskra kvenna er @& dengri vid faeedinu pegar
midad er vid lseekkandi danartioni. Skilyrtur veentur vidbibtaldur er 4,6 arum lengri vid
25 &ra aldur, 2,3 arum lengri vid 50 ara aldur og 1,0 ari lenigr66 ara aldur en ef midad
er vid fasta danartioni eins og hun var metin fyrir arid 2007.

Eins og pessar nidurstodur syna pa skiptir mali hvort fost leékkandi danartioni er
|6ga til grundvallar skilyrtum veentum vidbaotarlifaldri Ka og kvenna. bannig er skilyrtur
vaentur vidbaotarlifaldur vid 25 ara aldur hja kérlum 7,1%ddrpbegar midad er vid laekk-
andi danartioni skv. poisson Lee-Carter-likaninu. Mumurminnkar svo hlutfallslega eftir
pvi sem lidur & aevina og er 3,6% lengri vid 66 ara aldur. Skiwaentur vidboétarlifaldur

63



islenskra kvenna er 7,9% lengri pegar midad er vid leekka@dadioni vio 25 ara aldur.
Vid 66 ara aldur er samsvarandi munur 5,2%.
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Kafli 8
Lifeyrisgreidslur

paer tryggingasteerdfraedilegu adferdir sem notadar erudvideda skuldbindingar tengdar
aevilengd, byggja a forsendum um baedi aldursbundna daniastidvaxtarof. Vaxtaroéfio,
i, er yfirleitt fasti og er algengt hérlendis ad nota 3,5% vexdan aldursbundin danartioni
er metin Ut fra lydfraedigdgnum.

Ef gengid er ut fra pvi vio aldux, ad lifeyrisgreidsldy; verdi greidd eftirt ar, pa er
navirdi peirra greidsina midad vio skilyrtar lifslikypx(t) og arlegan afvoxtunarpétt

() = Y keaPx(t)bV (8.1)
K>0
parsemv=1/(1+1).
Ef skodadar eru sambeerilegar greidslur og hér ad framangeerpfjast ekki fyrr en
eftir mar en i pvi tilfelli er t.d. verid ad skoda veentar greidsluRE ara einstaklings sem
hefjast vid 67 ara aldur, p.e. eftir 42 ar, pa er navirdi [zeirr

m|ax(t) = Z k+lpx(t>bkvk+l- (8.2)

k>m

A jofnum ) og [BR) sést ad upplysingar um danartidniraikilveegar vid ad verd-
leggja lifeyrisgreidslur eins og greidsluradirnar hér mdfan eru nefndar.

Pegar verdlagning lifeyrisgreidsina til islenskra kata. sjofnum (81) og [BR) er
skodud (tafla8ll) sést munurinn a pvi hvort 1690 er til gruaildw fost danartioni, eins og
han var metin fyrir arid 2007, eda lsekkandi danartioni skeispon Lee-Carter-likaninu.
Munurinn vex hlutfallslega eftir pvi sem lengra er i grewdsiar. Fyrir 25 ara einstakling
er verdio 0,68 einingum haerra pegar midad er vid leekkandadi@mi sem gerir hlutfalls-
legan mun 28,3%. Vid 50 ara aldur er verdid 1,54 einingum &aem gerir hlutfallslegan
mun 26,3% og vid 66 ara aldur er verdid 2,10 einingum haerra genin hlutfallslegan
mun 18,4%.

Fyrir konur eru nidurstédurnar sambeerilegar (tafld 8.2)nnikafaest ad verdgildio
er 0,74 einingum haerra vid 25 ara aldur, 1,70 einingum haa&&W ara aldur og 2,55
einingum heerra vid 66 ara aldur pegar midad er vio leekkanuudiédni. Hlutfallslega er
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Tafla 8.1:Verdlagning lifeyrisgreidsina arid 2007 fyrir islenskarka

Fost danartion Leekkandi danartioni 2008-2107
(2007) 2,5% hm.| 50% hm.| 90% hm.| 95% hm.| 97,5% hm.
25 ara 2,41 2,78 3,09 3,26 3,31 3,35
50 ara 5,83 6,67 7,37 7,76 7,88 7,96
66 ara 11,37 12,51 13,47 14,02 14,18 14,31

Tafla 8.2:Verdlagning lifeyrisgreidsina arid 2007 fyrir islenskaorur.

Fost danartion Leekkandi danartioni 2008-2107
(2007) 2,5% hm.| 50% hm.| 90% hm.| 95% hm.| 97,5% hm.
25 ara 2,86 3,38 3,60 3,72 3,76 3,80
50 ara 6,86 8,06 8,56 8,84 8,94 9,02
66 ara 12,87 14,67 15,41 15,84 15,98 16,10

munurinn 26,0% vid 25 ara aldur, 24,8% vid 50 &ara aldur og%®ov& 66 ara aldur.

Eins og pessar nidurstodur syna pa skiptir mali hvort fost kedkkandi danartioni
er notud vid verdlagningu lifeyrisgreidsla baedi karla ogwa. Pannig er munurinn &
verdgildinu vid baedi 25 og 50 ara aldur um og Yyfir 25% baedi hjéukd og konum.
Munurinn er hlutfallslega minni pegar styttra er i greidskr eda teeplega 20%.

A mynd (8) sjast stoplarit af verdlagningu lifeyrisgrsida skv. jofnum[(811) og
@2) reiknada ut fra eftirddreifingu aldursbundinnar atidai skv. poisson Lee-Carter-
likaninu. Par sést ad i 6llum tilfellum eru verdlagning mastfi danartioni (I6drétta linan)
vel fyrir utan (nedan) dreifinguna sem faest med eftiradrgifimi baedi hja kdrlum og
konum.

8.1 Reéttindatafla

A grundvelli verdlagningarinnar er haegt ad setja fram métitoflu fyrir beedi karla (tafla
B.3) og konur (tafl&-8l4) sem byggir einungis & danarlikuns e paer eru metnar med
poisson Lee-Carter-likaninu.

Réttindin byggja a verdlagningu skv. t6flum{8.1) €g18.2)evg reiknud ut fra mati
a annars vegar fastri og hins vegar laekkandi danartionilagidkandi danartioni er mio-
ad vid sanngjarna verdlagningu ut fra 50% hlutfallsmarkieognig ut fra 90% og 95%
hlutfallsmarki en pa hefur verid innleitt 6ryggisalag td eninnka likur & greidsluproti.

Eins og sést a toflunum pa er einnig munur & réttindum eftijleyren eins og komid
hefur fram pa er skilyrt veent aevilengd islenskra kvennariesrgkarla og pad endurspegl-
ast i minni réttindad6flun peirra.
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Tafla 8.3:Arleg lifeyrisréttindi islenskra karla fyrir hvert 10.000. idgjald arid 2007.

Fost danartion| Leekkandi danartioni 2008-2082
(2007) 50% hm.| 90% hm.| 95% hm.
25 ara 4.155 3.239 3.068 3.023
50 ara 1.714 1.357 1.289 1.270
66 ara 879 743 713 705

Tafla 8.4:Arleg lifeyrisréttindi islenskra kvenna fyrir hvert 10Rr. idgjald arid 2007.

Fost danartion| Leekkandi danartioni 2008-2082
(2007) 50% hm.| 90% hm.| 95% hm.
25 ara 3.503 2.779 2.687 2.659
50 ara 1.458 1.168 1.131 1.119
66 ara 777 649 631 626
8.2 Gjaldhaefi

Pegar gjaldhaefi sj0ds par sem verébréfas@fsﬁﬁnanstendur af lifeyrisgreidoslum metnum
at fra réttindatoflul(813) fyrir karla od(8.4) fyrir konur skodud, sést mikill munur & pvi
hvort réttindin eru byggdo & mati & fastri eda laekkandi dadait

i toflum (&38) til (81) eru syndar nidurstédur Gtreikningtkum & greidsluproti, aldri
vid greidsluprot og fjélda vanefndra samninga par sem indltilfellum er gengid ut fra
leekkandi danartioni en réttindi midast vid réttindatofii8) og [B.%) eins og adur var lyst.

e Likur & greidsluproti reiknast sem hlutfall peirra tilfe]laf 10.000, pegar sjodurinn
getur ekki ad fullu stadio viod skuldbindingar sinar og gshigprot verdur.

e Aldur vio greidsluprot reiknast einvérdungu ut fra peinfigilum pegar greidsluprot

verdur og midast pa vid aldur greidslupega pegar sjéoureargkki ad fullu stadid
vid skuldbindingar sinar.

e Fjoldi vanefndra samninga reiknast einvordungu ut fra géfellum pegar greidslu-
prot verdur og midast pa vid fjdlda greidslupega sem ennjpa éfi pegar sjodurinn
getur ekki ad fullu stadid vio skuldbindingar sinar.

Pegar réttindi midast vio fasta danartioni eru likur a ggleiproti sjodsins 100% fyrir
alla prja aldurshépana og baedi kyn. Midaldur greidslupedarkeidsluprot er 82 ar fyrir
karla pegar utreikningar mida vid 25 og 50 &ra aldur en tveidrum sidar ef peir eru
gerdir vid 66 ara aldur. Samsvarandi aldur fyrir konur erlindl tilfellum 2 arum sidar.
Midgildi vanefndra samninga hja kdrlum eru um 6.700 hja yaggurshopunum og 6.400
vid 66 ara aldur pannig ad einungis er stadid vid uf3 af samningunum. Vanefndir
samningar hja konum eru hins vegar i 6llum tilfellum rdmléga00 fleiri.

Ef réttindi midast vid danartioni ut fra 50% hlutfallsmorkusekkandi danartioni eru
likurnar & greidsluproti 50% nema fyrir greidslur vid 50 aldur par sem likurnar eru

Le. portfolio
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haerri en buast meetti vid. Midaldur greidslupega vio greipit er um 8 til 9 &rum heerri

hja koérlum en 10 til 11 arum heerri hja konum en pegar réttindiéast vio fasta danar-

tioni. Greidsluprotid snerta pannig rumlega 50% feerrikam pegar midad er vid fasta
danartioni og um 60% feerri konur.

Pegar innleitt er dryggisalag (90% eda 95%) pa minnka likgireddsluproti sjédsins
enn frekar. Midaldur greidslupega vid greidsluprot haekkar? til 3 ar hja kérlum en um
1 til 2 ar hja konum og pvi fylgir ad vanefndum samningum fagkkaira hja korlum en
konum eda um og yfir 30% (um 29% - 40%) medan faekkunin hja konuirkengum
10% (um 7% - 13%).

A myndum [B2) og[(812) sést nidurstadan um gjaldhaefi senti@I8) til (8-2) byggja
a. Myndirnar byggja a mati & annars vegar fastri og hins visglkandi danartioni skv.
poisson Lee-Carter-likaninu fyrir hvort kyn fyrir sig. A mglunum sést ad pad eru um
50% likur & greidsluproti pegar réttindi eru byggd a leekkaldhartioni en pad er edlilegt
m.v. forsendur réttindadflunnar sem byggir & sanngjarmélagningu. Greidsluprot pegar
réttindi eru byggo & fastri danartioni, medan hun fer laeklkaar i 6llum tilfellum nanast
100% eins og sést & myndunum.
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Tafla 8.5:Gjaldheefi lifeyrissjods fyrir hvert 10.000 kr. idgjald vi& Ara aldur arid 2007.

Karlar
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 4.155 100,0% 81 82 7.704 6.717
Leekkandi (50%) 3.239 50,1% 88 91 5.574 3.240
Leekkandi (90%) 3.068 10,0% 90 93 4.855 2.297
Leekkandi (95%) 3.023 5,0% 91 93 4.693 2.156
Konur
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 3.503 100,0% 84 84 8.335 7.825
Laekkandi (50%) 2.779 49,8% 92 95 5.322 3.071
Laekkandi (90%) 2.687 10,0% 93 96 5.059 2.800
Leekkandi (95%) 2.659 51% 94 97 5.093 2.848

Tafla 8.6:Gjaldheefi lifeyrissjods fyrir hvert 10.000 kr. idgjald vi® Gra aldur arié 2007.

Karlar
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 1.714 100,0% 81 82 7.757 6.771
Leekkandi (50%) 1.357 59,8% 88 91 5.587 3.284
Leekkandi (90%) 1.289 14,5% 90 93 4.795 2.253
Leekkandi (95%) 1.270 7,0% 91 93 4.626 2.060
Konur
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 1.458 100,0% 84 84 8.353 7.880
Leekkandi (50%) 1.168 61,3% 92 95 5.297 3.155
Leekkandi (90%) 1.131 14,7% 93 96 5.051 2.731
Leekkandi (95%) 1.119 7,2% 94 97 5.043 2.769

Tafla 8.7:Gjaldheefi lifeyrissjods fyrir hvert 10.000 kr. idgjald vid @ra aldur arié 2007.

Karlar
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 879 100,0% 83 84 7.439 6.433
Leekkandi (50%) 743 50,9% 89 92 5411 2.979
Leekkandi (90%) 713 9,9% 91 94 4.538 2.023
Leekkandi (95%) 705 4,9% 91 94 4.525 1.784
Konur
Danartioni Lifeyris Likur a Aldur vid greidsluprot| Vanefndir samningar
greidsla| greidsluproti| 5% hm.| 50% hm. | 95% hm.| 50% hm.
Fost 777 100,0% 85 86 8.407 7.621
Leekkandi (50%) 649 50,6% 93 96 5.200 2.936
Leekkandi (90%) 631 9,5% 94 97 4.875 2.685
Leekkandi (95%) 626 51% 94 97 4.784 2.626
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Kafli 9

Nidurstoour

»You may never know what results come of your action, but itipauothing there will be
no result"Mahatma Gandhi.

Tilgangur pessa verkefnis var tvipaettur. [ fyrsta lagi adeldikan sem lysir danartidni
islenskra karla og kvenna og hins vegar ad meta langlifisainae® pvi ad bera saman nid-
urstodur a verdlagningu lifeyrisréttinda. Petta var gegbrpvi ad mida verdlagninguna
annars vegar vio fasta danartioni og hins vegar vio leekkdadartioni. Fost danartioni
byggir & mati a danartioni skv. nyjustu lydfreedigdgnum semruypegar verkefnio var
unnid, fyrir arido 2007. Laekkandi danartioni byggir hins ge@ spa um framtidar danar-
tioni sem hefur farid leekkandi alla sidastliona 6ld og padt aéer pessari og markar pad
spana sem gerir rad fyrir aframhaldandi leekkandi danani@stu 6ldina.

Bayesiska poisson Lee-Carter-likanid sem sett var framagedfsa danartioni is-
lenskra karla og kvenna & sannfeerandi hatt. bannig er Qingiler & veentri aevilengd
vid feedingu skv. likaninu mjog naleegt mati Hagstofunnar &afeevilengd vid faedingu
sem stydur notkun pess.

Pegar munur & skilyrtri sevilengd midad vid annars vegaafagthins vegar laekkandi
danartioni sem er af steerdargradunni 5% og allt upp i 8%, @dagdur verdur hann ad
teljast nokkud mikill og meiri en svo ad litid verdi framhj@hum.

Fyrrgreindur munur & skilyrtri aevilengd skilar sér i enn meiun pegar verdlagning
lifeyrisiogjalda er skodud. Munurinn a verdlagningu er @id 18% og upp i um 28%
haerri pegar midad er vid lsekkandi danartioni og er pvi méin pvi sem lengra er i
greidslurnar, p.e. pvi yngri sem einstaklingarnir eru pagadlagningin er gerd. Fyrir
liftryggingarfélag sem reiknadi med fastri danartionidae hin veeri i raun laekkandi skv.
likaninu, veeri um ofmat & idgjaldi ad raeda. Fyrir lifeyr@$jsem reiknadi réttindi skv.
sbmu forsendu veeri um ofmat a réttindum ad raeda sem pyddiv@hjailega leidréttingu
a réttindum, til laekkunar, sidar meir m.v. ébreytta avoxgjadsins.

Nidurstodur sem byggja a fastri danartioni, pegar han fauhdsekkandi eins og ver-
id hefur alla sidustu 6ld og fram til dagsins i dag, hljotadsigit ad ofmeta réttindi sem
leidréttingar n& aldrei fullkomlega ad laga jafnvel pé@dunistodurnar séu i stodugri end-
urskodun.
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Ad mida vio fasta danartioni pegar han er fer i raun leekkaedilr einnig misjafnt
nidur a kynjunum. bPannig virdist pad koma verr nidur a rébfiun kvenna ad mida vio
fasta danartioni pegar huan er i raun lsekkandi en hja korlum Igsir sér m.a. i fleiri
vanefndum samningum hja konum en kérlum. Hins vegar vit@agt skipta meira mali ad
innleida oryggisalag, vid mat & réttindum, hja kérlum en dan
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