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Útdráttur

Í fyrri hluta verkefnisins er fjallað um þróun aldursbundinnar dánartíðni hérlendis á und-

anförnum áratugum og einkenni þróunarinnar. Dánartíðnin hefur farið stöðugt lækkandi

sem er í takt við þróunina annars staðar á Vesturlöndum. Í framhaldi af því er þróað dán-

artíðnilíkan með bayesískri aðferðafræði sem byggir á Lee-Carter hugmyndinni og lýsir

dánartíðni íslenskra kvenna annars vegar og karla hins vegar. Bornar eru saman tvær

mismunandi dreifingarforsendur Lee-Carter-líkansins þarsem annars vegar er gert ráð

fyrir lognormal-dreifingu dánartíðni en hins vegar þeirri forsendu að fjöldi dánartilfella

lúti poisson-dreifingu. Það sem einkennir íslensk lýðfræðigögn, eins og lýðfræðigögn

fámennra þjóða, er mikill breytileiki í dánartíðni þar sem sérhvert dauðsfall hefur mikil

áhrif og virðist poisson-dreifingarútfærsla Lee-Carter-líkansins ná með trúverðugri hætti

að höndla þann breytileika.

Í síðari hlutanum er fjallað um langlífisáhættu sem tekur á óvissu í verðlagningu lífeyr-

isgreiðslna og stafar af óvissri þróun dánartíðni og þar af leiðandi langlífis. Verðlagningin

er metin annars vegar miðað við áframhaldandi lækkandi (breytilega) dánartíðni og hins

vegar fasta (óbreytta) dánartíðni með notkun poisson Lee-Carter-líkansins. Niðurstaðan

er mismunandi eftir aldurshópum en verðlagningin er frá þvíað vera um 19% lægri fyr-

ir eldri aldurshópa til um 28% lægri fyrir yngri aldurshópa þegar miðað er við forsendu

um fasta dánartíðni meðan þróun hennar fer lækkandi skv. líkaninu. Lífeyrisréttindi sem

byggja á fastri dánartíðni meðan þróun hennar fer lækkandi skv. líkaninu leiða til ofmats

á réttindum og greiðsluþrots í nánast 100% tilfella.





Formáli

Upphaf þessa verkefnis má rekja til samtals sem ég átti við Helga Tómasson en þar kom

m.a. til umræðu áhrif ávöxtunar og aukinnar ævilengdar sjóðsfélaga á afkomu lífeyris-

sjóða. Þessir tveir þættir skipta miklu máli í rekstri lífeyrissjóða og við ákvörðun réttinda-

öflunar sjóðsfélaga.

Þegar farið var að skoða nýlegar rannsóknir tengdar þessum viðfangsefnum fór að

bera á umfjöllun um hugtakið ‘langlífisáhætta’ og henni fylgdi yfirleitt notkun Lee-Carter-

líkansins fyrir dánartíðni. Við nánari athugun var ákveðið, vegna umfangs verkefnisins, að

einskorða það við umfjöllun um langlífisáhættu og að nota Lee-Carter-líkanið við að meta

og spá fyrir um dánartíðni á Íslandi.

Fljótlega eftir að verkefnið fór af stað var ákveðið að nota bayesíska aðferðafræði við

úrlausn þess en ég hafði sótt tvö námskeið í bayesískri tölfræði við verkfræðideild Háskóla

Íslands. Þessi námskeið kenndi Birgir Hrafnkelsson. Þess utan höfðu nýlega komið út

greinar sem útfærðu Lee-Carter-líkanið á bayesískan hátt.

Verkefninu er skipt upp í tvo hluta þar sem í fyrri hlutanum erfjallað um dánartíðni

og þróun tveggja bayesískra Lee-Carter-líkana fyrir dánartíðni íslenskra karla og kvenna.

Síðari hlutinn fjallar um langlífi og mat á langlífisáhættu þar sem niðurstöður Lee-Carter-

líkansins úr fyrri hlutanum eru notaðar.

Við vinnslu verkefnisins var stuðst við opinn hugbúnað þar sem gagnavinnsla og mynd-

ir voru unnar í R en textavinnslan gerð í MiKTeX. Við þýðingará hagfræði og tölfræði

hugtökum var stuðst við hagfræðiorðasafnið en þar sem vikiðvar frá því eða þar sem

þýðingar vantaði eru ensku heitin í neðanmálsgrein.

Verkefnið gildir sem 30 ECTS punktar og var unnið undir handleiðslu Helga Tómas-

sonar dósents við hagfræðideild og Birgis Hrafnkelssonar fræðimanns á Reiknistofu Há-

skólans á tímabilinu júní 2008 til maí 2010 og þakka ég þeim leiðsögnina.

Verkefnið var styrkt af Landssamtökum lífeyrissjóða og vilég þakka þeim veitta aðstoð.

Sérstaklega vil ég þakka þeim Hrafni Magnússyni, framkvæmdastjóra samtakanna og

Bjarna Guðmundssyni, tryggingastærðfræðing fyrir þeirraáhuga á verkefninu.

Að lokum vil ég þakka Jónu Svandísi Þorvaldsdóttur fyrir yfirlestur og góðar ábend-

ingar um það sem betur mátti fara.

Reykjavík, maí 2010

Rafn Sigurðsson
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Hluti I

Dánartíðnilíkan

1



Kafli 1

Inngangur

′′Don’t fear your mortality, because it is this very mortalitythat gives meaning and depth

and poignancy to all the days that will be granted to you."Paul Tsongas.

Dánartíðni hefur á undanförnum áratugum lækkað hérlendis en það hefur leitt til auk-

innar ævilengdar1 eins og annars staðar í hinum vestræna heimi. Lækkandi dánartíðni

hefur ýmis þjóðfélagsleg áhrif s.s. efnahagsleg, félagsleg og heilsufarsleg. Þegar litið er

til opinbera geirans má ætla að kostnaður við velferðarkerfið, þ.e. heilbrigðis- og trygg-

ingakerfisins aukist með hækkandi lífaldri. Í einkageiranum hefur þróunin áhrif á líftrygg-

ingafélög auk þess sem lífeyrisskuldbindingar lífeyrissjóða aukast með hækkandi lífaldri.

Það er því mikilvægt að átta sig á þessum staðreyndum og að fyrir liggi sem nákvæmast

mat á dánartíðni og spá um þróun hennar á komandi áratugum.

Pitacco (2004) flokkar spálíkön fyrir dánartíðni í tvo flokka. Í fyrri flokknum eru

spálíkön sem spá stærðum eins og dánartíðni (mx(t)2), dánarlíkum (qx(t)3) eða dánar-

hlutfalli (qx(t)/px(t)4). Hinn flokkurinn inniheldur líkön þar sem stikum dánartíðnilíkans

er spáð.

Oft eru dánartíðnilíkönin sett fram með falli sem lýsir ákveðnu dánartíðnilögmáli.

Dæmi um þannig fall er

qx(t) = qx(t
′) f (x, t− t ′) (1.1)

þar semt ′ er viðmiðunarár ogf fall, oft veldisfall, háð aldrix og tíma frá viðmiðunarári,

t − t ′. Þetta fall lýsir líkum á að lifa ár til viðbótar. Lefebvre (2006) sér þrjú vandamál við

þessa framsetningu. Í fyrsta lagi að matið á breytingum í tíma er huglægt sem lýsir sér í

fallinu. Í öðru lagi er spáaðferðin byggð á forákvörðuðu líkani5 en ekki slembilíkani og

er því ekki slembin sem þýðir að ekki er hægt að reikna öryggisbil um spágildið. Í þriðja

lagi þarf með reglulegu millibili að endurmeta stika líkansins vegna breytinga sem verða

1Sjá umfjöllun um ævilengd í hluta II og skilgreiningu í kafla 7.1
2Sjá skilgreiningu í kafla 2
3Sjá umfjöllun í kafla 7.1
4e. mortality odds
5e. deterministic model
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á aldursbundinni dánartíðni þýðisins. Vegna þessa eru forákvörðuð líkön ekki hentug til

langtíma spágerðar um dánartíðni.

Lee-Carter-líkanið (sjá. Lee & Carter (1992)) sem skoðað erhér, fellur undir síðari

flokkinn en þó með þeim hætti að spá byggð á því er slembin. Líkanið sem ber heiti

höfundanna var fyrst sett fram árið 1992 í þeim tilgangi að spá fyrir um ævilengd amerískra

karla en það gengur út frá því að dánartíðni (µx(t)) sé lognormal-dreifð, þ.e. að logaritmi

af dánartíðni sé normaldreifður og megi skrifa á eftirfarandi hátt

log(µx(t)) = αx +βxκt + εx(t), (1.2)

þar semµx(t) stendur fyrir dánartíðni við aldurx á almanaksárit. Frá upphafi hefur það

notið aukinna vinsælda og notkun þess hefur verið almenn m.a. vegna þess að stikar

líkansins eru auðtúlkanlegir6 en ekki síst vegna þess hve auðvelt er að spá aldursbundinni

dánartíðni með því.

Lee-Carter-líkanið er annað af tveimur dánartíðnilíkönumsem breska tryggingastærð-

fræðifélagið7 mælir með en hitt er, P-Spline líkön, Antolin (2007). Mannfjöldastofnun

Bandaríkjanna8 notar það sem viðmið fyrir sínar fólksfjöldaspár auk þess sem Trygginga-

stofnunarráð Bandaríkjanna9 mælir með notkun þess, Czado, Delwarde & Denuit (2005).

Lee-Carter-líkanið hefur mikið verið rannsakað og þá sérstaklega útvíkkanir á því sem

flestar lúta að tímaraðalíkaninu fyrirκ, sjá t.d. Booth, Hyndman, Tickle & de Jong (2006)

og Lee (2000). Skrifaðar hafa verið greinar þar sem ýmsar útfærslur á því hafa verið not-

aðar til að meta og spá dánartíðni þjóða, sjá t.d. Koissi, Shapiro & Högnas (2005) þar

sem Lee-Carter-líkanið er notað til að meta dánartíðni karla og kvenna innan Norðurland-

anna (þó ekki Íslands) og Delwarde, Denuit, Guillén & Vidiella-i-Anguera (2006) þar sem

líkanið er notað til að meta dánartíðni innan G5 ríkjanna.

Í hefðbundinni tíðnitölfræði eru stikar líkansins metnir þannig að líkanið er fellt að

fylki af metinni aldursbundinni dánartíðni (mx(t)) með einföldu gildisniðurbroti.10 Þannig

eruα̃x, β̃x og κ̃t valin sem

min
αx,βx,κt

∑
x

∑
t
(log(mx(t))−αx−βxκt)

2. (1.3)

Fleiri aðferðir eru þó notaðar til að meta stika leikansins og þá helst hámarkssennileikaað-

ferð og vegin aðhvarfsaðferð. Koissi et al. (2005) bera þessar aðferðir saman við mat á

dánartíðni karla og kvenna innan Norðurlandanna. Hér er þó farin önnur leið til að fella

líkanið að dánartíðni íslenskra karla og kvenna en það er gert með bayesískri nálgun þar

sem gengið verður út frá tveimur ólíkum dreifingum á annars vegar dánartíðni og hins

vegar fjölda dauðsfalla.

6Sjá nánar í kafla 3
7e. English Actuarial Profession
8e. U.S. Census Bureau
9e. US Social Security Technical Advisory Panels

10e. singular value decomposition

3



Í Pedroza (2006) er að finna bayesíska útfærslu á Lee-Carter-líkaninu sem gengur,

eins og í upphaflegu greininni, sbr. Lee & Carter (1992) út á aðmeta dánartíðni amerískra

karla. Gengið er út frá því í báðum tilfellum að dánartíðni lúti lognormal-dreifingu. Í grein-

inni er tímaraðalíkanið fyrirκt slembigangur með reki11 eins og í upphaflegu greininni

og er líkanið þannig skrifað nefnt ‘hefðbundið Lee-Carter-líkan’. Pedroza (2006) skrifar

líkanið á ástandsrúmsformi12 og sýnir með því að auðvelt er með bayesískri aðferðafræði

að útvíkka t.d. tímaraðalíkanið fyrirκt yfir í mismunandi ARIMA-líkön eða bjóða upp

á mismunandi dreifni eftir aldurshópum fyrir logaritma af aldursbundinni dánartíðni. Í

Reichmuth & Sarferaz (2008) er bayesíska útfærslan af Lee-Carter-líkani Pedroza (2006)

útvíkkuð enn frekar sem margvítt eiginfylgniferli þar sem leyfð er víxlverkun skýribreyta

og líkanabreyta13.

Í Brouhns, Denuit & Vermunt (2002b) er farin önnur nálgun að Lee-Carter-líkaninu en

þar er fjöldi dánartilfella látinn lúta poisson-dreifingu þar sem dánartíðnin er skrifuð á log-

tvílínulegu14 formi sbr. Lee-Carter hugmyndina. Í Czado et al. (2005) er farin bayesísk

leið að þessari poisson-dreifingarnálgun á Lee-Carter-líkaninu en þar er tímaraðalíkanið

frábrugðið hefðbundna Lee-Carter-líkaninu í því að frávikκt frá línulegu meðaltali í tíma

er látið fylgja AR(1)-líkani.

Eins og kemur fram bæði í Lee & Carter (1992) og Pedroza (2006)þá gerir spáskekkj-

an í Lee-Carter-líkani, þar sem skikarnir eru metnir með einföldu gildisniðurbroti, ekki ráð

fyrir skekkju í mati á stikum líkansins. Þannig er litið framhjá skekkju í mati á bæðiα og

β vigrunum auk dreifni í leifaliðnumε. Pedroza (2006) bendir á að einn af kostum bayes-

ískrar nálgunar sé sá að skekkja í mati stikavigranna sé innifalin í spáskekkjuκ vigursins.

Auk þessa bendir Pedroza (2006) á að bayesíska nálgunin getur meðhöndlað töpuð gildi

og innifalið óvissuna samfara því í spáskekkjuna.

Í þessum fyrri hluta verkefnisins er fjallað nánar um dánartíðni, hugtakið skilgreint,

þróun dánartíðni á undanförnum áratugum skoðuð og þróuð líkön fyrir dánartíðni íslenskra

karla og kvenna til þess bæði að lýsa þróuninni á undanförnumáratugum og spá fyrir um

þróunina í komandi framtíð.

Eftir að dánartíðni hefur verið skilgreind í kafla 2 og helstumetlum til að meta hana

lýst verða einkenni þróunar dánartíðni á undanförnum áratugum hérlendis skoðuð í sam-

anburði við þróunina hjá öðrum vestrænum þjóðum. Í kafla 3 er Lee-Carter-líkaninu fyrir

dánartíðni lýst og stikar þess útskýrðir. Í verkefninu er bayesískri aðferðafræði beitt og

þar sem það er frekar nýleg nálgun þá er helstu hugtökum bayesískrar aðferðafræði lýst. Í

framhaldi af því eru Gibbs safnarar fyrir tvö bayesísk líkönleiddir út en þau byggja ann-

ars vegar á lognormal-dreifingu dánartíðni, sbr. Pedroza (2006) og hins vegar á poisson-

dreifingu fjölda dánartilfella, sbr. Czado et al. (2005).

Í gallaleitarkaflanum,15 kafla 4, er gögnunum lýst auk þess sem fjallað er um þau

11e. random walk with drift
12e. state space
13e. latent variables
14e. log-bilinear
15e. diagnostic
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vandamál sem koma upp við notkun íslenskra lýðfræðigagna ennotuð eru gögn fyrir ís-

lenska karla og konur yfir tímabilið frá árinu 1945 til 2007. Þau vandamál tengjast fyrst

og fremst fámenni þjóðarinnar og lýsa sér í lágri dánartíðnimeðal barna sem oft er núll,

þ.e. engin dauðsföll í ákveðnum aldurshópum innan almanaksárs en þetta skapar sérstakt

vandamál í lognormal-líkaninu. Annað einkenni lýðfræðigagna fyrir fámennar þjóðir er

að árgangar deyja fyrr út en meðal fjölmennari þjóða sem skapar einnig vandamál í líkan-

inu. Notuð eru árleg gögn fyrir aldurshópa frá fæðingu og allt til 99 ára aldurs en það er

ekki fyrr en á allra síðustu árum að það er orðin almenn regla að Íslendingar fylli í alla

aldurshópa á tíræðisaldri. Þegar búið er að ganga úr skugga um að hermdu gildin úr eftirá-

dreifingum stikanna fullnægi þeim skilyrðum að geta talist óháð úrtök er hægt að bera þau

saman, þ.e. bayesísku lognormal og poisson Lee-Carter-líkönin og er það gert myndrænt.

Teiknaðar eru yfirborðsmyndir16 af matinu á aldursbundinni dánartíðni fyrir hvort líkan

fyrir sig auk þess sem þverskurðarmyndir aldursbundinnar dánartíðni fyrir einstök ár eru

skoðaðar. Ferningsleifafrávik eru reiknuð fyrir líkönin og skoðuð í tímaröð. Að lokum eru

spáeiginleikar líkananna kannaðir en þeir eru mikilvægur þáttur í síðari hluta verkefnisins.

Markmiðið með þessum samanburði er að velja líkan sem uppfyllir þau skilyrði að meta

aldursbundna dánartíðni íslenskra karla og kvenna og spá henni á trúverðugan hátt.

16e. surface plot
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Kafli 2

Dánartíðni

Ef Tx(t) stendur fyrir viðbótarlífaldur einstaklings við aldurx á tíma eða almanaksárit þá

mun viðkomandi einstaklingur deyja á árit +Tx(t) og hafa þá náð aldrix+Tx(t). Skyndi-

lega dánaráhættu1 þessa einstaklings við aldurx má skilgreina þannig

µx(t) = lim
∆t→0

P[0≤ Tx(t) < ∆t]
∆t

(2.1)

skv. skilgreiningu á skilyrtum líkum. Hugtakið dánaráhætta eins og það er skilgreint er

einnig nefnt afl dánartíðninnar2, aldursbundin dánartíðni3 eða einfaldlega dánartíðni4 eins

og er gert hér, þ.e. þegar talað er um dánartíðni í þessari ritgerð er átt við stærðinaµx(t).

Við meðhöndlun lýðfræðigagna, þar á meðal dánartíðni, eru þau notuð þannig að mið-

að er við aldur einstaklings5 þegar atburðir gerast í lífi hans en ekki fæðingarár6 sem væri

annar möguleiki. Dánargögn ganga þannig út frá því að skrá aldur þegar dauðsfall verð-

ur á tilteknu almanaksári. Önnur leið til að skrá dauðsföll er að miða við fæðingarár en

ekki aldur viðkomandi. Að miða við fæðingarár veldur skerðingarvandamáli7 þar sem

ekki eru til dánargögn um allan árganginn fyrr en rúmlega eitt hundrað árum eftir fæð-

ingarárið sem flækir alla útreikninga. Nánari umfjöllun um mismun á notkun aldurs- og

fæðingarársgagna má finna í Wilmoth, Andreev, Jdanov & Glei (2007) og Gerber (1997).

2.1 Mat

Útreikningar á dánartíðni taka mið bæði af aldrix og ári t8 og er gengið út frá þeirri

forsendu að dánartíðni sé föst fyrir sérhvern aldurshópx innan ársinst. Þannig erµx(t)

1e. hazard
2e. force of mortality
3e. age-specific mortality rate
4e. (central) death rate, (central) mortality rate
5e. period data
6e. cohort data
7e. censoring
8x og t eru heiltölur
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Mynd 2.1:Lexis skýringarmynd.

þrepafall bæði íx og t, þ.e.

µx+χ(t + τ) = µx(t) fyrir 0 ≤ χ,τ ≤ 1. (2.2)

Dánartíðni getur því einungis breyst milli aldurshópa og tímabila en ekki innan þeirra.

Skilgreinum nú eftirfarandi stærðir.

• Lx(t) er fjöldi lifandi einstaklinga í aldurshópix í upphafi árst.

• Ex(t) er mælikvarði á tíma í áhættu9 fyrir aldurshópx á ári t. Ex(t) stendur þannig

fyrir heildarlíftíma allra einstaklinga í aldurshópix á árit, mældan í mannárum10 þar

sem eitt mannár samanstendur af einu ári í lífi einstaklings.Ex(t) er reiknað mis-

nákvæmlega eftir aðstæðum en þegar það er reiknað sem nákvæmast leggur sérhver

einstaklingur ekkert tilEx(t) nema nákvæmlega þann tíma sem hann erx ára á árinu

t. Ef einstaklingur erx−1 árs í upphafi árst leggur hann mannár tilEx−1(t) þangað

til hann verðurx ára þá fer hann að leggja mannár tilEx(t). Þegar einstaklingur deyr

þá hættir hann að leggja til mannár11.

• Dx(t) er sá fjöldi einstaklinga í aldurshópix sem lést á árit.

Í Gerber (1997) er sýnt fram á að hámarkssennileikamatið á dánartíðni við aldurx á

tímat er fjöldi dauðsfalla deilt með mannárum eða

mx(t) =
Dx(t)
Ex(t)

. (2.3)

9e. exposure-to-risk
10e. person years
11Á Lexis skýringarmyndinni er nákvæmum útreikningi á mannárum betur lýst
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Mynd 2.2: Þróun dánartíðni(log(mx(t))) ákveðinna aldurshópa íslenskra karla frá árinu 1838
til 2007. Myndin sýnir dánartíðni yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár.

Við mat á aldursbundinni dánartíðni þarf því að hafa upplýsingar um bæði fjölda dauðsfalla

og fjölda mannára sem þar liggja að baki.

Einfaldasta matið á mannárum,Ex(t), er að látaEx(t) = Lx(t) standa fyrir fjölda ein-

staklinga á lífi í aldurshópix í upphafi árst og í stórum þýðum getur það gefið fullnægjandi

nákvæmni.

Nákvæmara mat sem tekur tillit til búferlaflutninga og dugarí mörgum tilfellum er

Ex(t) =
Lx(t)+Lx+1(t +1)

2
. (2.4)

Enn nákvæmara mat sem byggist á því að taka dánarupplýsingareinnig með í reikn-

inginn er

Ex(t) =
Lx(t)+Lx+1(t +1)+Dx(t)

2
. (2.5)

Mat byggt á Lexis skýringarmynd gefur þó enn betra mat á mannárum og er það notað

hér. Mynd (2.1) sýnir Lexis skýringarmynd þar sem tími fylgir lárétta ásnum og aldur þeim

lóðrétta. Hornalínurnar standa fyrir líftíma einstaklinga sem eldast um leið og tíminn líður.

Holur hringur táknar nýjan einstakling í þýðinu meðan fylltur hringur táknar einstakling

sem yfirgefur þýðið og hættir því að gefa mannár. Það getur verið vegna aldláts, flutnings

eða af öðrum ástæðum. Ferningunum á Lexis skýringarmyndinni má skipta upp í efri og
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Mynd 2.3:Þróun dánartíðni(log(mx(t))) ákveðinna aldurshópa íslenskra kvenna frá árinu 1838
til 2007. Myndin sýnir dánartíðni yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár.

neðri þríhyrninga þar sem skurðpunktur þeirra liggur frá neðra horninu vinstra megin upp

í efra hornið hægra megin. Ef verið er að skoða ferning sem stendur fyrir aldurx á tímat

þá samanstendur efri Lexis þríhyrningurinn af þeim einstaklingum sem urðux ára á árinu

t−1 og tilheyra því árgangit−x−1, meðan neðri Lexis þríhyrningurinn samanstendur af

þeim einstaklingum sem tilheyra árgangit −x og verða þvíx ára á árinut.

Með því að nýta Lexis skýringarmyndina er hægt er að sýna framá að

Ex(t) =
Lx(t)+Lx(t +1)

2
+

DL
x(t)−DU

x (t)
6

(2.6)

ef gert er ráð fyrir því að dánartíðni sé jafndreifð innan hvors Lexis þríhyrningsins fyrir

sig auk þess sem fæðingardagar einstaklinga í hvorum árgangi (t − x− 1 og t − x) séu

jafndreifðir innan ársinst, sjá nánar í Wilmoth et al. (2007).DL
x(t) og DU

x (t) stendur þá

fyrir fjölda dauðsfalla í annars vegar neðri og hins vegar efri Lexis þríhyrningi.

Dánartíðni er ekki það sama og líkurnar á að deyja við aldurx á tímat sem er táknað

meðqx(t). Skv. jöfnum (7.20) og (2.3) eru þessar líkur

qx(t) =
Dx(t)/Ex(t)

1+ 1
2Dx(t)/Ex(t)

=
Dx(t)

Ex(t)+ 1
2Dx(t)

(2.7)

ef ax = 1/2 sem gildir fyrir alla aldurshópa nema þann yngsta og elsta.Af þessu sést að í

þeim aldurshópum, hjá fjölmennum þjóðum, þar sem dánartíðni er lítil er mx(t)≃ qx(t) en

9



hjá fámennum þjóðum gildir þetta ekki endilega og sérstaklega ekki í þeim aldurshópum

þar sem dánartíðni er hæst.
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Mynd 2.4: Aldursbundnir líftímaferlar(Sx(t)) íslenskra karla og kvenna fyrir ákveðin ár. Mynd-
irnar sýna líftímaferli yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár. Ártölin
sýna miðár tímabilanna.
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Mynd 2.5: Aldursbundnir dauðsfallaferlar(dx(t)) íslenskra karla og kvenna fyrir ákveðin ár.
Myndirnar sýna dauðsfallaferla yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár.
Ártölin sýna miðár tímabilanna.

2.2 Þróun

Þegar þróun dánartíðni á Íslandi á tímabilinu frá 1838 til 2007 er skoðuð sést að hún hefur

verið á stöðugri hreyfingu en í heildina litið þó farið lækkandi á tímabilinu. Á myndum

(2.2) og (2.3) sem sýna þróun dánartíðni ákveðinna aldurshópa karla og kvenna á fyrr-

greindu tímabili sést að þróunin hefur verið ólík meðal aldurshópa en er þó mjög sambæri-

leg meðal kynja. Þegar myndirnar eru skoðaðar sést að í upphafi tímabilsins var dánartíðni

barna á fyrsta ári hæst en lægst var hún hjá 25 ára aldurshópnum. Þróunin, yfir tímabilið,

hefur hins vegar orðið sú að dánartíðni yngri aldurshópannahefur lækkað meira en þeirra
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eldri og í dag er staðan sú að dánartíðni er hæst hjá 75 ára aldurshópnum en áfram lægst

hjá 25 ára aldurshópnum. Dánartíðni barna á fyrsta ári hefurþróast þannig að hún er núna

sambærileg dánartíðni 50 ára aldurshópsins hjá hvoru kyni fyrir sig. Á tímabilinu er þróun

dánartíðni yfirleitt jöfn milli ára en þó koma fyrir tímabil þar sem snögg umskipti eiga sér

stað og þá sérstaklega á fyrri hluta tímabilsins. Þess verður þó einnig vart á síðari hluta

tímabilsins og þannig er áberandi fallið í dánartíðni hjá 25ára aldurshópnum í kringum

1950 sem verður hjá báðum kynjum en er þó áberandi meira hjá konum. Þessar myndir

sýna að dánartíðni er ekki einhver föst stærð heldur er hún stöðugt að breytast og þannig

getur þróunin verið ólík meðal ólíkra aldurshópa. Þó benda myndirnar til þess að þróunin

meðal kynjanna hafi verið svipuð á tímabilinu.

Þróunina má sjá enn betur á myndum (2.4) til (2.6) þar sem skoðað er þversnið af

þremur einkennum í þróun dánartíðni á undanförnum árum, skv. Pitacco (2004), Olivieri

(2001) og Lefebvre (2006).
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Mynd 2.6: Aldursbundin dánartíðni(log(mx(t))) íslenskra karla og kvenna fyrir ákveðin ár.
Myndirnar sýna dánartíðni yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár. Ár-
tölin sýna miðár tímabilanna.

• Í fyrsta lagi er það ferningsmyndun12 en fyrirbærið sést vel á mynd (2.4) sem sýn-

ir líftímafallið, Sx(t),13 fyrir valin ár. Ferningsmyndunin felst í því að líftímafallið

færist stöðugt til hægri vegna þess að dauðsföll safnast stöðugt nær algengustu ævi-

lengdinni. Fylgnin er svipuð meðal karla og kvenna en þó er líftímafall kvenna nær

ferningsmyndun en karla. Nánari umfjöllun um líftímafallið er að finna í kafla (7.1)

en hér er það reiknað út frá sambandinu,Sx(t) = ∏x
i=1exp(−mx(t)).

• Annað einkenni er færsla dauðsfallaferilsins14 í átt að hærri aldri en það sést vel

á mynd (2.5). Dauðsfallaferillinn sýnir hlutfall látinna,dx(t), í aldurshópi og er

byggður á líftímafallinuSx(t), þannig aðdx(t) = Sx(t)−Sx−1(t). Myndin sýnir að

12e. rectangularization
13Sjá skilgreiningu á líftímafallinu í kafla 7.1
14e. death curve
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algengasti aldur dauðsfalla er sífellt að hækka og færast nær algengustu ævilengd-

inni.

• Í þriðja lagi er það stökk í dánartíðni meðal ungra karlmannaen hún nær hámarki

kringum tvítugt. Á mynd (2.6) sést þetta stökk og virðist þaðná hámarki rétt fyrir

tvítugt en eftir það fer dánartíðni aftur lækkandi. Sambærilegt stökk meðal kvenna er

síður greinanlegt. Annað sem þessar myndir sýna er há dánartíðni meðal nýfæddra

sem lækkar hratt fram að fermingu en fer svo vaxandi eftir það.

Umfjöllunin sýnir að þróun dánartíðni á Íslandi bæði meðal karla og kvenna hefur á

undanförnum áratugum í aðalatriðum fylgt sömu einkennum ogþróun dánartíðni annars

staðar á Vesturlöndum.

12



Kafli 3

Lee-Carter-líkanið

Lee-Carter-líkanið sem sett er fram á log-tvílínulegu formi fellst í því að skrifa dánartíðni

fyrir aldurshópx á tímat, þar semx = 1,2, . . . , p, ogt = 1,2, . . . ,n, á eftirfarnadi hátt

yx(t) = αx +βxκt + εx(t), (3.1)

þar semyx(t) = log(mx(t)) er logaritmi af metinni dánartíðni fyrir aldurshópx á tíma

t. Leifaliðirnir εx(t) eru einsdreifðir auk þess sem vigrarnirκ og β uppfylla eftirfarandi

hliðarskilyrði

∑
t

κt = 0, ∑
x

βx = 1, (3.2)

til að tryggja einhlíta lausn.

Túlkun á stikunum er eftirfarandi:

• αx: stendur fyrir meðaltal log(µ̂x(t)) yfir tíma. Þannig er exp(αx) lýsing á dánartíðni

eftir aldri.

• βx: stendur fyrir aldursbundna fylgni í dánartíðni og gefur til kynna næmni logaritma

af dánartíðni í aldurshópix við breytingum í fylgni í tíma,κt . βx getur verðið bæði

jákvætt og neikvætt en neikvættβx bendir til þess að dánartíðni sé vaxandi fyrir þann

aldurshóp. Lögunβx segir því til um í hvaða aldurshópum dánartíðni lækkar hratt

og í hvaða hópum hún lækkar hægt m.t.t. fylgni í tíma,κt .

• κt : stendur fyrir fylgni dánartíðni í tíma og er sú sama fyrir alla aldurshópa eins

og líkanið er sett fram hér. Breytingar á dánartíðni í tíma fyrir aldurshópx, fylgja

breytingum íκt m.t.t. breytinga í aldriβx, þ.e.κt ·βx.

• Leifaliðurinn, εx(t), með meðalgildið núll og dreifniσ2
ε lýsir sögulegum aldurs-

bundnum breytingum sem líkanið nær ekki að greina.

13



3.1 Bayesísk aðferðafræði

Bayesísk tölfræði byggir á gamalli hugmyndafræði sem hefurgengið í gegnum endurnýjun

lífdaga á allra seinustu árum m.a. vegna framfara í líkindafræði og tölvutækni en hún

krefst mikilla útreikninga sem nauðsynlegt er að framkvæmaí tölvum. Ekki verður hér

gerð tilraun til að útlista bayesísku aðferðafræðina en húner nokkuð ólík hefðbundinni

tíðnitölfræði. Þó verður helstu hugtökum hennar lýst áður en þeim er beitt.

Eins og venjulega er verið að meta stikaθ út frá mælingumy. Gefinn gagnavigury og

stikavigurθ en þá er hægt að skrifa með hjálp af setningu Bayes

p(θ|y) = p(y|θ)p(θ)/p(y). (3.3)

Sem fall afθ er p(y|θ) sennileikafallið og þar sem áhuginn snýst um stikavigurinn, θ má

skrifa

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ) (3.4)

þar semp(y) er óháð stikavigranum og skiptir því ekki máli þegar litið erá jöfnuna sem fall

af θ. p(θ) er kölluð fyrirframdreifing1 og er túlkun á fyrirfram vitneskju um stikann sem

oft er lítil og þá er yfirleitt valin upplýsingarýr2 fyrirframdreifing. p(θ|y) er eftirádreifing3

stikavigursins, þ.e. dreifingθ skilyrt á gögnin, en af henni ræðst ályktun umθ. Eins og sýnt

var ræðst eftirádreifingin af gagnadreifingunni (sennileikafallinu) og fyrirframdreifingu

stikavigursins.

Í fæstum tilfellum nema sértilfellum er til nákvæmt4 fall fyrir skilyrtu eftirádreifing-

una og þarf þá að notast við hermd gildi úr henni. Talað er um aðfyrirframdreifingin sé

samoka5 gagnadreifingunni ef eftirádreifingin tilheyrir sömu fjölskyldu dreifinga og fyrir-

framdreifingin.

Til að herma óháð gildi úr eftirádreifingunni,p(θ|y), er notuð Markov chain Monte

Carlo (MCMC) hermun. MCMC hermun er framkvæmd þannig að hermd er röð af gildum

θ(1), θ(2), θ(3), . . ., þannig að hvert gildi raðarinnar sé einungis háð næsta gildi á undan

í röðinni. Fyrsta gildi raðarinnar, byrjunargildi, þarf aðvelja en svo gengur ferlið út á að

draga nýtt gildi, einungis háð núverandi stöðu, þannig að í hverju skrefi nálgist röðin það

alltaf betur og betur að endurspegla eftirádreifinguna.

Þegar unnið er með margvíða eftirádreifingu, þ.e. stikavigur θ = (θ1,θ2, . . . ,θP)t er

MCMC hermunin gerð með Gibbs safnara6. Eftir að hafa ákvarðað byrjunargildi stikavig-

1e. prior distribution
2e. noninformative
3e. posterior distribution
4e. analytical
5e. conjugate prior
6e. Gibbs sampler
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ursins gengur Gibbs safnarinn út á eftirfarandi MCMC skref

θi
1 ∼ p(θi

1|θi−1
−1 ,y)

θi
2 ∼ p(θi

2|θi−1
−2 ,y)

...

θi
P ∼ p(θi

P|θi−1
−P ,y).

(3.5)

þar sem

θi−1
− j = (θi

1, . . . ,θ
i
j−1,θ

i−1
j+1, . . . ,θ

i−1
P )t . (3.6)

Gibbs skrefin geta bæði samanstaðið af þekktum dreifingum og öðrum þar sem fallsform

eftirádreifingarinnar er einungis þekkt. Þegar þannig stendur á er hægt að beita Metropolis

eða Metropolis-Hastings reikniritum7. Í Metropolis og Metropolis-Hastings reikniritum

er notast við tillögugildi8 úr tillögudreifingu. Því næst er viðtökuhlutfallið9 reiknað en

það sker úr um það hvort tillögugildið sé notað eða ekki. Þessum hugtökum öllum er

lýst nákvæmlega þar sem Metropolis-Hastings reikniritum er beitt í bayesísku Lee-Carter-

líkani síðar.

Þegar Gibbs safnara er beitt eru keyrðar nokkrar keðjur, venjulega þrjár til fimm og

eru keðjurnar keyrðar samhliða og hermdum gildum safnað eftir innkeyrslutíma.10 Einn

af þeim mælikvörðum sem notaðir eru til þess að meta hvort MCMC keðjurnar eru orðnar

nógu langar til að hermd gildi þeirra geti vera metin óháð gildi úr eftirádreifingunni er

Gelman-Ruben samleitnistuðullinn,11 sjá nánar í Gelman & Rubin (1992). Gelman-Ruben

samleitnistuðullinn stefnir á 1 þegar fjöldi hermdra gilda, L → ∞. Gildi undir 1,1 eru þó

í flestum tilfellum talin fullnægjandi en ef mikillar nákvæmni er krafist er yfirleitt gerð

krafa um gildi nær 1.

Fyrir Gibbs safnarann þarf að setja byrjunargildi á stika efirádreifingarinnar og er æski-

legt að þau séu valin af skynsemi en það flýtir samleitniferlinu. Vali á byrjunargildum

fyrir bæði lognormal og poisson Lee-Carter-líkönin er lýstsíðar. Þegar unnið er með

Metropolis-Hastings skref í Gibbs safnaranum eins og í poisson-líkaninu, þarf að stilla af

dreifnina í tillögudreifingunni en það má gera á sjálfvirkanhátt eins og gert verður hér.

Eftir að hafa leitt út eftirádreifingar stikanna fyrir bæði líkönin, út frá sennileikaföllum

þeirra að gefnum fyrirframdreifingum sem flestar eru upplýsingarýrar og valdar á hefð-

bundinn hátt, er hermt úrtak úr þeim með Gibbs safnaranum. Gibbs ítrunin fellst í því að

framkalla óháð gildi úr eftirádreifingum stikanna fyrir hvort kyn fyrir sig og er það gert

á grundvelli gagnanna. Fyrir bæði líkönin er safnað 10.000 gildum úr eftirádreifingum

hvers stika en það er gert með því að keyra fjórar keðjur, hverja sem telur 5.000 skref

7e. algorithm
8e. proposal value
9e. acceptance ratio

10e. burn-in period
11e. Gelman-Ruben statistic
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fyrir lognormal-líkanið en 10.000 skref fyrir poisson-líkanið. Haldið er eftir síðustu 2.500

skrefum hverrar keðju, samtals 10.000 skrefum fyrir hvort líkan fyrir eftirámat stikanna.

Ástæða þess að skrefin eru fleiri í poisson-líkaninu er sú að þar eru tvö Metropolis-Hastings

skref sem alla jafna eru lengur að ná samleitni en skref með þekktum dreifingum. Bayes-

íska Lee-Carter-matið á stikunum er svo reiknað út frá hermdu gildunum úr eftirádreifingu

stikanna.

3.2 Lognormal-dreifð dánartíðni

Fyrra bayesíska Lee-Carter-líkanið sem skoðað er byggir á þeirri forsendu að logaritmi

af metinni dánartíðni lúti normaldreifingu. Útfærsla á bayesíska lognormal Lee-Carter-

líkaninu, eins og hún er sett fram hér, byggir að mestu leyti ágrein Pedroza (2006) með

smávægilegum undantekningum þó.

Með yx(t) sem logaritma af metinni dánartíðni fyrir aldurshópx á tímat, þar sem

x = 1,2, . . . , p, t = 1,2, . . . ,n og yt ≡ (y1t , . . . ,ypt)
t . Hefðbundna Lee-Carter-líkanið má

skrifa þannig á ástandsrúms formi

yt = α+βκt + εt , εt ∼ Np(0,σ2
ε I) (3.7)

κt = κt−1+θ+ωt , ωt ∼ N(0,σ2
ω). (3.8)

Gert er ráð fyrir því að ástandsvigurinn fylgi slembigöngu með reki, auk þess sem gert er

ráð fyrir því aðεt og ωt lúti margvíðri normaldreifingu og séu innbyrðis óháð, þ.e.

[

εt

ωt

]

∼ Np+1

[

0,

[

σ2
εI 0

0 σ2
ω

]]

. (3.9)

3.2.1 Sennileikafallið

Fylgjandi þeim forsendum að logaritmi af dánartíðni (yt) á tímat, lúti normaldreifingu má

skrifa sennileikafallið þannig12,

L(α,β,κ|yt) = ∏
t

Np(yt |α+βκt,σ2
εI)

∝ ∏
t

∏
x

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

.
(3.10)

3.2.2 Fyrirframdreifingar

Fyrir lognormal Lee-Carter-líkanið er notast við upplýsingarýrar fyrirframdreifingar sem

settar eru fram skref fyrir skref.

12∏x merkir∏p
x=1 og ∏t merkir∏n

t=1 þegar margfeldin eru skrifuð án endaskilyrða.
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Fyrirframdreifing κ

Ástandsbreytanκt fylgir slembigöngu með reki,κt = κt−1 +θ +ωt fyrir t = 1, . . . ,n, þar

semωt ∼ N(0,σ2
ω). Líkindadreifinguna fyrir vigurinnκ = (κ1,κ2, . . . ,κn)

t er þá hægt að

skrifa þannig

p(κ) = ∏
t

p(κt |κt−1,θ,σ2
ω) (3.11)

þar sem fyrir,t = 1, . . . ,n, gildir að

p(κt |κt−1,θ,σ2
ω) = N(κt |κt−1+θ,σ2

ω). (3.12)

Fyrirframdreifing fyrirκ er þá

p(κ|κ0,θ,σ2
ω) = ∏

t
N(κt |κt−1+θ,σ2

ω). (3.13)

Fyrirframdreifingκ leiðir af sér þrjá yfirstika,13 κ0, θ og σ2
ω. Fyrirframdreifingar þeirra

eru settar þannig. Á fyrsta stikann er sett normaldreifing þ.e.

κ0 ∼ N(µκ0,σ
2
κ0

). (3.14)

Hinar fyrirframdreifingar eru báðar upplýsingarýrar og valdar þannig,

p(θ) ∝ 1 (3.15)

og

p(σ2
ω) ∝ 1/σ2

ω. (3.16)

Fyrirframdreifing α og β

Upplýsingarýr fyrirframdreifing er valin fyrirα ogβ vigrana, þ.e.

p(α,β) ∝ 1. (3.17)

Fyrirframdreifing σ2
ε

Hefðbundin upplýsingarýr fyrirframdreifing er einnig valin fyrir σ2
ε,

p(σ2
ε) ∝ 1/σ2

ε . (3.18)

13e. hyperparameter
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3.2.3 Eftirádreifingar

Eftirádreifingu stikanna, þ.e. líkindadreifingu stikanna skilyrt á gögnin er hægt að skrifa á

eftirfarandi hátt

p(α,β,κ,κ0,θ,σ2
ω,σ2

ε|y) = p(y|α,β,κ,κ0,θ,σ2
ω,σ2

ε)p(α,β,κ,κ0,θ,σ2
ω,σ2

ε)

= p(y|α,β,κ,σ2
ε)p(α,β)p(κ|κ0,θ,σ2

ω)

· p(κ0)p(θ)p(σ2
ω)p(σ2

ε)

(3.19)

sem lítur svona út þegar fyllt hefur verið inn í dreifingarnar

p(α,β,κ,θ,σ2
ω,σ2

ε|y) ∝ ∏
x

∏
t

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

·∏
t

N(κt|κt−1+θ,σ2
ω) ·σ−2

ω ·σ−2
ε .

(3.20)

Gibbs skref fyrir κ

Skrefið byggir á skilyrtri eftirádreifinguκ sem er gefin með14

p(κ|rest) ∝ ∏
x

∏
t

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

·∏
t

N(κt |κt−1+θ,σ2
ω). (3.21)

Til að metaκ, er Kalman sían15 notuð fyrir t = 1,2, . . . ,n með spájöfnurnar16

κt|t−1 = κt−1|t−1 +θ (3.22)

Pt|t−1 = Pt−1|t−1 +σ2
ω. (3.23)

Uppfærslujöfnur17 Kalman síunnar eru þá

κt|t = κt|t−1+Pt|t−1βtF−1
t (yt −βκt|t−1−α) (3.24)

Pt|t = Pt|t−1−Pt|t−1βtF−1
t βPt|t−1 (3.25)

þar sem Kalman mögnunin18 er

Ft = βPt|t−1βt +σ2
ε Ip. (3.26)

14Með rest er átt við alla aðra stika og gögnin
15e. Kalman filter
16e. prediction equations
17e. updating
18e. Kalman gain
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Að lokum eru jöfnurnar fyrir afturvirka jöfnun19 notaðar fyrirt = n−1,n−2, . . . ,1,0

κt|n = κt|t +P∗
t (κt+1|n−κt|t), (3.27)

Pt|n = Pt|t +P∗
t (Pt+1|n−Pt+1|t)P

∗t
t , (3.28)

þar sem

P∗
t = Pt|tP

−1
t+1|t . (3.29)

Fyrir κ er lausnin fólgin í því að keyra Kalman síuna þ.e. jöfnur (3.22) - (3.26) fyrir

t = 1,2, . . . ,n og geyma vigranaκt|t , Pt|t−1 ogPt|t. Ná svo íκt fyrir t = n−1,n−2, . . . ,1,0

með afturvirkri jöfnun með því að.

• Hermaκn úr N(κn|n,Pn|n), þ.e.

κn|rest∼ N(κn|n,Pn|n). (3.30)

• Fyrir t = n− 1,n− 2, . . . ,1,0 skal keyra afturvirku jöfnunina þ.e. jöfnur (3.27) -

(3.29) og safnaκt þannig

κt |rest∼ N(κt|n,Pt|n). (3.31)

Þegar

κ(i+1)
tmp = (κ(i+1)

0 ,κ(i+1)
1 , . . . ,κ(i+1)

n )t (3.32)

vigurinn liggur fyrir að lokinni Kalman síunni þarf, til að uppfylla skilyrði (3.2), að varpa

honum ogα(i) vigrinum

κ(i+1) = κ(i+1)
tmp −κ ·1, (3.33)

α(i) = α(i)
tmp+β(i)κ (3.34)

þar sem

κ =
1

n+1

n

∑
s=0

κ(i+1)
s . (3.35)

19e. backward smoothing
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Gibbs skref fyrir σ2
ε

Eftirádreifinguna fyrirσ2
ε er hægt að skrifa þannig

p(σ2
ε|rest) ∝ ∏

x
∏

t

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

·σ−2
ε

∝ σ−2(np/2+1)
ε exp

{−1

2σ2
ε
∑
x

∑
t
(yxt −αx−βxκt)

2
} (3.36)

sem er andhverf gamma-dreifing, þ.e.

σ2
ε|rest∼ Inv-gamma

(

np
2

,
∑x ∑t(yxt −αx−βxκt)

2

2

)

. (3.37)

Gibbs skref fyrir α og β

Eftirádreifinguna fyrirα og β vigrana er hægt að taka saman og skrifa þannig

p(α,β|rest) ∝ ∏
x

∏
t

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

. (3.38)

Fyrir hvern aldurshóp,x, er

p(αx,βx|rest) ∝ ∏
t

1
σε

exp

{−1

2σ2
ε
(yxt −αx−βxκt)

2
}

. (3.39)

LátumX = (1,κ) og yx = (yx1, . . . ,yxn)
t , þá fæst að

αx,βx|rest∼ N

((

αx

βx

)

|(XtX)−1Xtyx,σ2
ε(X

tX)−1

)

. (3.40)

Hermaα ogβ með því að framkvæma aðhvarfsgreiningu afyx áκ, fyrir sérhvern aldurshóp

frá

N((XtX)−1Xtyx,σ2
ε(X

tX)−1). (3.41)

Til að uppfylla skilyrði (3.2) þarf að lokum að varpa vigrunum

β(i+1)
tmp = (β(i+1)

1 , . . . ,β(i+1)
x ,β(i)

x+1, . . . ,β
(i)
p )t (3.42)

og κ(i+1) þannig

β(i+1) =
β(i+1)

tmp

β•
(3.43)

κ(i+1) = κ(i+1)
tmp β• (3.44)
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þar sem

β• = ∑
y≤x

β(i+1)
y + ∑

y>x
β(i)

y . (3.45)

Gibbs skref fyrir θ

Eftirádreifingin fyrir θ er

p(θ|rest) ∝ ∏
t

N(κt |κ−1+θ,σ2
ω),

∝ σ−n
ω exp

(

− 1
2σ2

ω
∑
t
(κt −κt−1−θ)2

) (3.46)

sbr. bls. 32-33 í Hrafnkelsson (2005). Gibbs skrefið fyrirθ fellst þá í því að herma úr

eftirfarandi normaldreifingu, þ.e.

θ|rest∼ N

(

κn−κ0

n
,
σ2

ω
n

)

. (3.47)

Gibbs skref fyrir σ2
ω

Eftirádreifinguna fyrirσ2
ω er hægt að skrifa þannig

p(σ2
ω|rest) ∝ ∏

t
N(κt |κt−1+θ,σ2

ω) ·σ−2
ω ,

∝ σ−n
ω exp

(

− 1
2σ2

ω
∑
t
(κt −κt−1−θ)2

)

σ−2
ω ,

∝ σ−2(n/2+1)
ω exp

(

− 1
2σ2

ω
∑
t
(κt −κt−1−θ)2

)

(3.48)

sem er andhverf gamma-dreifing, þ.e.

σ2
ω|rest∼ Inv-gamma

(

n
2
,
∑t(κt −κt−1−θ)2

2

)

. (3.49)

3.3 Poisson-dreifð dauðsföll

Síðara bayesíska Lee-Carter-líkanið sem er skoðað byggir áþeirri forsendu að fjöldi dauðs-

falla karla og kvenna lúti sitthvorri poisson-dreifingunni. Útfærsla á poisson Lee-Carter-

líkaninu, eins og hún er sett fram hér, byggir að mestu leyti áCzado et al. (2005) þó með

þeirri breytingu aðκt fylgir slembigöngu með reki en ekki að frávikκt frá línulegu með-

altali í tíma fylgi AR(1)-líkani eins og það er sett fram í greininni. Með þessu er tímarað-

alíkanκt , eins og í hefðbundna Lee-Carter-líkaninu, í báðum þeim bayesísku líkönunum

sem skoðuð eru.

Með Dx(t) sem fjölda látinna í aldurshópix, x = 1,2, . . . , p á tímat, t = 1,2, . . . ,n

og Ex(t) sem fjölda mannára, má skrifa líkindadreifingu fyrirDx(t) skilyrt á stikana og
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mannárin þannig

Dx(t)|αx,βx,κt,Ex(t) ∼ Poisson(Ex(t)exp(αx +βxκt)). (3.50)

3.3.1 Sennileikafallið

Fyrir vigranaα = (α1,α2, . . . ,αp)
t , β = (β1,β2, . . . ,βp)

t ogκ = (κ1,κ2, . . . ,κn)
t má skrifa

sennileikafall (α,β,κ) byggt á gagnapunktunum(Ex(t),Dx(t)), x= 1,2, . . . , p, t = 1,2, . . . ,n

þannig

L(α,β,κ) = ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))(Ex(t)exp(αx +βxκt))
Dx(t)

Dx(t)!
,

∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)(αx+βxκt)).

(3.51)

3.3.2 Fyrirframdreifingar

Fyrirframdreifing κ

κt fylgir slembigöngu með reki eins og áður,κt = κt−1+θ+ωt fyrir t = 1, . . . ,n, þar sem

ωt ∼ N(0,σ2
κ). Líkindadreifinguna fyrirκ vigurinn er þá hægt að skrifa þannig

p(κ) = ∏
t

p(κt |κt−1,θ,σ2
κ) (3.52)

þar sem fyrir,t = 1, . . . ,n gildir að

p(κt |κt−1,θ,σ2
κ) = N(κt |κt−1+θ,σ2

κ). (3.53)

Fyrirframdreifingκ er þá

κ|κ0,θ,σ2
κ ∼ ∏

t
N(κt|κt−1+θ,σ2

κ). (3.54)

Fyrirframdreifingκ inniheldur þrjá yfirstika,κ0, θ ogσ2
κ sem eru valdir á eftirfarandi hátt.

Á fyrstu tvo stikana eru settar normaldreifingar þ.e. valdará eftirfarandi hátt,

κ0 ∼ N(µ0,σ2
0), (3.55)

og

θ ∼ N(θ0,σ2
θ). (3.56)

Á σ2
κ er hins vegar sett, eins og venjulega, andhverf gamma-dreifing,

σ2
κ ∼ Inv-gamma(aκ,bκ). (3.57)
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Fyrirframdreifing β

Fyrirframdreifingin fyrirβ vigurinn er sett fram sem normaldreifing, nánar tiltekið

β|σ2
β ∼ Np(0,σ2

βI). (3.58)

Fyrirframdreifingσ2
β er tekin sem andhverf gamma-dreifing, þ.e.

σ2
β ∼ Inv-gamma(aβ,bβ). (3.59)

Fyrirframdreifing α

Af tæknilegum ástæðum er þægilegra að vinna meðeα heldur enα vigurinn þannig að

fyrirframdreifingin er sett fyrir hvern lið vigursins þannig,

eαx ∼ Gamma(ax,bx). (3.60)

3.3.3 Eftirádreifingar

Með p(D|α,β,κ) = L(α,β,κ) fæst skv. setningu Bayes

p(α,β,κ|D) ∝ p(D|α,β,κ)p(α,β,κ). (3.61)

Að viðbættum yfirstikunum má skrifa eftirádreifinguna

p(α,β,κ,κ0,θ,σ2
κ,σ

2
β|D) ∝ p(D|α,β,κ)p(α,β,κ,κ0,θ,σ2

κ,σ
2
β)

= p(D|α,β,κ)p(α)p(β,σ2
β)p(κ,κ0,θ,σ2

κ)

= p(D|α,β,κ)p(α)p(β|σ2
β)p(σ2

β)p(κ|κ0,θ,σ2
κ)

· p(κ0)p(θ)p(σ2
κ),

(3.62)

þar semp(θ) = p(θ|σ2
κ) og p(κ0) = p(κ0|θ,σ2

κ). Því má skrifa eftirádreifinguna

p(α,β,κ,κ0,θ,σ2
κ,σ

2
β|D, rest) ∝

∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))

·exp(Dx(t)(αx+βxκt))

·∏
x

Gamma(eα|ax,bx) ·Np(β|0,σ2
βI)

· Inv-gamma(σ2
β|aβ,bβ)

·∏
t

N(κt|κt−1+θ,σ2
κ) ·N(κ0|µκ0,σ

2
κ0

)

·N(θ|θ0,σ2
θ) · Inv-gamma(σ2

κ|aκ,bκ).

(3.63)

Þar næst eru fundnar skilyrtu eftirádreifingarnar fyrir hvern stika fyrir sig.
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Metropolis-Hastings skref fyrir κ

Eftirádreifingin fyrir κ0 er

p(κ0|rest) ∝ N(κ0|µ0,σ2
0)N(κ1|κ0+θ,σ2

κ),

∝ exp

(

− 1

2σ2
0

(κ0−µ0)
2
)

·exp

(

− 1

2σ2
κ
(κ1−κ0−θ)2

)

,

∝ exp

{

−1
2

[

1

σ2
0

(κ0−µ0)
2+

1

σ2
κ
(κ1−θ−κ0)

2
]}

(3.64)

sem er normaldreifing, þ.e.

κ0|rest∼ N(µκ0,τ
2
κ0

), (3.65)

þar sem

µκ0 =
µ0/σ2

0+(κ1−θ)/σ2
κ

1/σ2
0+1/σ2

κ
(3.66)

og

1

τ2
κ0

=
1

σ2
0

+
1

σ2
κ
. (3.67)

Eftirádreifingin fyrir κ vigurinn, þ.e. κi , i = 1, . . . ,n lýtur ekki þekktri dreifingu og þarf

því að útfæra með Metropolis-Hastings skrefi sem fæst út frá eftirfarandi dreifingu

p(κ|rest) ∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)βxκt) ·∏
t

N(κt|κt−1+θ,σ2
κ),

∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)βxκt)

·∏
t

exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt −κt−1−θ)2

)

,

(3.68)

sem skiptist í tvö tilfelli

• 1≤ t < n

p(κt |rest) ∝ ∏
x

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))∏
x

exp(Dx(t)βxκt)

·exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt −κt−1−θ)2

)

·exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt+1−κt −θ)2

)

.

(3.69)
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• t = n

p(κt |rest) ∝ ∏
x

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))∏
x

exp(Dx(t)βxκt)

·exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt −κt−1−θ)2

)

.
(3.70)

1. Til að framkvæma Metropolis-Hastings skrefið er hermt tillögugildi κ∗
t fyrir κ(i+1)

t

úr normaldreifingu, nánar tiltekiðκ∗
t ∼ N(κ(i)

t ,σ2
t ).

2. Viðtökuhlutfallið er reiknað

r(κ∗
t ,κ

(i)
t ) =

p(κ∗
t |κ

(i)
−t , rest)

p(κ(i)
t |κ(i)

−t, rest)
(3.71)

þar semκ(i)
−t = (κ(i+1)

0 , . . . ,κ(i+1)
t−1 ,κ(i)

t+1, . . . ,κ
(i)
n )t .

3. κ∗
t er samþykkt með líkum min(r,1), annars erκ(i+1)

t = κ(i)
t .

4. Til að uppfylla skilyrði (3.2) þarf að lokum að varpa vigrunum

κ(i+1)
tmp = (κ(i+1)

0 , . . . ,κ(i+1)
t ,κ(i)

t+1, . . . ,κ
(i)
n )t (3.72)

ogα(i) þannig

κ(i+1) = κ(i+1)
tmp −κ ·1, (3.73)

α(i) = α(i)
tmp+β(i)κ, (3.74)

þar sem

κ =
1
n

(

∑
s≤t

κ(i+1)
s + ∑

s>t
κ(i)

s

)

. (3.75)

Metropolis-Hastings skref fyrir β

Eftirádreifinguβ vigursins er hægt að skrifa eins og sést hér að neðan. Líkt og eftirá-

dreifingin fyrir κ vigurinn lýtur hún ekki þekktri dreifingu og því þarf að útfæra hana með

Metropolis-Hastings skrefi, þannig

p(β|rest) ∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)βxκt) ·Np(β|0,σ2
βI),

∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)βxκt) ·exp

(

− 1

2σ2
β

βtβ

)

.

(3.76)
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Fyrir hvertβx fæst

p(βx|rest) ∝ ∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))

·∏
t

exp(Dx(t)βxκt) ·exp

(

− 1

2σ2
β

β2
x

)

.
(3.77)

1. Haldið er áfram á sama hátt og hér að framan, þ.e. hermt er tillögugildi β∗
x fyrir

β(i+1)
x úr normaldreifingu, nánar tiltekiðβ∗

x ∼ N(β(i)
x ,σ2

β).

2. Viðtökuhlutfallið er þá reiknað

r(β∗
x,β

(i)
x ) =

p(β∗
x|β

(i)
−x, rest)

p(β(i)
x |β(i)

−x, rest)
(3.78)

þar semβ(i)
−x = (β(i+1)

1 , . . . ,β(i+1)
x−1 ,β(i)

x+1, . . . ,β
(i)
p )t.

3. β∗
x er samþykkt með líkum min(r,1), annars erβ(i+1)

x = β(i)
x .

4. Til að uppfylla skilyrði (3.2) þarf að lokum að varpa vigrunum

β(i+1)
tmp = (β(i+1)

1 , . . . ,β(i+1)
x ,β(i)

x+1, . . . ,β
(i)
p )t (3.79)

ogκ(i+1) þannig

β(i+1) =
β(i+1)

tmp

β•
, (3.80)

κ(i+1) = κ(i+1)
tmp β• (3.81)

þar sem

β• = ∑
y≤x

β(i+1)
y + ∑

y>x
β(i)

y . (3.82)

Gibbs skref fyrir α

Eftirádreifinguα vigursins er hægt að skrifa

p(eα|rest) ∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)αx) ·∏
x

Gamma(eα|ax,bx),

∝ ∏
x

∏
t

exp(−Ex(t)exp(αx +βxκt))exp(Dx(t)αx) ·∏
x

eαx(ax−1)e−bxeα
x .

(3.83)
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Fyrri hvert eαx má þátta fyrri liðinn á eftirfarandi hátt

p(eαx|rest) ∝ exp

(

−eαx ∑
t

Ex(t)exp(βxκt)

)

exp(αx∑
t

Dx(t))

·exp(αx(ax−1))exp(−bxe
α
x ),

∝ exp

(

−eαx(∑
t

Ex(t)exp(βxκt)+bx)

)

exp(αx(Dx(·)+ax−1))

(3.84)

þar semDx(·) = ∑t Dx(t). Dreifing eαx er þá áfram gamma-dreifing, þ.e.

eαx|rest∼ Gamma(Dx(·)+ax,∑
t

Ex(t)exp(βxκt)+bx). (3.85)

Gibbs skref fyrir σ2
κ

Eftirádreifinguna fyrirσ2
κ er hægt að skrifa þannig

p(σ2
κ|rest) ∝ ∏

t
N(κt |κt−1+θ,σ2

κ) · Inv-gamma(σ2
κ|aκ,bκ),

∝ ∏
t

σ−1
κ exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt −κt−1−θ)2

)

·σ−2(aκ+1)
κ exp(−bκ/σ2

κ),

∝ σ−n
κ exp

(

− 1

2σ2
κ
∑
t
(κt −κt−1−θ)2

)

·σ−2(aκ+1)
κ exp(−bκ/σ2

κ),

∝ exp

(

− 1

σ2
κ

(

bκ +
1
2∑

t
(κt −κt−1−θ)2

))

·σ−2(aκ+n/2+1)
κ

(3.86)

sem er áfram andhverf gamma-dreifing, þ.e.

σ2
κ|rest∼ Inv-gamma

(

aκ +
n
2
,bκ +

1
2∑

t
(κt −κt−1−θ)2

)

. (3.87)

Gibbs skref fyrir σ2
β

Eftirádreifinguna fyrirσ2
β er hægt að skrifa þannig

p(σ2
β|rest) ∝ Np(β|0,σ2

βI) · Inv-gamma(σ2
β|aβ,bβ),

∝ σ−p
β exp

(

− 1

2σ2
β

βtβ

)

·σ−2(aβ+1)

β exp

(

−bβ

σ2
β

)

,

∝ σ
−2(aβ+p/2+1)

β exp

(

− 1

σ2
β
(bβ +

1
2

βtβ)

)

(3.88)

sem er einnig áfram andhverf gamma-dreifing, þ.e.

σ2
β|rest∼ Inv-gamma

(

aβ +
p
2
,bβ +

1
2

βtβ
)

. (3.89)
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Gibbs skref fyrir θ

Eftirádreifinguna fyrirθ er hægt að skrifa þannig

p(θ|rest) ∝ ∏
t

N(κt |κt−1+θ,σ2
κ) ·N(θ|θ0,σ2

θ),

∝ ∏
t

exp

(

− 1

2σ2
κ
(κt −κt−1−θ)2

)

·exp

(

− 1

2σ2
θ
(θ−θ0)

2
)

,

∝ exp

(

− 1

2σ2
κ
∑
t
(κt −κt−1−θ)2

)

·exp

(

− 1

2σ2
θ
(θ−θ0)

2
)

,

∝ exp

{

−1
2

[

1

σ2
κ
∑
t
(κt −κt−1−θ)2+

1

σ2
θ
(θ−θ0)

2
]}

(3.90)

sem er normaldreifing, þ.e.

θ|rest∼ N(µθ,τ2
θ). (3.91)

Með κ−1 ≡ 1
n ∑t(κt −κt−1) = (κn−κ0)/n, fæst

µθ =
nκ−1/σ2

κ +θ0/σ2
θ

n/σ2
κ +1/σ2

θ
(3.92)

og

1

τ2
θ

=
n

σ2
κ

+
1

σ2
θ
. (3.93)
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Kafli 4

Gallaleit

Eins og áður hefur komið fram eru gögnin fengin frá Human Mortality Database (2008)

en þar eru sett fram gögn um fólksfjölda, dánartölur, dánartíðni og fleiri lýðfræðistærðir

þónokkurra landa á staðlaðan hátt, þar á meðal Íslands. Nákvæmar upplýsingar um að-

ferðafræðina við uppsetningu gagnanna og útreikning á líftöflum, þar á meðal dánartíðni

og öðrum lýðfræðistærðum, er að finna í Wilmoth et al. (2007) en ekki verður farið í þá

aðferðafræði hér nema að litlu leyti. Náð var í íslensku lýðfræðigögnin í maí 2009 en þá

náðu þau yfir tímabilið 1838 til 2007. Í verkefninu var ákveðið, eftir nokkrar athuganir að

nota gögn íslenskra karla og kvenna frá árinu 1945, þ.e. eftir síðari heimstyrjöldina og eins

langt og þau náðu eða til 2007 sem gerir árlegar upplýsingar um 63 ár. Einnig var ákveðið

að vinna með eins nákvæm gögn og möguleiki var. Gagnagrunnurinn nær yfir aldurshóp-

ana frá fæðingu til 109 ára og aldurshópinn 110+ sem stendur fyrir þá sem eru 110 ára

og eldri. Unnið er með 1x1 gagnasett en þá standa gögnin fyrirárlegar upplýsingar um

hvern aldurshóp. Af tæknilegum ástæðum var gagnasettið þó takmarkað við 101 aldurs-

hóp í verkefninu þannig að elsti aldurshópurinn er 99 ára og 100+ er samtala fyrir þá sem

eru 100 ára og eldri. Frekar óalgengt var á fyrri hluta tímabilsins að nokkur Íslendingur

næði 100 ára aldri en nokkuð hefur fjölgað í þessum hópi á allra síðustu árum. Þessar tak-

markanir eiga ekki að koma að sök í þeim útreikningum sem gerðir eru, hvorki á matinu á

dánartíðninni né útreikningum á skilyrtum lífaldri eða verðlagningu lífeyrisréttinda.

4.1 Gögnin

Fyrir tímabilið fram að árinu 1981 voru ársgögn hvers aldurshóps í gagnagrunninum unnin

upp úr grunngögnum yfir 5 ára aldurshópa en eftir það eru grunngögn hvers aldurshóps á

ársgrundvelli. Á myndum (4.1) og (4.2) sem sýna yfirborðsmyndir af logaritma af dánar-

tíðni, log(mx(t))1, íslenskra karla og kvenna frá árinu 1945 til 2007 sést vel munurinn á

gögnunum eftir tímabilum, þar sem mun meiri óreiða er í þeim eftir 1981 en fyrir þann

tíma. Myndirnar sýna einnig vel þann stíganda sem er í dánartíðni eftir aldri. Dánartíðni

1mx(t) er matið á dánartíðni í aldurshópix ár ári t, en vegna fjölda ára þar sem engin dauðsföll hafa
orðið í ákveðnum aldurshópum og reiknuð dánartíðni því núllhafa gögnin verið jöfnuð (e. smooth) til að
gera teikningu myndanna mögulega.
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Mynd 4.1: Mat á aldursbundinni dánartíðni(log(mx(t))) íslenskra karla frá 1945 til 2007 eins
og hún er sett fram í Human Mortality Database (2008).

er nokkur á fyrsta ári eftir fæðingu, lækkar næstu árin en fersvo vaxandi með aldri. Við

alla útreikninga eru gögnin notuð óbreytt eins og þau eru sett fram í gagnagrunninum.

4.1.1 Töpuð gögn

Fyrir lognormal Lee-Carter líkanið eru notuð gögn um logaritma af dánartíðni en það leiðir

til vandamála þegar enginn hefur látist í aldurshópnum og dánartíðni er þar af leiðandi núll

fyrir þann aldurshóp á því ári. Einnig er þetta vandamál þegar engin mæling er til staðar

þ.e. þegar enginn er eftir í aldurshópnum. Töpuð gildi geta því verið af tveimur ástæðum

og eru leyst á sitthvorn mátann.

Fyrra vandamálið er nokkuð algengt meðal barna frá um 5 ára aldri til fermingar en það

síðara birtist í elstu árgöngunum þegar allir eru látnir semalgengast er að gerist á tíræðis-

aldri. Þessi vandamál í íslenskum lýðfræðigögnum koma framvegna fámennis þjóðarinnar

en eru ekki til staðar í stærri samfélögum og því má segja að umsérstakt vandamál sé að

ræða en það snýr einungis að fámennum samfélögum eins og því íslenska.

Í fyrra vandamálinu, þegar dánartíðni er núll, er ekki um raunverulega tapað gildi að

ræða heldur eru upplýsingar fólgnar í mælingunni en vegna uppsetningar líkansins er mæl-

ingin ekki nothæf. Brugðið var á það ráð að reikna dánartíðnifyrir aldurshópx á ári t,
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Mynd 4.2:Mat á aldursbundinni dánartíðni(log(mx(t))) íslenskra kvenna frá 1945 til 2007 eins
og hún er sett fram í Human Mortality Database (2008).

táknað meðmx(t) á eftirfarandi hátt,

mx(t) = 0.001/Ex(t) (4.1)

þar semEx(t) eru mannár í aldurshópnum á árit.

Síðara vandamálið, þegar enginn er eftir í aldurshópnum og því engin mæling, er skír-

ara dæmi um tapað gildi. Hefðbundinni MCMC aðferð er beitt til að meta tapaða gildið út

frá líkaninu sem verið er að meta. Það er gert með því að herma tapað gildi fyrir aldurshóp

x á árit skv.

log(mx(t))∼ N(αx +βxκt ,σ2
ε). (4.2)

Með þessu móti fæst innbyggð í líkanið óvissa vegna tapaðra gilda af þessu tagi og þar af

leiðandi hefur mat á dánartíðni og spár tekið til sín óvissu vegna þeirra.

Þau vandamál sem að framan eru nefnd vegna tapaðra gilda eigavið lognormal Lee-

Carter-líkanið þar sem unnið er með logaritma af dánartíðni. Þau eiga ekki við poisson

Lee-Carter-líkanið þar sem unnið er með fjöldatölur, þ.e. tölur um lifandi og látna í hverj-

um aldurshópi á hverju ári. Þar er því ekki um nein töpuð gildiað ræða í íslenskum

lýðfræðigögnum.
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4.2 Byrjunargildi

Áður en hægt er að hefja bayesísku útreikningana, þ.e. Gibbsítranirnar, þarf að setja

byrjunargildi á stikana í líkönunum og er aðferðum við það val lýst hér á eftir. Auk þess

þarf að velja gildi á yfirstikana í fyrirframdreifingunum og nokkra aðra stika og er farið

yfir það og lýst þeim gildum sem valin voru.

4.2.1 Lognormal-líkan

Í líkaninu er verið að vinna með grunnstikana í líkaninu, þ.e. α, β ogκ auk þriggja yfirstika

sem eruθ, σω og σε. Til viðbótar þeim er það upphafsgildi Kalman síunnar sem þarf að

ákvarða.

Fyrst voru valin byrjunargildi fyrir vigranaα, β og κ og var það gert með lýðfræði

R-forriti fyrir Lee-Carter-líkanið, sjá nánar í Hyndman (2008). Önnur leið er að hámarka

sennileikafallið (3.10) en vegna margföldunarliðsinsβx · κt er ekki mögulegt að nota til

þess hefðbundin tölfræðiforrit fyrir aðhvarfsgreiningu,heldur þarf að nota til þess há-

mörkunaraðferðir eins og t.d. Newton aðferðina.

Þegarκ er þekkt er hægt að reiknaθ = (κn−κ1)/(n−1) og nota sem byrjunargildi

fyrir θ.

Byrjunargildiσ2
ω og σ2

ε eru sett á eftirfarandi hátt. Byrjunargildiσ2
ω er sett sem var(ρ)

í eftirfarandi aðhvarfsgreiningu,κ = ρt + ε. Byrjunargildi σ2
ε er svo sett sem var(ρ) í

AR(1)-tímaraðalíkaninu,κt = c+ρκt−1+ εt .

Í upphafi hverrar keyrslu Kalman síunnar þarf að setja gildi ástærðirnarκ0|0 og P0|0.

Eftir nokkrar tilraunakeyrslur voru gildi þeirra sett nálægt áætluðu gildiκ0 sem var 100 í

líkaninu fyrir karla og 150 í líkaninu fyrir konur. Dreifninvar höfð mismunandi, þ.e. 10 í

karlalíkaninu en 100 í kvennalíkaninu en virtist ekki skipta miklu hvort var valið.κ0 hefur

áhrif á mat áθ sem stjórnar spáferlinu og skiptir því máli að valið sé raunhæft. Valið á

κ0|0 hafði hins vegar ekki áhrif á matið áσ2
ω og gáfu byrjunargildinκ0|0 = 5 ogP0|0 = 10

svipað gildi áσ2
ω og völdu gildin.

4.2.2 Poisson-líkan

Hér er einnig verið að vinna með grunnstikana í líkaninuα, β og κ auk þriggja yfirstika,

þ.e. σκ, θ og σβ. Til viðbótar eru nokkrir stikar sem þarf að setja en það eru stikarnir í

fyrirframdreifingum fyrrgreindra stika auk þess sem huga þarf að stikanum,κ0 og fyrir-

framdreifingu hans.

Sama leið var farin við að ákvarða byrjunargildi fyrir vigranaα, β ogκ og í lognormal-

líkaninu. Ef hámörkunaraðferðin er hins vegar notuð þarf aðhámarka sennileikafallið

(3.51) fyrir poisson-líkanið og meta skikana með t.d. Newton aðferðinni en vegna marg-

földunarliðsins er ekki hægt að notast við poisson-aðhverfsgreiningu í hefðbundnum töl-

fræðipökkum.
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Út frá fyrirframdreifinguκ, sbr. jöfnu (3.54) koma nokkrir stikar sem þarf að velja

gildi á:

• Þegar valin voru gildi í fyrirframdreifinguκ0 sbr. jöfnu (3.55) var tekið mið af gildi

κ1 eftir nokkrar keyrslur. Gildin voru valinµ0 = 60 hjá körlum ogµ0 = 50 hjá

konum. Dreifninσ2
0 var sett 10 hjá körlunum og 100 hjá konunum en það virtist

ekki skipta miklu máli hver hún var. Ástæða er til að hafa dreifnina hærri ef valin

gildi eru fjærri líklegum gildum. Fyrsta gildiκ0 var svo hermt úr eftirádreifingunni

með fyrrgreindum gildum.

• Fyrirframdreifingθ er normaldreifing sbr. jöfnu (3.56). Setja þarf gildi á stikanaθ0

og σ2
θ í dreifingunni en þessi gildi eru valin annars vegar eins og byrjunargildi θ í

lognormal-líkaninu, þ.e.θ0 = (κn− κ1)/(n−1) og hins vegar er dreifnigildiðσ2
θ

sett sem dreifnin áκ vigrinum, þ.e. var(κ). θ er svo valið sem skurðpunkturinn, c, í

AR(1)-tímaraðalíkaninu,κt = c+ρκt−1+ εt .

• Fyrirframdreifingσ2
κ er gamma-dreifing sbr. jöfnu (3.57) og eru gildin á stikum

hennarbκ ogaκ sett semaκ = 2,1 ogbκ = (aκ−1) ·σ2
κ, sbr. Czado et al. (2005).

Í tengslum við fyrirframdreifinguβ vigursins sbr. jöfnu (3.58), þarf að finna gildi á

stika fyrirframdreifingarσ2
β, sbr. jöfnu (3.59). Það gengur svipað fyrir sig og að framan,

þannig eraβ = 2,1 ogbβ = (aβ −1) ·σ2
β.

Fyrirframdreifingα vigursins er gamma-dreifing sbr. jöfnu (3.60). Við ákvörðunbyrj-

unargilda á fyrirframdreifinguα vigursins er gengið út frá því aðαx, þ.e. fyrir hvern

aldurshóp, sé nálægt því að vera meðaltalyx(t) yfir tíma þannig að exp(αx) lýsi aldurs-

bundinni dánartíðni. Til þess að fá upplýsingarýra fyrirframdreifingu, þ.e. með stórri

dreifni, þarf að veljabx lítið, t.d. 10−3. Þá geturax verið valið sembxexp(αx).

4.2.3 Viðtökuhlutfall

Til að ákvarða dreifnirnarσ2
t ogσ2

β í normaldreifingunum fyrir viðtökuhlutföllin sbr. jöfn-

ur (3.71) og (3.78) var fylgt eftirfarandi reiknirit. Byrjað var meðσ2
t = σ2

β = 1 fyrir öll x

og t og fyrstu 200 Gibbs ítranirnar framkvæmdar. Dreifnirnarσ2
t eðaσ2

β eru helmingaðar

ef samsvarandi viðtökuhlutfall er undir 20% en tvöfaldaðaref það er stærra en 50%. Þetta

er endurtekið með öðrum 200 Gibbs ítrunum og dreifnirnar aðlagaðar á sama hátt þangað

til öll viðtökuhlutföllin liggja á milli 20% og 50%.

Niðurstöður þessara aðlagana má sjá á mynd (4.3) fyrir poisson-líkanið fyrir dánartíðni

íslenska karla og á mynd (4.4) fyrir samsvarandi líkan af dánartíðni íslenskra kvenna.σ2
t

hefur í báðum tilfellum hækkað og endað í tveimur gildum en tilhneigingin er þó sú að

dreifnin sé hærri eftir því sem árin líða. Fyrirσ2
β hefur dreifnin lækkað og mynstrið er

svipað fyrir bæði kyn. Dreifnin er lítil við fæðingu en rís ognær hæsta gildi við 10 ára

aldur, lækkar svo með aldri en rís aftur fyrir elstu aldurshópana.
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Mynd 4.3: Dreifnigildi við stillingu viðtökuhlutfalla í bayesísku poisson Lee-Carter-líkani fyrir
dánartíðni íslenskra karla.
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Mynd 4.4: Dreifnigildi við stillingu viðtökuhlutfalla í bayesísku poisson Lee-Carter-líkani fyrir
dánartíðni íslenskra kvenna.

4.3 Gibbs ítranir

Bayesísku útreikningarnir eru framkvæmdir þannig að líkönin eru keyrð fyrir bæði kyn

og niðurstöðurnar skoðaðar og metnar. Keyrslutíminn fyrirpoisson-líkanið var rúmlega

30 mín. fyrir hvort kyn um sig meðan keyrslutími lognormal-líkansins var mun lengri

eða rúmlega 5 klst. og 30 mín., hvort tveggja á einnar örgjörva tölu með 1,70 GHz Intel

Pentium M örgjörva.

Þar sem öll skref Gibbs safnarans í lognormal Lee-Carter-líkaninu eru úr þekktum

dreifingum var látið nægja að keyra fjórar keðjur, hverja uppá 5.000 ítranir og nota síðari

helming allra keðjanna, samtals 10.000 ítranir til að meta eftirádreifingarnar, þó að þeirri

forsendu að fullri samleitni væri náð. Á myndum (4.5) og (4.6) sjást síðari 2.500 ítranirnar

fyrir valda stika úrα, β ogκ2 vigrunum auk samsvarandi mynda fyrirθ, σ2
ε ogσ2

ω stikana,

2Númerin í yfirskrift myndanna tákna aldur eða ár eftir því semvið á
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fyrir annars vegar karla og hins vegar konur. Á myndunum er ekki annað að sjá en að sam-

leitni sé náð og á mynd (4.9, efri helmingi) sjást gröf af Gelman-Rubin samleitnistuðlum

allra vigranna og þar sést að þeir eru allir nálægt einum þóttþað sé breytilegt eftir stikum.

Gelman-Rubin samleitnistuðullinn fyrir hina stikana þrjáer í öllum tilfellum einn og á það

við líkön beggja kynja.

Það sem vekur athygli er hátt gildi áσ2
ω stikanum fyrir bæði kynin en gildið er rúmlega

1.000 fyrir karla og rúmlega 1.500 fyrir konur. Gildi þess stika fyrir ameríska karla í

Pedroza (2006) er til viðmiðunar af stærðargráðunni 10−3 sem gerir matið á stikanum

fyrir íslensku gögnin 106 stærra. Ameríska líkanið er að vísu metið með 5x13 gögnum

sem skýrir eflaust hluta af mismuninum.

Þar sem tvö Metropolis-Hastings skref eru í poisson Lee-Carter-líkaninu var ákveðið

að keyra keðjurnar lengra en í lognormal-líkaninu eða upp í 10.000 ítranir hverja keðju

og nota eins og áður síðustu 2.500 ítranir allra fjögra keðjanna, samtals 10.000 ítranir til

að meta eftirádreifingarnar. Á myndum (4.7) og (4.8) sjást síðustu 2.500 ítranirnar fyrir

valda stika úrα, β og κ vigrunum auk samsvarandi mynda fyrirθ, σ2
κ og σ2

β stikana. Á

myndunum er ekki annað að sjá en að samleitni sé náð og á mynd (4.9, neðri helmingur)

sjást gröf af Gelman-Ruben samleitnistuðlum allra vigranna og þar sést að þeir eru allir

nálægt einum þótt það sé breytilegt eftir stikum. Gelman-Ruben samleitnistuðullinn fyrir

hina stikana þrjá er í öllum tilfellum nánast einn.

Þegar gildið áσ2
κ eru skoðað sést að það er um 10 í líkaninu fyrir karla og undir 5í

líkaninu fyrir konur sem er í báðum tilfellum lægra gildi en fékkst fyrir σ2
ω í lognormal-

líkönunum. Niðurstaðan bendir til þess að spáskekkjan í lognormal-líkaninu sé mun meiri

en í poisson-líkaninu.

Þessar niðurstöður benda ekki til annars en að eftirádreifingar beggja líkananna upp-

fylli hefðbundin skilyrði fyrir samleitni bæði fyrir karlaog konur. Eftir er þá að kanna

eiginleika þeirra til að meta skilyrta ævilengd og hversu góð þau eru í að spá fyrir dánar-

tíðni.

4.4 Lee-Carter-matið

Með l = 1,2, . . . ,L úrtök úr eftirádreifingum stikanna þar semϕ(l) er l -ta úrtakið stikans

ϕ, er bayesíska Lee-Carter-matið á stikanum,ϕ̂, fengið þannig

ϕ̂ = median{ϕ(l)}. (4.3)

Bayesíska 95% eftirábilið fyrir stikann er skilgreint út frá 2,5% og 97,5% hlutfallsmörk-

um4 þannig

quantile(2,5%){ϕ(l)} ≤ ϕ ≤ quantile(97,5%){ϕ(l)}. (4.4)

35x1 gögn merkir að unnið er með upplýsingar um fimm ára aldurshópa á hverju ári
4e. quantile
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Mynd 4.5:Síðustu 2500 skrefin fyrir fjórar keðjur valinna stika í bayesísku lognormal Lee-Carter-
líkani fyrir dánartíðni íslenskra karla.

Á mynd (4.10) hefur Lee-Carter-matið á stigavigrunumα ogβ verið teiknað og þar sést

að ferill α er alltaf lægri fyrir konur en karla eins og við mátti búast þar sem dánartíðni

kvenna er lægri. Ferlarβ fyrir bæði kynin eru hins vegar svipaðir þar sem fylgnin er yfir

það heila fallandi með aldri, þó það séu undantekningar frá því.

Þegar matið á aldursbundinni dánartíðni (logaritma af dánartíðni) íslenskra karla og

kvenna er skoðað fyrir ákveðin ár, sbr. myndir (4.11) og (4.12), sést munur á matinu bæði

eftir árum og eftir líkönum. Greinilegt er að dánartíðni ferlækkandi bæði hjá konum og

körlum eftir því sem líður á tímabilið. Einnig sést að ferlarsíðari tveggja áranna eru ójafn-

ari en ferlar fyrri tveggja áranna. Það skýrist af gögnunum en eins og þeim var lýst hér að

framan eru ársgögnin fyrir árið 1982 metin út frá gögnum fyrir fimm ára aldurshópa sem

gera þau jafnari og það endurspeglast í matinu á aldursbundinni dánartíðni. Matið á ald-
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Mynd 4.6:Síðustu 2500 skrefin fyrir fjórar keðjur valinna stika í bayesísku lognormal Lee-Carter-
líkani fyrir dánartíðni íslenskra kvenna.

ursbundinni dánartíðni er þó ólíkt eftir líkönum þar sem meiri munur er milli matsins eftir

tímabilum í lognormal-líkaninu heldur en í poisson-líkaninu auk þess sem meiri sveiflur

eru á dánartíðniferlum lognormal-líkansins og á þetta við um dánartíðniferla beggja kynja.

Með því að skoða yfirborðsmyndir af matinu á aldursbundinni dánartíðni eftir árum,

sjá mynd (4.13) fyrir matið á dánartíðni karla og mynd (4.14)á matinu fyrir konur, sést

mismunurinn enn betur. Á myndunum sést að matið í báðum líkönunum er jafnara á

fyrri helmingi tímabilsins en á þeim síðari í samræmi við gögnin. Einnig er áberandi

hvað poisson-líkaninu tekst betur að jafna ferlana heldur en lognormal-líkaninu og skilar

trúverðugri niðurstöðu á fylgni í aldursbundinni dánartíðni bæði karla og kvenna á meðan

lognormal-líkanið eltir gagnapunktana of mikið. Á myndunum sést einnig vandamálið þar

sem dánartíðnin er núll en þar myndast dalir á myndunum fyrirlognormal-líkönin.
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Mynd 4.7: Síðustu 2500 skrefin fyrir fjórar keðjur valinna stika í bayesísku poisson Lee-Carter-
líkani fyrir dánartíðni íslenskra karla.

Áhugavert að að skoða matið áκ vigrunum úr Lee-Carter-líkönunum en dreifnin á

þeim stýrir dreifninni í spánum. Á mynd (4.15) sést matið áκ vigrunum og þar sést

munurinn á matinu í annars vegar lognormal og hins vegar poisson-líkönunum. Myndirnar

stemma við matið áσ2
ω í lognormal-líkaninu ogσ2

κ í poisson-líkaninu þar sem dreifnin í

lognormal-líkönunum var meiri. Ein ástæðan fyrir þessum mismun gæti falist í því að í

poisson-líkaninu er búið að þvinga dreifnina til að fylgja dánartíðninni á meðan dreifnin

í lognormal-líkaninu hefur meira frelsi. Hvort þetta sé hluti af skýringunni þarfnast þó

frekari athuganna.
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Mynd 4.8: Síðustu 2500 skrefin fyrir fjórar keðjur valinna stika í bayesísku poisson Lee-Carter-
líkani fyrir dánartíðni íslenskra kvenna.

4.5 Ferningsleifafrávik

Þegar borin eru saman tvö líkön (almennt og takmarkaðra) er ein leiðin til þess að reikna

log sennileikahlutfall5

D = 2[l(θ̃,y)− l(θ̂,y)], (4.5)

en stærðin gengur einnig undir nafninu ferningsleif6 og verður kölluð það hér. Hámarks-

sennileikamatið er̃θ en matið undir takmarkaða líkaninu sem er Lee-Carter-líkanið er θ̂. Ef

fjöldi dauðsfalla í aldurshópi,x, lýtur poisson-dreifingu með stikaθx þá er sennileikamatið

5e. log likelihood ratio
6e. deviance
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θ̃x = Dx, þ.e. fjöldi dauðsfalla í aldurshópix. Því er hægt að reikna ferningsleifina

D = 2
[

∑Dxlog(Dx/D̂x)−∑(Dx− D̂x)
]

, (4.6)

þar semD̂x er Lee-Carter-matið í aldurshópx

D̂x(t) = Ex(t)exp(α̂x + β̂xκ̂t). (4.7)

Ef dx eru ferningsleifafrávik7

dx =
√

2 ·sign(Dx(t)− D̂x(t))

√

Dx(t) log
Dx(t)

D̂x(t)
− (Dx(t)− D̂x(t)), (4.8)

þ.e. einstakir liðir ferningsleifarinnar, þá gildirD = ∑d2
x . Ferningsleifafrávik geta ver-

ið notuð til að meta gæði líkana og er t.d. hægt að teikna þau móti tíma til að kanna

eiginfylgni.

Á mynd (4.16) má sjá ferningsleifafrávik fyrir valda aldurshópa, karla og kvenna og

er þar ekki að sjá nein áberandi mynstur sem benda til þess poisson Lee-Carter-líkanið

falli ekki að gögnunum á viðunandi hátt. Aldurshópunum frá eins árs til 45 ára er viljandi

sleppt úr þessari mynd vegna þess að í þeim aldurshópum er algengt að fyrir komi ár þar

sem enginn deyr og því ekki hægt að reikna ferningsleifafrávik fyrir öll árin.

Ef rýnt er í myndirnar virðist þó vera meiri dreifni í ferningsleifafrávikinu á síðari

hluta tímabilsins en þeim fyrri. Það þarf þó að hafa í huga að áfyrra hluta tímabilsins eru

dánartölur reiknaðar út frá fimm ára meðaltölum aldurshópa,sem gerir gögnin jafnari yfir

það tímabil og ferningsleifafrávikin því minni.

7e. deviance residuals
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Kafli 5

Spá

Með l = 1,2, . . . ,L úrtök úr eftirádreifingum stikanna þar semϕ(l) er látið standa fyrirl -ta

úrtakið stikansϕ. Eins skrefs dánartíðnispá fyrir normal Lee-Carter-líkanið er framkvæmd

í eftirfarandi tveimur skrefum sem byggja á jöfnum (3.7) og (3.8).

1. Fyrst erκ(l)
n+1 hermt frá

κ(l)
n+1 ∼ N(κ(l)

n +θ(l),σ2(l)
ω ). (5.1)

2. Svo ery(l)
n+1 hermt frá

y(l)
n+1 ∼ N(α(l) +β(l)κ(l)

n+1,σ
2(l)
ε I). (5.2)

Spá fyrir dánartíðni,µ(l)
n+1, er þá

µ(l)
n+1 = exp(y(l)

n+1). (5.3)

Eins skrefs dánartíðnispá fyrir poisson Lee-Carter-líkanið er framkvæmd með því að

spá fyrstκ(l)
n+1 skv. jöfnu (3.53)

κ(l)
n+1 ∼ N(κ(l)

n +θ(l),σ2
κ). (5.4)

Þá fæst spá fyrir dánartíðni,µ(l)
n+1, skv. (3.50)

µ(l)
n+1 = exp(α(l) +β(l)κ(l)

n+1). (5.5)

K-skrefs spá er framkvæmd, í báðum tilfellum, með því reiknaκ(l)
n+k út frá κ(l)

n+k−1 á

sama hátt og gert var hér að framan, þ.e.

κ(l)
n+k ∼ N(κ(l)

n+k−1 +θ(l),σ2
κ). (5.6)

Spá fyrirµ(l)
n+k leiðir svo afκ(l)

n+k eins og hér að framan.
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Á myndum (5.1) og (5.2) sjást 100 ára spár fyrirκ vigurinn með 68% og 90% eftirábil-

um og eins og sést á myndunum eru þær ólíkar. Gildin áκ vigrunum eru ekki sambærileg

milli líkananna en það sem kemur fram er sá mikli munur sem er ádreifninni á spágildun-

um og kemur hann fram í líkönum fyrir bæði kynin. Óvissan í matinu áκ vigrunum skilar

sér beint sem óvissa í spám á aldursbundinni dánartíðni einsog sést á myndum (5.3) og

(5.4) fyrir 25 ára og myndum (5.5) og (5.6) fyrir 50 ára dánartíðnispár karla og kvenna.

Niðurstöðurnar sýna að dreifnin í dánartíðnispám lognormal-dreifingar líkansins er það

mikil að þegar spágildin fyrir dánartíðni eru reiknuð yfir í væntan lífaldur gefa þær niður-

stöður sem eru ótrúverðugar. Dánartíðnispár poisson-dreifingar líkansins gefa hins vegar

trúverðugri niðurstöður og eru þær notaðar í síðari hluta ritgerðarinnar þar sem fjallað er

um langlífisáhættu.

5.1 Spáskekkja

Eins og áður hefur komið fram er Lee-Carter-líkanið hentugttil spágerðar því fyrir alla ald-

urshópa tengist aldursbundin dánartíðni sama tímavigriκt sem auðvelt er að framreikna.

Lee-Carter-líkanið er þó ekki laust undan þeim vandamálum sem almennt eiga við um

spálíkön. Átt er við spáskekkjur sem má skipta í fjóra flokka;tilviljunarkenndar breyting-

ar1, stöðugleiki stikanna2, óvissa í stikamati3 og líkanaskekkja4. Þessum flokkum má lýsa

nánar.

1. Tilviljanakenndar breytingar eða ókerfislæg skekkja5 gengur út frá því að jafnvel

þótt dánarlíkur séu þekktar þá sé fjöldi látinna á hverju tímabili tilviljanakenndur.

2. Stöðugleiki stikanna eða kerfislæg skekkja gengur út frá því að jafnvel þótt dánar-

tíðnilíkanið sé rétt geti stikar þess þróast á tilviljanakenndan hátt til framtíðar.

3. Óvissa í stikamati stafar af þeirri skekkju sem myndast þegar unnið er með úrtak,

þ.e. takmörkuð gögn.

4. Líkanaskekkja helgast af því að notað er ákveðið líkan þegar fleiri líkön gætu átt

við og ógjörningur er að segja um hvert þeirra sé það rétta. Mismunandi líkön gefa

yfirleitt mismunandi spár.

Fyrir utan líkana skekkjuna, sem sérstaklega er fjallað um íRichards & Currie (2009),

má segja að hinar spáskekkjurnar séu fólgnar í spám poisson Lee-Carter-líkansins.

1e. stochastic variation, micro risk
2e. parametric stability, macro risk
3e. parametric uncertenty
4e. model risk
5e. non-systematic risk
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Tafla 5.1:Árleg lækkun dánartíðni íslenskra karla 2007 skv. poisson Lee-Carter-líkani.

Lee-Carter Lee-Carter Hagstofan
síðustu 10 ár spá næstu 10 árspá næstu 10 ár

25 ára 4,9% 2,9% 0,75%
50 ára 3,7% 2,1% 2,25%
66 ára 2,1% 1,2% 2,25%

Tafla 5.2:Árleg lækkun dánartíðni íslenskra kvenna 2007 skv. poissonLee-Carter-líkani.

Lee-Carter Lee-Carter Hagstofan
síðustu 10 ár spá næstu 10 árspá næstu 10 ár

25 ára 3,9% 3,1% 0,5%
50 ára 2,3% 1,8% 2,0%
66 ára 1,5% 1,1% 2,0%

5.2 Dánartíðnispá

Í töflum (5.1) og (5.2) má sjá árlega lækkun dánartíðni karla og kvenna undanfarin ár

og spá um þróunina á komandi árum skv. poisson Lee-Carter-líkaninu. Þar sést að árleg

lækkun dánartíðni hefur verið meiri meðal yngri aldurshópanna og einnig meiri hjá körlum

en konum. Lækkunin hefur verið mest hjá 25 ára körlum þar sem hún hefur verið næstum

5% en minnst hjá 66 ára konum, eða um 1,5%. Þegar spár um dánartíðni íslenskra karla

og kvenna eru skoðaðar kemur fram að árleg lækkun dánartíðnier mismunandi meðal

aldurshópa eins og við var að búast. Spáin er í góðu samræmi við lækkunina undanfarin

ár en þó hægir á henni og heldur meira hjá körlum en konum. Þannig er árleg lækkun

dánartíðni meðal 25 ára karla 2,9% meðan samsvarandi lækkuner 3,1% hjá konum. Spá

um árlega lækkun dánartíðni hjá 50 ára körlum er nokkuð lægrieða 2,1% og 1,8% hjá

50 ára konum. Árleg lækkun er áætluð vera 1,2% hjá 66 ára körlum og 1,1% hjá 66 ára

konum.

Árleg lækkun dánartíðni skv. líkaninu er nokkuð ólík spá sembirt er í Hagstofa Íslands

(2007) en þar er að finna spá um árlega lækkun dánartíðni hérlendis til ársins 2050. Hjá

25 ára körlum er þar gert ráð fyrir árlegri lækkun dánartíðniupp á 0,75% næstu 10 árin

og 0,5% lækkun eftir það fram til ársins 2050. Hjá 50 og 66 ára körlum er árleg lækkun

áætluð vera 2,25% næstu 10 árin, 2,0% næstu 20 ár eftir það og svo 1,5% lækkun eftir

það fram til ársins 2050. Spá Hagstofunnar fyrir árlega lækkun dánartíðni hjá konum er

minni en hjá körlum. Hjá 25 ára konum er gert ráð fyrir árlegrilækkun dánartíðni upp á

0,5% alveg fram til ársins 2050. Hjá 50 og 66 ára konum er gert ráð fyrir árlegri lækkun

dánartíðni upp á 2,0% næstu 10 árin, 1,5% lækkun næstu 20 ár þar á eftir og að lokum

1,25% lækkun eftir það fram til ársins 2050.
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dánartíðni íslenskra karla, auk 68% og 90% eftirábila.

1950 2000 2050 2100

−
15

00
−

10
00

−
50

0
0

50
0

Lognormal líkan

κ̂(
t)

Ár

1950 2000 2050 2100

−
30

0
−

20
0

−
10

0
0

Poisson líkan

κ̂(
t)

Ár

Mynd 5.2: Bayesískt mat á kappa(κ̂(t)) og spá til næstu 100 ára með Lee-Carter-líkönum fyrir
dánartíðni íslenskra kvenna, auk 68% og 90% eftirábila.
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Mynd 5.3: Bayesísk spá fyrir aldursbundna dánartíðni(log(µ̂x(t))) íslenskra karla til næstu 25
ára með Lee-Carter-líkönum, auk 68% og 90% eftirábila.
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Mynd 5.4: Bayesíst spá fyrir aldursbundna dánartíðni(log(µ̂x(t))) íslenskra kvenna til næstu 25
ára með Lee-Carter-líkönum, auk 68% og 90% eftirábila.
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Mynd 5.5: Bayesísk spá fyrir aldursbundna dánartíðni(log(µ̂x(t))) íslenskra karla til næstu 50
ára með Lee-Carter-líkönum auk 68% og 90% eftirábila.
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Mynd 5.6:Bayesísk spá fyrir aldursbundna dánartíðni(log(µ̂x(t))) íslenskra kvenna til næstu 50
ára með Lee-Carter-líkönum auk 68% og 90% eftirábila.
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Hluti II

Langlífisáhætta
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Kafli 6

Inngangur

′′The quality, not the longevity, of one’s life is what is important." Martin Luther King, Jr.

Lífeyrisgreiðslur1 eru greiðslur til einstaklings sem hefjast við ákveðinn aldur og vara

til andláts hans. Greiðslurnar standa því yfir í óvissan tíma.

Með langlífisáhættu2 er við átt áhættu þeirra aðila sem bjóða lífeyrisgreiðslur því

greiðslurnar geta orðið kostnaðarmeiri en upphaflegar áætlanir gerðu ráð fyrir vegna þró-

unar ævilengdar. Þróun ævilengdar getur þannig haft áhrif ágreiðslugetu þeirra aðila

sem bjóða upp á lífeyrisgreiðslur. Áhættan er sérstaklega mikil fyrir greiðsluáætlanir sem

tryggðar eru ævilangt og getur minnsta breyting í ævilengd leitt til gjaldhæfisvandamála3

hjá aðilum sem bjóða upp á lífeyrisgreiðslur sem eru aðallega lífeyrissjóðir og líftrygg-

ingafélög.

Brouhns, Denuit & Vermunt (2002a) skoðar verðgildi lífeyrisgreiðslna miðað við bæði

fasta (óbreytta) og lækkandi (breytilega) dánartíðni skv.Lee-Carter-líkaninu og sýnir fram

á mikilvægi þess að spá dánartíðni í stað þess að nota nýjastamat á dánartíðni óbreytt.4

Niðurstaðan er sú að verðlagning miðuð við fasta dánartíðni, meðan dánartíðni fer lækk-

andi, leiðir í nánast 100% tilvika til greiðsluþurrðar, þ.e. neikvæðs greiðsluflæðis5. Einnig

sýnir rannsóknin ólíkar niðurstöður fyrir kynin og mikilvægi þess að hafa öryggisálag6 til

að minnka líkur á greiðsluþurrð.

Fleiri aðilar nota Lee-Carter-líkanið í svipuðum tilgangi. Þannig verðleggur Lefebvre

(2006) lífeyrisgreiðslur hollenskra karla m.v. lækkandi dánartíðni. Koissi (2006) skoðar

umbætur á finnska lífeyriskerfinu og Cossette, Delwarde, Denuit, Guillot & Étienne Marceau

(2007) meta kostnað lífeyriskerfis Quebec fylkis í Kanada á svipaðan hátt. Richards & Currie

(2009) meta svo líkanaáhættu við verðlagningu lífeyrisgreiðslna með notkun Lee-Carter-

líkansins.

1e. pension annuity, life annuity
2e. longevity risk
3e. solvency
4Með lækkandi dánartíðni er átt við dánartíðni sem spáð er ár fyrir ár og breytist því milli ára meðan

föst dánartíðni byggir á mati á dánartíðni fyrir síðasta ár sem dánarupplýsingar liggja fyrir um (2007) og er
svo notuð óbreytt eftir það

5e. cashflow
6e. safety loding
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Mynd 6.1:Þróun væntrar ævilengdar íslenskra karla og kvenna frá árinu 1838 til 2007. Myndin
sýnir vænta ævilengd yfir fimm ára tímabil nema síðasta tímabilið sem nær yfir þrjú ár.

Vænt ævilengd íslenskra karla og kvenna er hér metin á annan hátt en gert hefur verið

hérlendis áður. Notuð er poisson útgáfa Lee-Carter-líkansins, sbr. fyrri hluta verkefnis-

ins. Í framhaldi af því er langlífisáhættan metin með því að bera saman verðgildi lífeyris-

greiðslna íslenskra karla og kvenna, annars vegar með því aðmiða við fasta dánartíðni til

framtíðar og hins vegar spá um lækkandi dánartíðni með poisson Lee-Carter-líkaninu.

Eftir að hafa skoðað þróun ævilengdar á Íslandi undanfarna áratugi þá eru líftímadreif-

ingar skilgreindar og í framhaldi af því lýst þeim aðferðum sem notaðar eru við líftöfluút-

reikninga. Skilyrt ævilengd er reiknuð skv. poisson Lee-Carter-líkaninu og borin saman

við aðrar sambærilegar mælingar. Lífeyrisgreiðslur eru verðlagðar út frá annars vegar

fastri dánartíðni og hins vegar lækkandi dánartíðni en útreikningarnir eru forsenda þess að

hægt sé að meta langlífisáhættu. Þar sem lífeyrisgreiðslur eru greiðslur til einstaklings frá

ákveðnum aldri til andláts hans og vara því í óvissan tíma, erverðlagning þeirra óvissu

háð jafnvel þótt litið er hjá óvissu í vaxtarófi.

56



6.1 Þróun ævilengdar

Þegar vænt ævilengd Íslendinga við fæðingu er skoðuð sést aðævilengdin hefur aukist

verulega á síðustu öld og jafnvel lengur og hefur aukningin haldist nokkuð jöfn hjá báðum

kynjum. Fimm ára meðaltöl um vænta ævilengd við fæðingu frá árinu 1838 til 20077 má

sjá á mynd (6.1) en þar sést hvernig þróunin hefur verið yfir tímabilið.

Á fyrri helmingi þess var vænt ævilengd undir 60 árum og sveiflaðist hún eftir árferði

megnið af 19. öldinni og allt fram til um 1880. Þannig komu fyrir tímabil þar sem vænt

ævilengd var innan við 30 ár en eftir 1880 hefur verið nær stöðugur vöxtur í ævilengdinni.

Í upphafi síðustu aldar var vænt ævilengd nýfæddra íslenskradrengja 48,0 ár meðan

vænt ævilengd nýfæddra íslenskra stúlkna var 52,4 ár. Í lok aldarinnar var vænt ævilengd

orðin 76,8 ár fyrir drengi og 81,1 ár fyrir stúlkur og hafði á árinu 2007 aukist í 79,4 ár fyrir

drengi og 83,0 ár fyrir stúlkur sem bendir til þess að vænt ævilengd sé ennþá að aukast.

Þegar væntur viðbótarlífaldur við ákveðinn aldur (skilyrtur viðbótarlífaldur) er skoðað-

ur er niðurstaðan sú sama, væntur viðbótarlífaldur hefur einnig aukist. Þannig var væntur

viðbótarlífaldur 67 ára karlmanns 10,0 ár við upphaf síðustu aldar en við lok hennar var

hann orðinn 15,0 ár og árið 2007 hafði hann vaxið í 16,7 ár. Samsvarandi væntur viðbót-

arlífaldur fyrir konur er 12,0 ár, 17,9 ár og 19,1 ár.

Þegar borinn er saman mismunur á væntri ævilengd karla og kvenna þá hefur hann

verið sveiflukenndur allt fram til 1950 þegar hann var tæplega 4 ár konum í hag. Á næstu

25 árum jókst munurinn og náði mest 6 árum en á undanförnum árum hefur heldur dregið

saman með kynjunum og hefur mismunur á ævilengd kynjanna verið innan við 4 ár, síðustu

árin.

7Skv. Human Mortality Database (2008)
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Kafli 7

Líftímadreifingar

7.1 Líftímafallið

X(t) er tímaháð slembibreyta sem lýsir líftíma ogTX(t)(x) = X(t)−xer þá viðbótar lífaldur

einstaklings við aldurx. FX(t)(x) er dreififallX(t), þ.e.FX(t)(x) eru líkurnar á að nýfæddur

einstaklingur deyi áður en hann nær aldrix. FX(t)(x) er samfellt vaxandi fall meðFX(t)(0)=

0 ogFX(t)(ω) = 1 þar semω er hámarkslíftími1 einstaklings. Nánar

FX(t)(x) = P[X(t)≤ x] =

Z x

0
fX(t)(s)ds, fyrir x≥ 0. (7.1)

þar semfX(t)(x) er þéttifallX(t).

• Líftímafallið2, SX(t)(x) stendur fyrir líkur þess að nýfæddur einstaklingur muni ná

a.m.k. aldrix. Nánar

SX(t)(x) = 1−FX(t)(x) = P[X(t) > x] (7.2)

en því fylgir aðSX(t)(s) er ekki-vaxandi fall meðSX(t)(0) = 1 ogSX(t)(ω) = 0.

• Líkurnar á því að einstaklingur deyji á tímabilinu[x,x+u), u > 0 eru

P[x < X(t)≤ x+u] = FX(t)(x+u)−FX(t)(x) = SX(t)(x)−SX(t)(x+u). (7.3)

• Skilyrtar líkur þess að einstaklingur deyi á tímabilinu[x,x+u), u > 0 gefið að við-

komandi hafi náð aldrix eru

P[x < X(t)≤ x+u|X(t) > x] =
FX(t)(x+u)−FX(t)(x)

1−FX(t)(x)

=
SX(t)(x)−SX(t)(x+u)

SX(t)(x)
.

(7.4)

1e. ultimate
2e. survival function
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• Skilyrtar líkur þess að einstaklingur lifi a.m.k.u viðbótarár,upx(t), gefið að hann

hafi náð aldrix eru

upx(t) = P[TX(t)(x) > u] = P[X(t) > x+u|X(t) > x] =
SX(t)(x+u)

SX(t)(x)
. (7.5)

• Skilyrtar líkur þess að einstaklingur deyji innanu viðbótarára,uqx(t), gefið að hann

hafi náð aldrix eru

uqx(t) = 1− upx(t) = P[TX(t)(x) ≤ u] = (SX(t)(x)−SX(t)(x+u))/SX(t)(x). (7.6)

Með stærðinniuqx(t) er átt við aldursbundnar dánarlíkur fyrir tímabil að lengdu. Ef

u= 1 þá er1qx(t) skrifaðqx(t). Þannig stendurqx(t) fyrir líkindi þess að einstaklingur deyi

innan eins tímabils (árs) gefið að hann hafi náð aldrix. Þá fæst einnig skv. skilgreiningu

að

xp0(t) = SX(t)(x). (7.7)

Táknmálið ‘u|’ er notað um atburð sem frestað3 er umu ár. Þannig eru|vqx(t) líkur þess

að lifa a.m.k.u viðbótarár en deyja svo innanv ára, gefið að viðkomandi hafi náð aldrix,

u|vqx(t) = P[u < TX(t)(x) < u+v]

= P[x+u < X(t) < x+u+v|X(t) > x]

=
SX(t)(x+u)−SX(t)(x+u+v)

SX(t)(x)

=

[

SX(t)(x+u)

SX(t)(x)

][

SX(t)(x+u)−SX(t)(x+u+v)

SX(t)(x+u)

]

= upx(t) · vqx+u(t).

(7.8)

Ef Lx(t +x) stendur, eins og áður, fyrir fjölda einstaklinga á lífi á aldri x við tímat +x

út frá upphaflegum árgangi,L0(t) og uDx(t) er fjölda dauðsfalla á tímabilinux til x+u, þá

gildir að

uDx(t) = Lx(t)−Lx+u(t +u). (7.9)

Líftímafallið sem skilgreint var hér að framan er einnig hægt að skilgreina á eftirfarandi

hátt,

SX(t)(x) =
Lx(t +x)

L0(t)
(7.10)

3e. deferred
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sem samfellt og ekki vaxandi fall. Þá gildir aðSX(t)(x)−SX(t)(x+u) er hlutfall upphaflega

fjöldans sem deyr á tímabilinu[x,x+u) og

uqx(t) =
SX(t)(x)−SX(t)(x+u)

SX(t)(x)
=

Lx(t)−Lx+u(t +u)

Lx(t)
(7.11)

táknar hlutfall eftirlifandi einstaklinga við aldurx sem deyja fyrir aldurx+ u. Þá fæst

einnig að

upx(t) =
Lx+u(t +u)

Lx(t)
=

Lx+1(t +1)

Lx(t)
Lx+2(t +2)

Lx+1(t +1)
· · · Lx+u(t +u)

Lx+u−1(t +u−1)

= px(t)px+1(t +1) · · · px+u−1(t +u−1).

(7.12)

KX(t)(x) er strjál slembibreyta sem stendur fyrir væntan fjölda heilla lífára einstaklings.

Þar semKX(t)(x) er stæsta heiltalan íTX(t)(x) þá gildir fyrir k = 0,1, . . ., skv. (7.8) að

P[KX(t)(x) = k] = P[k≤ TX(t)(x) < k+1] = k|qx(t). (7.13)

DreifingarfallKX(t)(x) er þá

FKX(t)(x) = P[KX(t)(x) ≤ k] =
k

∑
i=0

i|qx(t) = k+1qx(t). (7.14)

Nú eru skilgreind tvö hugtök tengd væntum viðbótarlífaldrieinstaklings við aldurx,

þ.e.TX(t)(x) og KX(t)(t). Vænt gildi þessara stærða, þ.e. annars vegar
◦
ex(t) = E[TX(t)(x)],

sem nefnt er fullkominn væntur viðbótarlífaldur4 og hins vegarex(t) = E[KX(t)(x)], sem

nefnt er væntur viðbótarlífaldur5 og er sú stærð sem notuð er hér. Væntan viðbótarlífaldur

má þá skrifa þannig skv. (7.13)

ex(t) = ∑
k≥0

k · k|qx(t) = ∑
k≥0

k · kpx(t) ·qx+k(t) = ∑
k≥0

k+1px(t) = ∑
k≥1

kpx(t). (7.15)

Þetta má fá fram með því að nota aðkpx ·qx+k = kpx− k+1px og þátta með því summuna.

Ofangreinda formúlu má einnig fá fram með því að skrifaex(t) þannig

ex(t) = ∑
k≥1

P[X(t) > x+k|X(t) > x] = ∑
k≥1

kpx(t), (7.16)

og skv. (7.12)

ex(t) = ∑
k≥1

Lx+k(t +k)
Lx(t)

=
Lx+1(t +1)+Lx+2(t +2)+ . . .

Lx(t)
=

Tx(t)
Lx(t)

. (7.17)

4e. complete expectation of life
5e. curtate expectation of life

60



7.2 Áhættufallið

Áhætta á skyndilegum dauða við aldurx á tímat, eða dánartíðni eins og hún var skilgreind

í kafla 2, er þá hægt að skrifa

µx(t) =
Fx(∆x)−Fx(x)

1−Fx(x)
=

fx(t)∆x
Sx(t)

= hx(t)∆x (7.18)

þar semhx(t) = fx(t)/Sx(t) er áhættufallið6. Áhættufallið táknar þá áhættu að deyja við

aldurx gefið að viðkomandi einstaklingur hafi náð aldrix.

7.3 Líftöflur

Táknum með ˆµx(t) metna aldursbundna dánartíðni við aldurx og tímat út frá Lee-Carter-

líkaninu. Í lognormal-líkaninu gildir að log(µ̂x(t)) = α̂x+ β̂xκ̂t og í poisson-líkaninu gildir

að µ̂x(t) = exp(α̂x + β̂xκ̂t). Í báðum tilfellum gildir um, ˆµx(t) sem Lee-Carter-mat áµx(t)

að

µ̂x(t) = exp(α̂x+ β̂xκ̂t) (7.19)

þar semα̂, β̂ og κ̂ eru Lee-Carter-matið á fyrrgreindum vigrum. Ef ˆµx(t) er þekkt þá eru

eftirfarandi skref framkvæmd fyrir líftöflu útreikninga.

• Til þess að varpa aldursbundinni dánartíðni, ˆµx(t) fyrir x = 0,1,2,3, . . . ,xmax
7 yfir

í líkindi þess að deyja á aldrix á tímat (þ.e. á aldursbilinu[x,x+ 1) á tímabilinu

[t, t +1)), táknað meðqx(t), fæst

qx(t) ≡
µ̂x(t)

1+(1−ax)µ̂x(t)
. (7.20)

Hér táknarax meðalfjölda lífára innan aldursbilsins[x,x+ 1) fyrir fólk sem deyr á

tímabilinu enax = 0,5 fyrir alla aldurshópa nemax= 0 ogx= xmax. Fyrir ungabörn,

x = 0, gildir

a0 =

{

0,053+2,800µ̂0 fyrir stúlkur

0,045+2,684µ̂0 fyrir drengi
(7.21)

þar sem dánartíðni þeirra er mjög lág hérlendis, sjá nánar í Wilmoth et al. (2007) og

Hagstofa Íslands (2007). Fyrir elsta aldurshópinnxmax, þ.e. fyrir 100 ára og eldri er

axmax ≡ 1
mxmax(t)

og því erqxmax(t) = 1.

6e. survival function
7Hjá Human Mortality Database (2008) er elsti aldurshópurinn 109 ára ogxmax = 110+ stendur fyrir

alla eldri aldurshópa en í verkefninu er miðað við 99 ára sem elsta aldurshópinn bæði hjá körlum og konum
og 100+ stendur fyrir alla eldri aldurshópa

61



• px(t) er skilyrtar líkurnar á að lifa til aldursx+1 á tímat gefið að viðkomandi hafi

náð aldrix

px(t) = 1−qx(t), (7.22)

fyrir allar aldurshópax.

• Lx(t +x) stendur fyrir fjölda einstaklinga á lífi á aldrix við upphaf tímat +x út frá

upphaflegum árgangiL0(t). Eftirfarandi formúla gildir þá

Lx+1(t +x+1) = L0(t)
x

∏
i=0

pi(t + i) = Lx(t +x)px(t +x). (7.23)

• Fyrir alla aldurshópa nema þann elsta má skrifa fjölda dauðsfalla, Dx(t) á aldri x,

sem

Dx(t) = Lx(t)−Lx+1(t +1) = qx(t)Lx(t). (7.24)

Fyrir elsta aldurshópinn gildirDxmax = Lxmax.

• Mannár á aldursbilinu[x,x+1) er þá hægt að skrifa sem

Ex(t) = Lx(t)− (1−ax)Dx(t) (7.25)

fyrir alla aldurshópa nema þann elsta þar semExmax(t) = Lxmax(t)axmax.

• Að lokum fæst að eftirlifandi mannár við aldurx á árit eru

Tx(t) =
xxmax

∑
i=x

Ex(t). (7.26)

• Skilyrtur væntur viðbótarlífaldur við aldurx á tímat er þá

ex(t) =
Tx(t)
Lx(t)

. (7.27)

Með því að setjaL0(t) ≡ 1 þá erLx(t) óskilyrtar líkur þess að lifa til aldursx á tímat

og Dx(t) óskilyrtar líkur þess að deyja á aldrix á tímat. Með óskilyrtum líkum er átt við

líkindi við fæðingu.

7.4 Lífaldur

Í Hagstofa Íslands (2007) er gefinn upp meðalævilengd íslenskra karla og kvenna frá fæð-

ingu, í fimm ára meðaltölum, frá árinu 1971 til 2005 og spá til 2050. Þar kemur fram

að meðalævilengd karla fyrir árin 2006-2010 sé 79,9 ár og kvenna 83,2 ár. Út frá mati
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Tafla 7.1:Skilyrtur væntur viðbótarlífaldur íslenskra karla árið 2007 skv. bayesísku poisson Lee-
Carter-líkani.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2107
(2007) 2,5% hm. 50% hm. 97,5% hm.

Við fæðingu 79,3 82,3 85,3 96,5
25 ára 54,9 56,6 58,7 62,5
50 ára 30,8 31,3 32,5 33,9
66 ára 17,1 17,1 17,7 18,4

Tafla 7.2: Skilyrtur væntur viðbótarlífaldur íslenskra kvenna árið 2007 skv. bayesísku poisson
Lee-Carter-líkani.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2107
(2007) 2,5% hm. 50% hm. 97,5% hm.

Við fæðingu 83,1 87,6 89,9 94,2
25 ára 58,5 61,4 63,1 65,5
50 ára 34,1 35,3 36,4 37,7
66 ára 19,9 20,3 20,9 21,6

á dánartíðni fyrir árið 2007 með poisson Lee-Carter-líkaninu fæst mat á væntri ævilengd

karla, ex(t) skv. (7.27) uppá 79,3 ár. Samsvarandi mat fyrir vænta ævilengd kvenna er

83,1 ár. Skv. þessum tölum gefur líkanið sannfærandi mat á væntri ævilengd bæði karla

og kvenna. Matið á væntri ævilengd kvenna er 0,1 ári lægra en Hagstofunnar sem verður

að teljast lítill munur og þótt matið á ævilengd karla sé í lægri kantinum en þar munar 0,6

árum á poisson Lee-Carter-líkaninu og Hagstofunni þá er um sambærilegar niðurstöður að

ræða.

Þegar skilyrtur væntur viðbótarlífaldur karla er skoðaður(tafla 7.1) sést vel munurinn

á því hvort lögð er til grundvallar föst eða lækkandi dánartíðni. Ef niðurstöður poisson-

líkansins eru skoðaðar, kemur fram töluverður munur á skilyrtum væntum viðbótarlífaldri

og vex hann eftir því sem spátíminn er lengri. Við fæðingu er væntur lífaldur 6,0 ári lengri

þegar miðað er við lækkandi dánartíðni en styttist svo og er skilyrtur væntur viðbótarlíf-

aldur 3,8 árum lengri við 25 ára aldur, 1,7 ári lengri við 50 ára aldur og 0,6 ári lengri við

66 ára aldur.

Fyrir konur er meiri munur á skilyrtum væntum viðbótarlífaldri (tafla 7.2) eftir því

hvort notuð er föst eða lækkandi dánartíðni en hjá körlunum.Þannig fæst skv. poisson Lee-

Carter-líkaninu að vænt ævilengd íslenskra kvenna er 6,8 árum lengri við fæðinu þegar

miðað er við lækkandi dánartíðni. Skilyrtur væntur viðbótarlífaldur er 4,6 árum lengri við

25 ára aldur, 2,3 árum lengri við 50 ára aldur og 1,0 ári lengrivið 66 ára aldur en ef miðað

er við fasta dánartíðni eins og hún var metin fyrir árið 2007.

Eins og þessar niðurstöður sýna þá skiptir máli hvort föst eða lækkandi dánartíðni er

lögð til grundvallar skilyrtum væntum viðbótarlífaldri karla og kvenna. Þannig er skilyrtur

væntur viðbótarlífaldur við 25 ára aldur hjá körlum 7,1% lengri þegar miðað er við lækk-

andi dánartíðni skv. poisson Lee-Carter-líkaninu. Munurinn minnkar svo hlutfallslega eftir

því sem líður á ævina og er 3,6% lengri við 66 ára aldur. Skilyrtur væntur viðbótarlífaldur
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íslenskra kvenna er 7,9% lengri þegar miðað er við lækkandi dánartíðni við 25 ára aldur.

Við 66 ára aldur er samsvarandi munur 5,2%.
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Kafli 8

Lífeyrisgreiðslur

Þær tryggingastærðfræðilegu aðferðir sem notaðar eru við að meta skuldbindingar tengdar

ævilengd, byggja á forsendum um bæði aldursbundna dánartíðni og vaxtaróf. Vaxtarófið,

i, er yfirleitt fasti og er algengt hérlendis að nota 3,5% vextimeðan aldursbundin dánartíðni

er metin út frá lýðfræðigögnum.

Ef gengið er út frá því við aldurx, að lífeyrisgreiðslabt verði greidd eftirt ár, þá er

núvirði þeirra greiðslna miðað við skilyrtar lífslíkurkpx(t) og árlegan afvöxtunarþáttv

äx(t) = ∑
k≥0

k+1px(t)bkv
k+1, (8.1)

þar semv = 1/(1+ i).

Ef skoðaðar eru sambærilegar greiðslur og hér að framan, en þær hefjast ekki fyrr en

eftir m ár en í því tilfelli er t.d. verið að skoða væntar greiðslur til 25 ára einstaklings sem

hefjast við 67 ára aldur, þ.e. eftir 42 ár, þá er núvirði þeirra

m|äx(t) = ∑
k≥m

k+1px(t)bkv
k+1. (8.2)

Á jöfnum (8.1) og (8.2) sést að upplýsingar um dánartíðni erumikilvægar við að verð-

leggja lífeyrisgreiðslur eins og greiðsluraðirnar hér að framan eru nefndar.

Þegar verðlagning lífeyrisgreiðslna til íslenskra karla skv. jöfnum (8.1) og (8.2) er

skoðuð (tafla 8.1) sést munurinn á því hvort lögð er til grundvallar föst dánartíðni, eins og

hún var metin fyrir árið 2007, eða lækkandi dánartíðni skv. poisson Lee-Carter-líkaninu.

Munurinn vex hlutfallslega eftir því sem lengra er í greiðslurnar. Fyrir 25 ára einstakling

er verðið 0,68 einingum hærra þegar miðað er við lækkandi dánartíðni sem gerir hlutfalls-

legan mun 28,3%. Við 50 ára aldur er verðið 1,54 einingum hærra sem gerir hlutfallslegan

mun 26,3% og við 66 ára aldur er verðið 2,10 einingum hærra semgerir hlutfallslegan

mun 18,4%.

Fyrir konur eru niðurstöðurnar sambærilegar (tafla 8.2). Þannig fæst að verðgildið

er 0,74 einingum hærra við 25 ára aldur, 1,70 einingum hærra við 50 ára aldur og 2,55

einingum hærra við 66 ára aldur þegar miðað er við lækkandi dánartíðni. Hlutfallslega er
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Tafla 8.1:Verðlagning lífeyrisgreiðslna árið 2007 fyrir íslenska karla.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2107
(2007) 2,5% hm. 50% hm. 90% hm. 95% hm. 97,5% hm.

25 ára 2,41 2,78 3,09 3,26 3,31 3,35
50 ára 5,83 6,67 7,37 7,76 7,88 7,96
66 ára 11,37 12,51 13,47 14,02 14,18 14,31

Tafla 8.2:Verðlagning lífeyrisgreiðslna árið 2007 fyrir íslenskar konur.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2107
(2007) 2,5% hm. 50% hm. 90% hm. 95% hm. 97,5% hm.

25 ára 2,86 3,38 3,60 3,72 3,76 3,80
50 ára 6,86 8,06 8,56 8,84 8,94 9,02
66 ára 12,87 14,67 15,41 15,84 15,98 16,10

munurinn 26,0% við 25 ára aldur, 24,8% við 50 ára aldur og 19,8% við 66 ára aldur.

Eins og þessar niðurstöður sýna þá skiptir máli hvort föst eða lækkandi dánartíðni

er notuð við verðlagningu lífeyrisgreiðsla bæði karla og kvenna. Þannig er munurinn á

verðgildinu við bæði 25 og 50 ára aldur um og yfir 25% bæði hjá körlum og konum.

Munurinn er hlutfallslega minni þegar styttra er í greiðslurnar eða tæplega 20%.

Á mynd (8.1) sjást stöplarit af verðlagningu lífeyrisgreiðslna skv. jöfnum (8.1) og

(8.2) reiknaða út frá eftirádreifingu aldursbundinnar dánartíðni skv. poisson Lee-Carter-

líkaninu. Þar sést að í öllum tilfellum eru verðlagning með fastri dánartíðni (lóðrétta línan)

vel fyrir utan (neðan) dreifinguna sem fæst með eftirádreifingunni bæði hjá körlum og

konum.

8.1 Réttindatafla

Á grundvelli verðlagningarinnar er hægt að setja fram réttindatöflu fyrir bæði karla (tafla

8.3) og konur (tafla 8.4) sem byggir einungis á dánarlíkum eins og þær eru metnar með

poisson Lee-Carter-líkaninu.

Réttindin byggja á verðlagningu skv. töflum (8.1) og (8.2) ogeru reiknuð út frá mati

á annars vegar fastri og hins vegar lækkandi dánartíðni. Viðlækkandi dánartíðni er mið-

að við sanngjarna verðlagningu út frá 50% hlutfallsmarki ogeinnig út frá 90% og 95%

hlutfallsmarki en þá hefur verið innleitt öryggisálag til að minnka líkur á greiðsluþroti.

Eins og sést á töflunum þá er einnig munur á réttindum eftir kynjum en eins og komið

hefur fram þá er skilyrt vænt ævilengd íslenskra kvenna lengri en karla og það endurspegl-

ast í minni réttindaöflun þeirra.
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Tafla 8.3:Árleg lífeyrisréttindi íslenskra karla fyrir hvert 10.000kr. iðgjald árið 2007.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2082
(2007) 50% hm. 90% hm. 95% hm.

25 ára 4.155 3.239 3.068 3.023
50 ára 1.714 1.357 1.289 1.270
66 ára 879 743 713 705

Tafla 8.4:Árleg lífeyrisréttindi íslenskra kvenna fyrir hvert 10.000 kr. iðgjald árið 2007.

Föst dánartíðni Lækkandi dánartíðni 2008-2082
(2007) 50% hm. 90% hm. 95% hm.

25 ára 3.503 2.779 2.687 2.659
50 ára 1.458 1.168 1.131 1.119
66 ára 777 649 631 626

8.2 Gjaldhæfi

Þegar gjaldhæfi sjóðs þar sem verðbréfasafnið1 samanstendur af lífeyrisgreiðslum metnum

út frá réttindatöflu (8.3) fyrir karla og (8.4) fyrir konur erskoðuð, sést mikill munur á því

hvort réttindin eru byggð á mati á fastri eða lækkandi dánartíðni.

Í töflum (8.5) til (8.7) eru sýndar niðurstöður útreikninga álíkum á greiðsluþroti, aldri

við greiðsluþrot og fjölda vanefndra samninga þar sem í öllum tilfellum er gengið út frá

lækkandi dánartíðni en réttindi miðast við réttindatöflur (8.3) og (8.4) eins og áður var lýst.

• Líkur á greiðsluþroti reiknast sem hlutfall þeirra tilfella, af 10.000, þegar sjóðurinn

getur ekki að fullu staðið við skuldbindingar sínar og greiðsluþrot verður.

• Aldur við greiðsluþrot reiknast einvörðungu út frá þeim tilfellum þegar greiðsluþrot

verður og miðast þá við aldur greiðsluþega þegar sjóðurinn getur ekki að fullu staðið

við skuldbindingar sínar.

• Fjöldi vanefndra samninga reiknast einvörðungu út frá þeimtilfellum þegar greiðslu-

þrot verður og miðast þá við fjölda greiðsluþega sem ennþá eru á lífi þegar sjóðurinn

getur ekki að fullu staðið við skuldbindingar sínar.

Þegar réttindi miðast við fasta dánartíðni eru líkur á greiðsluþroti sjóðsins 100% fyrir

alla þrjá aldurshópana og bæði kyn. Miðaldur greiðsluþega við greiðsluþrot er 82 ár fyrir

karla þegar útreikningar miða við 25 og 50 ára aldur en tveimur árum síðar ef þeir eru

gerðir við 66 ára aldur. Samsvarandi aldur fyrir konur er í öllum tilfellum 2 árum síðar.

Miðgildi vanefndra samninga hjá körlum eru um 6.700 hjá yngri aldurshópunum og 6.400

við 66 ára aldur þannig að einungis er staðið við um 1/3 af samningunum. Vanefndir

samningar hjá konum eru hins vegar í öllum tilfellum rúmlega1.000 fleiri.

Ef réttindi miðast við dánartíðni út frá 50% hlutfallsmörkum lækkandi dánartíðni eru

líkurnar á greiðsluþroti 50% nema fyrir greiðslur við 50 áraaldur þar sem líkurnar eru

1e. portfolio
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hærri en búast mætti við. Miðaldur greiðsluþega við greiðsluþrot er um 8 til 9 árum hærri

hjá körlum en 10 til 11 árum hærri hjá konum en þegar réttindinmiðast við fasta dánar-

tíðni. Greiðsluþrotið snerta þannig rúmlega 50% færri karla en þegar miðað er við fasta

dánartíðni og um 60% færri konur.

Þegar innleitt er öryggisálag (90% eða 95%) þá minnka líkur ágreiðsluþroti sjóðsins

enn frekar. Miðaldur greiðsluþega við greiðsluþrot hækkarum 2 til 3 ár hjá körlum en um

1 til 2 ár hjá konum og því fylgir að vanefndum samningum fækkar meira hjá körlum en

konum eða um og yfir 30% (um 29% - 40%) meðan fækkunin hjá konum er í kringum

10% (um 7% - 13%).

Á myndum (8.2) og (8.2) sést niðurstaðan um gjaldhæfi sem töflur (8.5) til (8.7) byggja

á. Myndirnar byggja á mati á annars vegar fastri og hins vegarlækkandi dánartíðni skv.

poisson Lee-Carter-líkaninu fyrir hvort kyn fyrir sig. Á myndunum sést að það eru um

50% líkur á greiðsluþroti þegar réttindi eru byggð á lækkandi dánartíðni en það er eðlilegt

m.v. forsendur réttindaöflunnar sem byggir á sanngjarnri verðlagningu. Greiðsluþrot þegar

réttindi eru byggð á fastri dánartíðni, meðan hún fer lækkandi, er í öllum tilfellum nánast

100% eins og sést á myndunum.
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Tafla 8.5:Gjaldhæfi lífeyrissjóðs fyrir hvert 10.000 kr. iðgjald við 25 ára aldur árið 2007.

Karlar
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 4.155 100,0% 81 82 7.704 6.717

Lækkandi (50%) 3.239 50,1% 88 91 5.574 3.240
Lækkandi (90%) 3.068 10,0% 90 93 4.855 2.297
Lækkandi (95%) 3.023 5,0% 91 93 4.693 2.156

Konur
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 3.503 100,0% 84 84 8.335 7.825

Lækkandi (50%) 2.779 49,8% 92 95 5.322 3.071
Lækkandi (90%) 2.687 10,0% 93 96 5.059 2.800
Lækkandi (95%) 2.659 5,1% 94 97 5.093 2.848

Tafla 8.6:Gjaldhæfi lífeyrissjóðs fyrir hvert 10.000 kr. iðgjald við 50 ára aldur árið 2007.

Karlar
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 1.714 100,0% 81 82 7.757 6.771

Lækkandi (50%) 1.357 59,8% 88 91 5.587 3.284
Lækkandi (90%) 1.289 14,5% 90 93 4.795 2.253
Lækkandi (95%) 1.270 7,0% 91 93 4.626 2.060

Konur
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 1.458 100,0% 84 84 8.353 7.880

Lækkandi (50%) 1.168 61,3% 92 95 5.297 3.155
Lækkandi (90%) 1.131 14,7% 93 96 5.051 2.731
Lækkandi (95%) 1.119 7,2% 94 97 5.043 2.769

Tafla 8.7:Gjaldhæfi lífeyrissjóðs fyrir hvert 10.000 kr. iðgjald við 66 ára aldur árið 2007.

Karlar
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 879 100,0% 83 84 7.439 6.433

Lækkandi (50%) 743 50,9% 89 92 5.411 2.979
Lækkandi (90%) 713 9,9% 91 94 4.538 2.023
Lækkandi (95%) 705 4,9% 91 94 4.525 1.784

Konur
Dánartíðni Lífeyris Líkur á Aldur við greiðsluþrot Vanefndir samningar

greiðsla greiðsluþroti 5% hm. 50% hm. 95% hm. 50% hm.
Föst 777 100,0% 85 86 8.407 7.621

Lækkandi (50%) 649 50,6% 93 96 5.200 2.936
Lækkandi (90%) 631 9,5% 94 97 4.875 2.685
Lækkandi (95%) 626 5,1% 94 97 4.784 2.626
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Mynd 8.1: Verðgildi lífeyrisgreiðslna íslenskra karla (vinstra megin) og kvenna (hægra megin)
árið 2007 miðað við lækkandi dánartíðni skv. bayesísku poisson Lee-Carter-líkani. Lóðrétta línan
sýnir verðgildi m.v. fasta dánartíðni skv. sama líkani.
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Mynd 8.2: Gjaldhæfi skv. réttindatöflu fyrir karla, m.v. lækkandi dánartíðni (vinsta megin) en
fasta dánartíðni (hægra megin).
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Mynd 8.3: Gjaldhæfi skv. réttindatöflu fyrir konur, m.v. lækkandi dánartíðni (vinsta megin) en
fasta dánartíðni (hægra megin).

72



Kafli 9

Niðurstöður

′′You may never know what results come of your action, but if youdo nothing there will be

no result"Mahatma Gandhi.

Tilgangur þessa verkefnis var tvíþættur. Í fyrsta lagi að þróa líkan sem lýsir dánartíðni

íslenskra karla og kvenna og hins vegar að meta langlífisáhættu með því að bera saman nið-

urstöður á verðlagningu lífeyrisréttinda. Þetta var gert með því að miða verðlagninguna

annars vegar við fasta dánartíðni og hins vegar við lækkandidánartíðni. Föst dánartíðni

byggir á mati á dánartíðni skv. nýjustu lýðfræðigögnum sem voru, þegar verkefnið var

unnið, fyrir árið 2007. Lækkandi dánartíðni byggir hins vegar á spá um framtíðar dánar-

tíðni sem hefur farið lækkandi alla síðastliðna öld og það sem af er þessari og markar það

spána sem gerir ráð fyrir áframhaldandi lækkandi dánartíðni næstu öldina.

Bayesíska poisson Lee-Carter-líkanið sem sett var fram nærað lýsa dánartíðni ís-

lenskra karla og kvenna á sannfærandi hátt. Þannig er útreikningur á væntri ævilengd

við fæðingu skv. líkaninu mjög nálægt mati Hagstofunnar á meðalævilengd við fæðingu

sem styður notkun þess.

Þegar munur á skilyrtri ævilengd miðað við annars vegar fasta og hins vegar lækkandi

dánartíðni sem er af stærðargráðunni 5% og allt upp í 8%, er skoðaður verður hann að

teljast nokkuð mikill og meiri en svo að litið verði framhjá honum.

Fyrrgreindur munur á skilyrtri ævilengd skilar sér í enn meiri mun þegar verðlagning

lífeyrisiðgjalda er skoðuð. Munurinn á verðlagningu er fráum 18% og upp í um 28%

hærri þegar miðað er við lækkandi dánartíðni og er því meiri eftir því sem lengra er í

greiðslurnar, þ.e. því yngri sem einstaklingarnir eru þegar verðlagningin er gerð. Fyrir

líftryggingarfélag sem reiknaði með fastri dánartíðni, meðan hún væri í raun lækkandi skv.

líkaninu, væri um ofmat á iðgjaldi að ræða. Fyrir lífeyrissjóð sem reiknaði réttindi skv.

sömu forsendu væri um ofmat á réttindum að ræða sem þýddi óhjákvæmilega leiðréttingu

á réttindum, til lækkunar, síðar meir m.v. óbreytta ávöxtunsjóðsins.

Niðurstöður sem byggja á fastri dánartíðni, þegar hún fer í raun lækkandi eins og ver-

ið hefur alla síðustu öld og fram til dagsins í dag, hljóta stöðugt að ofmeta réttindi sem

leiðréttingar ná aldrei fullkomlega að laga jafnvel þótt niðurstöðurnar séu í stöðugri end-

urskoðun.
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Að miða við fasta dánartíðni þegar hún er fer í raun lækkandi kemur einnig misjafnt

niður á kynjunum. Þannig virðist það koma verr niður á réttindöflun kvenna að miða við

fasta dánartíðni þegar hún er í raun lækkandi en hjá körlum sem lýsir sér m.a. í fleiri

vanefndum samningum hjá konum en körlum. Hins vegar virðistþað skipta meira máli að

innleiða öryggisálag, við mat á réttindum, hjá körlum en konum.
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