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1 Inngangur

Snemma á síðustu öld setti Albert Einstein fram almennu afstæðiskenninguna.
Sú kenning lýsir þyngdarfræði þar sem Newtonsk þyngdarfræði hættir að
virka og hefur verið sannreynd margoft með tilraunum síðan þá. Á svipuðum
tíma á þeirri öld var einnig sett fram ný eðlisfræðikenning sem lýsir smæstu
einingum heimsins. Þessi kenning er skammtafræði og lýsir hún því smáa í
heiminum. Í skammtafræði er ekkert vitað fyrir víst og hún gerir mönnum
einungis kleift að reikna líkur á að eitthvað gerist. Eðlisfræðingar voru upp til
hópa á móti kenningunni og sem dæmi má nefna að Einstein sjálfur gagnrýndi
hana hart og fannst að ekki ætti að þurfa að lýsa heiminum með líkum.

Sagan hefur þó sýnt að skammtafræði virðist vera rétt lýsing á heiminum
á smáum skölum. Nú þarf kenningu sem lýsir bæði hinu smáa og stóra. Hún
þarf að lýsa heimi sem samsvarar lýsingu skammtafræði á smáum skölum.
Eðlisfræðingar hafa síðan þá skoðað hvaða viðbætur eða breytingar hægt væri
að gera við kenningarnar án þess þó að brjóta gegn þeim mælingum sem
staðfesta þær.

Flestar af þeim breytingum við almennu afstæðiskenninguna sem lagðar
hafa verið fram hafa einbeitt sér að átaki (e. action) kenningarinnar (stærð sem
heilduð er yfir feril í tímarúminu) og þeim hreyfijöfnum sem hnikalögmálið
gefur þegar því er beitt á þetta átak. Fólk hefur sérstaklega einbeitt sér að
skammtafræði viðbótum, því ef skammtafræði lýsir einnig þyngdarkraftinum
ættu leiðréttingar vegna skammtaáhrifa að koma fram sem lítil breyting á
átakinu. Í þessari ritgerð ætla ég að skoða eina svona tillögu að kenningu.
Þessi kenning á uppruna sinn að rekja til skammtafræði en var sett fram sem
þyngdarfræðikenning. Flestar af þeim kenningum sem lagðar eru fram byggja
annað hvort á þyngdarfræði eða skammtafræði en gera svo breytingar eða
beita brögðum til þess að fá lýsingu á því sem vantar.

Nýlega hafa rannsóknir á mögulegum leiðréttingum við þyngdarfræði
Einstein fengið mikla athygli vegna kenningar sem Horava[1] setti fram.
KenningHorava er skammtafræðileg og brýtur Lorentz samhverfu fyrir stuttar
vegalengdir, hinsvegar leiðréttir kenningin fyrir það á stærri skölum eins og
rætt verður hér fyrir neðan. Í þessu verkefni ætla ég að skoða hvaða áhrif þessi
kenning Horava hefur á heimsfræði líkön almennu afstæðiskenningarinnar.

Almenna afstæðiskenningin segir okkur að þyngdaraflið stafi af rúmfræði
tímarúmsins. Efni og orka sveigja tímarúmið sem í staðin sveigir brautir hluta
á ferð um tímarúmið sem við túlkum svo sem áhrif þyngdarafls. Af þessu leiðir
lögmál um almenna samdreifni (e. principle of general covariance) sem segir
að lögmál eðlisfræðinnar ættu að vera þau sömu í öllum viðmiðunarkerfum,
ekki bara tregðukerfum. Sú lausn sviðsjafna Einsteins sem ég mun skoða
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er svokölluð Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) lausn. Hún lýsir
einfaldlega samanhangandi og einsleitum heimi semþenst út eða dregst saman
einsátta.

Það eru engin lögmál sem segja til um nákvæmt form átaksins nema að það
breytist ekki við vörpun úr einu hnitakerfi í annað. Sem átak notaði Einstein
heildið yfir R, skalar mælieiningu á sveigju tímarúmsins, þar sem að það átak
skilar Newtonskri þyngdarfræði fyrir litla sveigju og lítinn hraða. Hinsvegar
er hægt að bæta við litlum meðbreytnum (e. covariant) leiðréttingum, t.d.
einhver veldi af R. Strengjafræði, eina skammtafræðikenningin sem inniheldur
þyngdarfræði, fer þessa leið.

Hugmynd Horava spratt úr dæmi sem Lifshitz[2] setti fram. Í dæminu
skýtur Lorentz samhverfan upp kollinum fyrir tilviljun í einfaldri skalar
kenningu án Lorentz samhverfu. Kenning Lifshitz hefur hina hefðbundnu
Galileo samhverfu semNewtonsk hreyfifræði hefur. Skammtafræðileiðrétting-
ar þessarar kenningar sem stækka þegar skali kenningarinnar stækkar, kynna
til sögunnar Lorentz samhverfrar kenningar á skölum sem eru mun stærri en
kenningin var upphaflega skilgreind fyrir. Lifshitz var upphaflega að rannsaka
svokallaða kritíska punkta í þéttefniskerfum.

Í kenningu Horava er sama hugmyndafræði notuð á þyngdarfræði. Kenn-
ingin er skilgreind á stuttum skölum og hefur Galileo óbreytni í bæði tíma
og rúmi. Eins og í kenningu Lifshitz gefa skammtafræðilegar leiðréttingar
kenningu sem er óbreytin undir almennum hnitabreytingum á stórum skölum,
sem sagt Lorentz samhverf kenning á stórum skölum. Það sem gerir kenningu
Horava áhugaverða er það að jafnvel einföldustu tilraunir til þess að skammta
kenninguna skapar ekki þær óendanlegu niðurstöður (e. infinities) sem koma
fram í almennu afstæðiskenningunni. Þannig að það sem var eðlisfræðilögmál
fyrir Einstein skýtur einfaldlega upp kollinum í kenningu Horava fyrir tilvilj-
un. Munurinn er þó sá að í kenningu Horava er mun auðveldara að kynna til
sögunnar skammtafræði.

Ef kenning Horava er rétt mun hún gefa átak almennu afstæðiskenning-
arinnar á stórum skölum og leiðréttingarliði sem taka yfir á stuttum skölum
og brjóta almenna meðbreytni (e. general covariance). Þetta segir þó ekkert
um hvernig liðurinn er, bara að hann sé til. Því gætu verið til margir svona
þættir eða að minnsta kosti koma margir þættir til greina. Horava lagði þó til
svokallað nákvæmt jafnvægis átak (e. detailed balance action) sem gefur til
kynna hvernig leiðréttingin er.
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2 Fræði

2.1 Kynning

Bæði sígildi FLRW heimurinn og Horava heimsfræðin skila jöfnum sem hafa
form sem flestir sem hafa lært einhverja eðlisfræði ættu að kannast við,

1
2

mẋ2
+ V(x) = E (2.1.1)

þar sem fyrri liðurinn er hreyfiorka og V(x) er stöðuorka.

2.2 Sígilda tilvikið

Ef við gerum ráð fyrir því að heimurinn sé einsleitur og einsátta þá verður
metrun FLRW alheimsins

ds2
= dt2 − a2(t)

(

dr2

1− kr2
+ r2

(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

)

(2.2.1)

þar sem k er sveigja rúmsins og tekur gildin k = 0, ± 1.
Til þess að finna a(t), sem er útþennsluþáttur alheimsins notum við sviðs-

jöfnur Einsteins

Rµν −
1
2

Rgµν = κ2Tµν + Λgµν (2.2.2)

þar sem κ2 = 8πG/c4, Λ er heimsfasti, gµν er metrunar þinurinn og Tµν er orku-
skriðþunga þinur efnis í alheiminum. Fyrir fullkominn vökva er

Tµν = (ρ + p) uµuν − pgµν (2.2.3)

þar sem uµ = δtµ er fjór-hraði vökvans.
Hægt er að sýna[3] að sviðsjöfnur Einstein (2.2.2) fyrir FLRWmetrun (2.2.1)

og orku-skriðþunga þininn (2.2.3) hafi aðeins tvo óháða liði, sem er hægt að
skrifa sem

H2
=

8πG
3
ρ +

1
3
Λ −

k
a2
, (2.2.4)

ä
a
= −

4πG
3

(ρ + 3p) +
1
3
Λ (2.2.5)

þar sem H = ȧ/a og ȧ = da/d(H0t). Hér er gert ráð fyrir að hraði ljóss, c, sé jafn
einum. Þetta eru hinar svokölluðu Friedmann jöfnur sem voru fyrst leiddar út
af Alexander Friedmann árið 1922 eins og gert var hér fyrir ofan.
Ef við skoðum nú jöfnuna ∇µTµν = 0, fæst

ρ̇ + 3H (ρ + p) = 0 (2.2.6)

Hægt er að leiða þessa jöfnu út frá Friedmann jöfnunum svo að við höfum tvær
jöfnur en þrjár breytistærðir, a, ρ og p. Kynnum nú til sögunnar ástandsjöfnu
efnisins

p = wρ (2.2.7)
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þar sem w er fasti sem gefur til kynna eiginlega hreyfifræði efnisins sem um er
að ræða. Með því að stinga nú jöfnu (2.2.7) inn í (2.2.6) og heilda einu sinni fæst

ρ = ρ0

(a0

a

)3(1+w)
(2.2.8)

þar sem a0 og ρ0 eru heildunarfastar. Setjum a0 = 1 og ρ0 > 0. Nú fæst að jöfnu
(2.2.4) er hægt að skrifa á formi jöfnu (2.1.1), eða

1
2

ȧ2
+ V(a) = 0 (2.2.9)

þar sem

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a1+3w
+ Ωk + ΩΛa2

)

(2.2.10)

með m = 1 og E = 0 úr jöfnu (2.1.1). Hér er Ωi þéttustiki hvers þáttar heimsins,

Ωi =
ρi

ρc

2.3 Horava-Lifshitz tilvikið

Horava notfærði sér ADMmetrun

ds2
= −N2dt2 + gi j

(

dxi
+ N idt

) (

dx j
+ N jdt

)

, N i
= gi jN

j (2.3.1)

sem gefur sviðsjöfnur[4] fyrir kenninguna. Ef notuð er FLRW metrun og gert
ráð fyrir fullkomnum vökva eins og í sígildu fræðunum fást einfaldari útgáfur
af þessum sviðsjöfnum

3α(3λ − 1)H2
= ρ − σ −

6kξ
a2
−

12k2(ζ + 2η)
a4

, (2.3.2)

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0 (2.3.3)

þar sem α = 2/κ2 er kúplunarfasti fyrir Horava fræðina og κ = 8πG/c4 er
kúplunar fasti Einstein. Með því að setja x0

= ct einfaldast þessar jöfnur og
verða á forminu

H2
+

k
2
=

8πG
3c4
ρt (2.3.4)

ρ̇i + 3H(ρi + pi) = 0 (2.3.5)

þar sem ρi = (ρ, ρΛ,ρk,ρdr) og

ρt =

∑

i

ρi, pt =

∑

i

pi

Sjáum að þessar jöfnur eru á sama formi og jöfnurnar í sígildu fræðunum.
Notum ástandsjöfnu frá jöfnu (2.2.7), heildum eins og áður og fáum jöfnu

(2.2.8) með sömu a0 og ρ0 og áður. Þá er hægt að skrifa jöfnur (2.3.4) og (2.3.5)
á forminu

1
2

ȧ2
+ V(a) = 0 (2.3.6)
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þar sem ȧ er skilgreint eins og áður. Og

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a1+3w
+ Ωk + ΩΛa2

+
Ωdr

a2

)

(2.3.7)

þar sem m = 1 og E = 0 úr jöfnu (2.1.1) eins og fyrir sígilda tilvikið.
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2.4 Samanburður á heimsföstum

Í klassísku fræðunum eru heimsfastarnir þrír, ΩM , Ωk og ΩΛ. Þeir eru háðir
eftirfarandi stærðum

ΩM ∼ ρ, Ωk ∼ k, ΩΛ ∼ Λ

þar sem ρ er þéttleiki, k er sveigjustuðull og Λ er heimsfasti Einstein.
Í fræðum Horava koma þessir þrír fastar aftur fyrir en þeir koma þó fram á

annan hátt. Þar tengjast þeir kúplunarföstum fræðinnar á bakvið jöfnurHorava
en við viss skilyrði er hægt að fá út sömu jöfnur og í þeim klassísku.
Horava fræðin hefur einning auka fasta, Ωdr, sem er vegna ,,dökkrar

geislunar“ (e. dark radiation). Ωdr er í réttu hlutfalli við k2/Λ sem fæst með
því að setja sömu skilyrði og voru sett á hina þéttnisstikana. Sjáum því að í
flötum heimi (k = 0) verður mættið nákvæmlega það sama og fyrir klassísku
fræðin og því verður það tilvik ekki skoðað.
Oft er stærðin

Ω = ΩM + ΩΛ

skilgreind og út frá því verður

Ωk = 1−Ω

Hinsvegar verður Ωk haft með í jöfnunum í þessari ritgerð þar sem viss gildi á
Ωk hafa sterk áhrif á hreyfingu heimsins.
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3 Samanburður á jöfnum

Hér mun ég einbeita mér að því að skoða mættin. Á sama hátt væri hægt að
skoða þéttleikann eða a og ȧ á milli tilvika.

Vegna jöfnu (2.2.9) og (2.3.6) sjáum við að til að fá einhverja hreyfingu í
heiminn okkar þarf V(a) að vera neikvætt, jákvæð gildi á V(a) hafa því enga
merkingu en verða þó teiknuð þegar mættið verður teiknað. Áhugaverður
eiginleiki þessara grafa er því að ef stöðuorkan er spegluð um a-ás fæst
hreyfiorkan, því það er hægt að líta á þessi gröf sem tvöföld.

Vegna þessa eru viss gildi af a áhugaverð, sérstaklega þau þar sem mættið
sker a-ásinn. Öðru hvoru megin við þann skurðpunkt er hreyfiorkan frábrugð-
in núlli og því getur alheimurinn þanist út eða dregist saman. Sum gildi sem
jöfnurnar skila eru þó óeðlisfræðilegar og þeim verður sleppt.

Einungis ΩΛ > 0 verður skoðað þar sem að nýjustu niðurstöður mælinga
benda til þess að heimurinn sé að þenjast út (og það hraðar og hraðar) og því er
þetta það tilvik sem er líklegast til að lýsa okkar heimi. Önnur gildi á ΩΛ gefa
vissulega áhugaverðar lausnir, t.d. er svokallaður skoppu-heimur (e. bouncing
universe) einungis mögulegur ef ΩΛ < 0. Þrátt fyrir það verða aðeins jákvæð
gildi skoðuð hér.

Þegar hvert tilvik verður skoðað verða mismunandi aðferðir notaðar sem
fara eftir því hvernig mættin hegða sér og hvaða form afleiðurnar taka. Í
flestum tilfellum verður leitað að útgildispunktum og rótum því að þar tekur
hreyfingin mestum breytingum.

Allar hreyfingar sem verða ræddar hér gætu gengið afturábak, t.d. gætu
einhverjar lausnir verið túlkaðar þannig að heimurinn byrjar við óendanlega
stærð en dregst svo saman og endar annað hvort í a = 0 eða ,,skoppar“ af
mættinu og þenst aftur út. Þessar lausnir verða ekki sérstaklega ræddar hér
þar sem að tilgangur þessarar ritgerðar er að bera saman lausnirnar en ekki
hin mismunandi tilvik sem koma úr lausnunum.

3.1 Sígilda tilvikið

Hér er mættið gefið með jöfnu (2.2.10).

3.1.1 w = −2/3

Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

ΩMa + Ωk + ΩΛa2
)

og afleiðurnar eru

V ′(a) = −
1
2

(2aΩΛ + ΩM)

V ′′(a) = −ΩΛ

7



Hér hefur mættið hágildi í amax = −
ΩM
2ΩΛ
. Sjáum að hágildið er alltaf neikvætt og

því skoðum við punktinn a = 0,

V(0) = −
1
2
Ωk

Ef Ωk > 0 er mættið alltaf neikvætt og heimurinn byrjar þá úr engu með
endanlega hreyfiorku, það er 0 < ȧ < ∞, og þenst svo út.
Ef Ωk < 0 tekur mættið gildið 1

2 |Ωk | í a = 0. Tvær rætur fást fyrir mættið,

a± =

−ΩM ±

√

Ω
2
M − 4ΩΛΩk

2ΩΛ

Skoðum aðeins jákvæðu rótina, a+. Því verður V(amax) > 0 og heimurinn byrjar
við stærðina a+ með enga hreyfiorku og þenst út í óendanleikann.
Á mynd 1 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.

3.1.2 w = 0

Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a
+ Ωk + ΩΛa2

)

og afleiðurnar eru

V ′(a) = −
1
2

(

−
ΩM

a2
+ 2aΩΛ

)

V ′′(a) = −
1
2

(

2
ΩM

a3
+ 2aΩΛ

)

Sjáum að mættið hefur hágildi í

amax =

(

ΩM

2ΩΛ

)1/3

þar sem

V(amax) = −
1
2

(

3
41/3
Ω

2/3
M Ω

1/3
Λ
+ Ωk

)

Ef að Ωk < 0 koma upp þrjú tilvik, setjum Ωc
k =

3
41/3Ω

2/3
M Ω

1/3
Λ
sem kritískt gildi á

Ωk,

|Ωk| < Ω
c
k Hér er mættið alltaf neikvætt. Heimurinn byrjar í a = 0 með

óendanlega hreyfiorku og þenst út en útþenslan hægir á sér fyrir a < amax.
Eftir það byrjar hann að þenjast út hraðar og hraðar.

|Ωk| = Ω
c
k Hér er mættið alltaf neikvætt nema í punktinum amax. Heimurinn

byrjar því í a = 0 með óendanlega hreyfiorku og þenst svo út en hægir á sér
alveg að amax. Þegar hann nær loksins amax stoppar hann þar en er í óstöðugu
ástandi þar sem að smá truflun í hvora átt myndi setja hann af stað í útþennslu
eða samandrátt.
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|Ωk| > Ω
c
k Hér hefur mættið tvær rætur, a±, þar sem a+ > a−. Tvö tilvik koma

til greina hér. Heimurinn byrjar í a = 0með óendanlega hreyfiorku og þenst út
að a− þar sem hann skoppar til baka. Í seinna tilvikinu byrjar heimurinn í a+
með enga hreyfiorku og tekur svo af stað og þenst út í óendanleikann.

Ef Ωk > 0 er mættið alltaf neikvætt og það tilvik var rætt hér fyrir ofan.
Á mynd 2 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.

3.1.3 w = 1/3

Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a2
+ Ωk + ΩΛa2

)

og afleiðurnar

V ′(a) = −
1
2

(

−2
ΩM

a3
+ 2aΩΛ

)

V ′′(a) = −
1
2

(

6
ΩM

a4
+ 2aΩΛ

)

Sjáum að mættið hefur hágildi í

amax =

(

ΩM

ΩΛ

)1/4

þar sem

V(amax) = −
1
2

(

2Ω1/2
M Ω

1/2
Λ
+ Ωk

)

Ef að Ωk < 0 koma upp þrjú tilvik, setjum Ωc
k = 2Ω1/2

M Ω
1/2
Λ
sem kritískt gildi á

Ωk,

|Ωk| < Ω
c
k Hér er mættið alltaf neikvætt. Heimurinn byrjar í a = 0 með

óendanlega hreyfiorku og þenst út en útþenslan hægir á sér fyrir a < amax, en
eftir byrjar hann að þenjast út hraðar og hraðar.

|Ωk| > Ω
c
k Hér hefur mættið tvær rætur, a±, þar sem

a2
± =

−Ωk ±

√

Ω
2
k − 4ΩMΩΛ

2ΩΛ

og a+ > a−. Tvö tilvik koma til greina hér. Í fyrra tilvikinu byrjar heimurinn í
a = 0með óendanlega hreyfiorku og þenst út að a− þar sem skoppar af mættinu
og snýr við. Í seinna tilvikinu byrjar heimurinn í a+ með enga hreyfiorku og
tekur svo af stað og þenst út í óendanleikann.
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a

0

V

1

2

�
k

−1
1

|�k |

a+

w=−2
3 �k <0�k >0

Mynd 1: Sígilda mættið fyrir w = −2/3.

a

0

V

a+a−
amax

w=0

|�k |<�ck
|�k |=�ck
|�k |>�ck

Mynd 2: Sígilda mættið fyrir w = 0.
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|Ωk| = Ω
c
k Hér er mættið alltaf neikvætt nema í punktinum amax. Heimur-

inn byrjar því í a = 0með óendanlega hreyfiorku og þenst svo út en hægir á sér
alveg að amax. Þegar hann nær loksins amax stoppar hann þar en er í óstöðugu
ástandi þar sem að smá truflun í hvora átt myndi setja hann á stað í útþennslu
eða samandrátt.

Ef Ωk > 0 er mættið alltaf neikvætt og það tilvik var rætt hér fyrir ofan.
Á mynd 3 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.
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3.2 Horava-Lifshitz tilvikið

Hér er mættið gefið með jöfnu (2.3.7).

3.2.1 w = −2/3

Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

ΩMa + Ωk + ΩΛa2
+
Ωdr

a2

)

og afleiðurnar

V ′(a) = −
1
2

(

ΩM + 2aΩΛ − 2
Ωdr

a3

)

V ′′(a) = −
1
2

(

2ΩΛ + 6
Ωdr

a4

)

Skoðum nú formerkið á Ωdr.

Ωdr > 0 Nú fæst að önnur afleiða fallsins er alltaf jákvæð og því hefur fallið
hágildi, Vmax. Ef við skoðum V(a) = V ′(a) = 0 fást tvær jöfnur

Ωk = −
1
a2

(

Ωdr + a2 (ΩM + aΩΛ)
)

(3.2.1)

ΩΛ =
1
a4

(

Ωdr −
1
2
ΩMa3

)

(3.2.2)

sem hafa greinilega bara lausn þegar Ωk < 0. Ef við skilgreinum Ωc
Λ
sem lausn

á jöfnum (3.2.2) og (3.2.2) fást þrjú tilvik:

ΩΛ > Ω
c
Λ
Hér er mættið alltaf neikvætt og heimurinn byrjar því í núlli

óendanlega hreyfiorku og þenst svo út. Hann hægir á sér þegar hann nálgast
amax en svo tekur við jákvæð hröðun á ný. Þetta tilvik lýsir líka því þegarΩk > 0
því þá er mættið alltaf neikvætt, en hágildið er þó lægra.

ΩΛ = Ω
c
Λ
Hér er mættið alltaf neikvætt nema í amax. Því verður hreyfingin

þannig að heimurinn byrjar annað hvort í núlli með óendanlega hreyfiorku og
stefnir alltaf hægar og hægar á stærðina amax en nær henni þó aldrei.

ΩΛ < Ω
c
Λ
Hér hefur mættið tvo skurðpunkta við a-ás. Hér byrjar þá

hreyfingin við a = 0með óendanlega hreyfiorku og þenst út að a− og skoppar
til baka eða byrjar í a+ með enga hreyfiorku og þenst út að eilífu.

Ωdr < 0 Sjáum aðmættið stefnir á∞ þegar a stefnir á 0og á −∞ þegar a stefnir
á ∞. Því hefur mættið alltaf skurðpunkt við a-ás. Heimurinn byrjar því við
vissa stærð am með enga hreyfiorku og þenst svo út að eilífu.
Á mynd 4 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.
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a

0

V

a+a−
amax

w=
1

3

|�k |<�ck
|�k |=�ck
|�k |>�ck

Mynd 3: Sígilda mættið fyrir w = 1/3.

a

0

V

amax

a− a+ am

w=−2
3 
dr>0, Vmax<0
dr>0, Vmax=0
dr>0, Vmax>0
dr<0

Mynd 4: Horava mættið fyrir w = −2/3.
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3.2.2 w = 0

Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a
+ Ωk + ΩΛa2

+
Ωdr

a2

)

og afleiðurnar

V ′(a) = −
1
2

(

−
ΩM

a2
+ 2aΩΛ − 2

Ωdr

a3

)

V ′′(a) = −
1
2

(

2
ΩM

a3
+ 2ΩΛ + 6

Ωdr

a4

)

Fyrir bæði Ωdr > 0 og Ωdr < 0 fást sömu tilvik og í w = −2/3. Þar sem amax er þó
á öðrum stað er eini munurinn á útþennslunni hraði hennar.
Á mynd 5 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.

3.2.3 w = 1/3

Skilgreinum Ωδ = ΩM + Ωdr. Hér verður mættið

V(a) = −
1
2

(

Ωδ

a2
+ Ωk + ΩΛa2

)

og afleiðan

V ′(a) = −
1
2

(

−2
Ωδ

a3
+ 2aΩΛ

)

Ωδ > 0 Hér er allt eins og í sígilda tilvikinu w = 1/3 nema að hér kemur Ωδ í
stað ΩM .

Ωδ < 0 Hér verður ekkert útgildi og tilvikið verður eins og w = −2/3 og Ωdr <

0 nema hvað að hér er engin ΩMa liður en eina sem að hann gerir er að hliðra
amax.

Ωδ = 0 Hér verður mættið V(a) = − 1
2

(

Ωk + ΩΛa2
)

sem hefur hágildi í a = 0.

Ωk > 0 Hér er V(a) alltaf neikvætt. Heimurinn byrjar því í núlli með
óendanlega hreyfiorku og þenst út hraðar og hraðar.

Ωk < 0 Hér hefur mættið skurðpunkt við a-ás í am = (|Ωk | /ΩΛ)1/2 þannig
að heimurinn byrjar við endanlega stærð í am með enga hreyfiorku og þenst
svo út hraðar og hraðar.
Í mynd 6 er mættið teiknað fyrir mismunandi tilvik.
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a

0

V

amax

a− a+ am

w=0 �dr>0, Vmax<0�dr>0, Vmax=0�dr>0, Vmax>0�dr<0

Mynd 5: Horava mættið fyrir w = 0.

a

0

V

am

1

2

k
−1

2
|
k |

w=
1

3
, �δ=0 �k >0�k >0

Mynd 6: Horava mættið fyrir w = 1/3.
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4 Niðurstöður og umræða

Greinilega sést að þær lausnir sem fást úr þeim tvem jöfnum sem ræddar
hafa verið eru mjög svipaðar. Hér mun ég bera saman hvert tilvik fyrir hvora
kenningu fyrir sig og ræða sérstaklegar þau tilvik sem passa vel eða illa saman.
Til upprifjunar verða jöfnurnar fyrir mættin og myndir af þeim fyrir neðan
umræðuna.

4.1 w = −2/3

Hér ber jöfnunum ágætlega saman. Tvö tilvik fást fyrir sígildu fræðin og þrjú
fyrir Horava fræðin.
Hér passar sígilda tilvikið þegar Ωk < 0 ágætlega vel við Horava tilvikin

Vmax > 0 fyrir bæðiΩdr > 0ogΩdr < 0þar sem að þá líta mættin svipað út þegar
a er orðið stærra en a+ fyrir bæði tilvik. Hraði útþennslunar yrði þó annar.

Upprifjun
4.1.1 Sígilt

V(a) = −
1
2

(

ΩMa + Ωk + ΩΛa2
)

a

0

V

1

2
�k−1

1
|�k |

a+

w=−2
3 �k <0�k >0

4.1.2 Horava

V(a) = −
1
2

(

ΩMa + Ωk + ΩΛa2
+
Ωdr

a2

)

a

0

V

amax

a−a+ am

w=−2
3 �dr>0, Vmax<0�dr>0, Vmax=0�dr>0, Vmax>0�dr<0
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4.2 w = 0

Hér ber jöfnunummjög vel saman. Við sjáum að þegarΩdr er jákvætt fást lausn-
ir sem líta alveg eins út. Það sem Ωdr liðurinn hefur áhrif á eru staðsetningar
amax og hæð mættisins. Form hreyfingarinnar yrði þó það sama.
Þegar Ωdr er neikvætt kemur tilvik sem sést aldrei í sígildu fræðunum.

Hinsvegar er það mjög svipað þeim tilvikum þar sem Vmax > 0 því að eins og
sést á myndunum af þessum mættum þá stefna þeir tveir ferlar hvor á annan
þegar a→ ∞. Því er hægt að líta á þau tvö tilvik sem svipuð.

Upprifjun
4.2.1 Sígilt

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a
+ Ωk + ΩΛa2

)

a

0

V

a+a−
amax

w=0

|�k |<�ck
|�k |=�ck
|�k |>�ck

4.2.2 Horava

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a
+ Ωk + ΩΛa2

+
Ωdr

a2

)

a

0

V

amax

a−a+ am

w=0 �dr>0, Vmax<0�dr>0, Vmax=0�dr>0, Vmax>0�dr<0
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4.3 w = 1/3

Hér ber jöfnunummjög vel saman, enda er tilvikið svo gott sem eins og tilvikið
w = 0. Hinsvegar fæst áhugavert tilvik þegar Ωδ = 0 fyrir Horava fræðin þar
sem að þá sést aftur tilvikið w = −2/3 fyrir sígildu fræðin, sem passaði einmitt
ekki vel við Horava fræðin fyrir w = −2/3. Fyrir utan það form mættisins er
þetta tilvik að öllu leiti eins og w = 0.

Upprifjun
4.3.1 Sígilt

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a2
+ Ωk + ΩΛa2

)

a

0

V

a+a−
amax

w=
1

3

|�k |<�ck
|�k |=�ck
|�k |>�ck

4.3.2 Horava

V(a) = −
1
2

(

ΩM

a2
+ Ωk + ΩΛa2

+
Ωdr

a2

)

a

0

V

am

1

2
�k−1

2
|�k |

w=
1

3
,  δ=0  k >0 k >0
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4.4 Umræða

Ef litið er á heildina, þá passa fræðin mjög vel saman. Horava lausnirnar líta
allar mjög svipað út þar sem að a2 og a−2 stjórna hreyfingunni algjörlega þegar
þeir koma fyrir.
Liðurinn Ωdr hefur áhrif þegar a var nægilega lítið, eins og við mátti búast.

Þessi liður stjórnaði algjörlega hreyfingunni fyrir litlar fjarlægðir og sagði
formerkið á honum hvernig hreyfingin hagaði sér. Fyrir stór gildi á a hætti
hann að hafa áhrif og hreyfingin varð eins og fyrir sígilda tilvikið. Þetta sést
einstaklega vel á myndum 4 og 5 þar sem að þar falla tilvikin hvort ofan í
annað fyrir bæði formerki á Ωdr.

Mjög áhugavert tilvik er þegar nýi Horava liðurinn gengur upp á móti ΩM ,
Ωδ varð núll, og jöfnurnar verða einfaldari fyrir vikið. Þar myndi hin svokall-
aða dökka geislun vega á móti þrýstingnum frá efnissviðinu í heiminum og
heimsfasti og sveigja myndu ráða hreyfingunni algjörlega.
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5 Samantekt

Í kenningu Horava fyrir þyngdarfræði fást svipaðar jöfnur og Friedmann
jöfnurnar, eins og við sjáum í jöfnum (2.3.2) og (2.3.3). Ég hef skoðað þessar
jöfnur ásamt sígildu Friedmann jöfnunum og borið lausnirnar saman og var í
báðum tilvikum gert ráð fyrir fullkomnum vökva með ástandsjöfnu p = wρ.
Í báðum tilfellum koma fyrir þrír frjálsir stikar, ΩM , Ωλ og Ωk, en í kenningu
Horava kemur einnig fram Ωdr, þar sem dr stendur fyrir ,,dökka geislun“ .
Bæði Ωk og Ωdr eru í réttu hlutfalli við sveigju tímarúmsins og eru núll ef
engin sveigja er til staðar. Ef þetta gerist fellur kenning Horava beint ofan í
það sem almenna afstæðiskenningin segir okkur. Liðurinn ΩΛ er svokallaður
heimsfasti og voru jöfnurnar skoðaðar fyrir gildi stærri en núll á honum þar
sem að nýjustu mælingar úr stjarneðlisfræði benda til þess.

Ég einbeitti mér að mættunum, skilgreindmeð jöfnum (2.2.10) og (2.3.7). Til
þess að skoða þau nánar þurfti að festa niður gildi á stærðina w sem kom inn
í gegnum ástandsjöfnuna. Mismunandi formerki fyrir Ωk og Ωdr voru skoðuð
og flest tilvik innan hvers w fyrir sig var skipt upp með tilliti til hvaða formerki
var um að ræða á Ωk og Ωdr.
Mættin tóku á sig svipaðar myndir fyrir tilvikin tvö og passa kenningarnar

óvenju vel saman þrátt fyrir gjörólíkan bakgrunn. Kenning Horava á þó ennþá
langt í land og hún gæti kolfallið ef hún bryti í bága við einhver þekkt lögmál
eðlisfræðinnar. Fólk vinnur þó hörðum höndum við það að sannreyna (eða
hrekja) kenninguna og sem dæmi má nefna að hreyfijöfnur umhverfis svarthol
hafa verið leiddar út frá þessari kenningu og niðurstöðurnar passa vel við það
sem fæst með almennu afstæðiskenningunni[5]. Eitthvað er þó um frávik og
því gætu nákvæmari mælingar í framtíðinni staðfest kenningu Horava enn
betur, eða þá hrakið hana.
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