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Tímaraðagreining í samfelldum tíma 

Helgi Tómasson 

Mikilvægur þáttur í nútímavísindum er söfnun mælinga og ályktanir út frá þeim. Ef 
mælingum er safnað í tímaröð eru gögnin mælingar á slembiferli (stochastic process). Með 
slembiferli er átt við safn hendinga sem hugsanlega eru háðar í tíma. Í stað tölfræði 
óháðra mælinga er því nauðsynlegt að beita tölfræði tímaraða, tímaraðagreiningu. 
Slembiferli má flokka með 2x2 töflu eftir eðli tímabreytunnar og breytunnar sem mæld 
er. Hugsanlegt er að tíminn sé strjáll (discrete) eða samfelldur (continuous). Sömuleiðis er 
hugsanlegt að mælda breytan sé annað hvort strjál eða samfelld. Hefðbundin 
tímaraðagreining miðar við að mæld breyta sé samfelld og tímapunktarnir strjálir. 

Hagnýting líkindafræðinnar um slembiferla nær ákveðnu gegnumbroti með 
útkomu tímaraðabókarinnar „Time Series Analysis, Forecasting and Control, Box og Jenkins 
(1970). Í þeirri bók eru grunneiginleikar línulegra slembiferla, sem nálga má með 
ARIMA framsetningu, og sett er fram aðferðafræði um hvernig megi álykta um eðli 
slíkra ferla út frá mælingum. Það að ganga út frá því að tíminn sé strjáll getur verið í 
samræmi við eðli ferlisins, t.d. að það sé númer tilraunar. Einnig er hugsanlegt að 
tíminn sé í eðli sínu samfelldur en alltaf sé mælt með reglulegu millibili, t.d. klukkan 
tólf á hádegi dag hvern. Í slíkum tilfellum er vinna með líkan í strjálum tíma tæknilega 
nálgun á raunverulegu ferli sem er skilgreint í samfelldum tíma, þ.e. viðkomandi breyta 
hefur gildi í hverjum tímapunkti á tilteknu tímabili. Þegar unnið er með líkön í strjálum 
tíma þarf bil milli tímapunkta að vera tiltölulega reglulegt. Það er vel tæknilega 
mögulegt að nota líkan fyrir strjálan tíma og vinna með götótta tímaröð, þ.e. að mestu 
leyti jafnt tímabil á milli mælinga, en á nokkrum stöðum vantar mælingar (missing values). 
Í slíkri gagnavinnslu eykst flækjustigið eftir því sem meira vantar af mælingum. 

Kostur við að vinna í samfelldum tíma er að ef það ferli sem skoða á er skilgreint í 
samfelldum tíma þá er hugsanlega hægt að setja fram tölfræðilegt líkan í samfelldum 
tíma þannig að túlkun á því eigi beina skírskotun í hið áhugaverða ferli. Galli við það 
að vinna líkanasmíði í samfelldum tíma er að stærðfræðin er oft á vissan hátt flóknari 
og sér í lagi verða allir útreikningar, mat stika (parameters) o.s.frv., flóknari. 

Í þessari grein er gerð grein fyrir hvernig vinna má með einvíð ARMA líkön í 
samfelldum tíma. Venjulegt ARMA líkan í strjálum tíma er rifjað upp. Kostur ARMA 
framsetningar á línulegum slembiferlum í strjálum tíma er einföld framsetning. 
Hliðstæð framsetning í samfelldum tíma er sýnd. Það er vert að benda á að það eru til 
strjál ARMA líkön sem eru ekki samfelld ARMA líkön mæld með jöfnu millibili. T.d. 
er MA(1) í strjálum tíma ekki samfellt ARMA líkan af neinni gerð. Það er gagnlegt að 
geta gert sér mynd af hegðun ferla með hermunum. Nokkrar aðferðir við hermun 
ARMA ferla í samfelldum tíma eru raktar. Matsaðferðir með Whittle-aðferð og 
Kalman-síu (Kalman-filter) eru sýndar. Sýnidæmi með hermdum og raunverulegum 
gögnum eru gefin. Í niðurlagi eru helstu atriði dregin saman. Á undanförnum árum 
hefur R-tölfræðiforritið (R Development Core Team, 2010) orðið öflugur vettangur 
fyrir þróun og uppsetningu á tölfræðilegum aðferðum. Höfundur hefur sett 
aðferðafræðina upp í R-pakka (ctarma) og eru tölulegar niðurstöður sem hér eru 
sýndar fengnar með þeim pakka. 
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Framsetning CARMA tímaraðalíkans í samfelldum tíma 

Hefðbundin tímarúmsskilgreining á ARMA Í strjálum tíma er:  
 

  
 

Hreyfimynstrinu er lýst með mismunajöfnu í mældu stærðinni  og nýlegum 
töfum á „white-noise” liðnum . Þetta má einnig setja fram sem margliður í tafa-
virkjanum, , .  
 
  
 

Önnur framsetning sem hentar vel í forritun er ástandsforms-framsetningin (e. 
state-space form). Ástandsformið gengur út á að mælda stærðin  sé fall að 
margvíðum ómældum vector . Margar útfærslur eru til, ein slík er:  
 
  
  
 
 
  
  
  
 
 
 
  
  (1) 
 
 
  
  
  

 
 
 
 
þar sem,  
 

 

   
 

 
Þessa útgáfu má meðal annars sjá hjá Brockwell og Davis (1991) eða Harvey (1989). 

Hreyfimynstri ómælda ástandsins  er því lýst með línulegri mismunajöfnu. Leið 
að framsetningu ARMA líkans í samfelldum tíma má fá með því að skoða jöfnu (1) 
betur.   
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Vinstri hliðin,  er kölluð  og „noise” liðurinn er t.d. kallaður 
. Í þessari grein er alfarið notast við normaldreifingu, þ.e. að , sé Wiener-

ferli. Ýmsir höfundar hafa stungið upp að notast við dreifingar úr stable-fjölskyldunni. 
Slíkar dreifingar hafa ekki staðalfrávik og geta verið ósamhverfar og henta því til að 
umgangast raðir þar sem öfgakennd og ósamhverf frávik koma fyrir. Klüppelberg, 
Meyer-Brandis og Schmidt (2009) nota línulegt ARMA hreyfimynstur og stable-
dreifingar í greiningu á hreyfimynstri í orkuverði. Samfellt tíma ARMA líkan má setja 
fram á ástandsformi: 
 
 

  
 
 
 
 

  
 

 
Í samfelldum tíma er ARMA líkanið oft skrifað:  

 
  
  (2) 
 

Hér táknar  -tu afleiðu (derivative) ferilsins . Á sama hátt  -tu 
afleiðu ferilsins . Einnig má setja (2) fram með margliðum í diffurvirkjanum , 

,  
 
  
 
 
 
  
 

Þegar ályktað er um eðli slembiferils út frá mælingum á einni tímaröð þarf oft að 
gera ráð fyrir einhvers konar stöðugleikahugtaki. Hér er notast við „weak-stationarity” 
hugtakið, þ.e., meðaltal og staðalfrávik  eru fastar (ekki fall af tíma) og 
sjálfylgnifallið, þ.e. fylgni  og  aðeins fall af . Eins og  er sett fram 
hér þá er , :  
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Hér er  fylkja-veldis fallið (matrix exponential), . Í 
þessari grein er útreikningur á  byggður á aðferðum sem kynntar eru í grein eftir 
Shoji og Ozaki (1998).  
Það er oft hentugt að setja fram sístætt ARMA ferli í tíðnirúmi (frequency-domain). Þá 
hugsa menn sér að ferlið  sé myndað sem vegin summa óháðra hendinga þar sem 
vogirnar eru þríhyrningaföll:  
 

    (3) 
 

Fallið  er kallað spektur ferlisins  og er Fourier-ummyndun . 

Hermun CARMA ferla 

Hermun á CARMA ferlum má framkvæma bæði í tíðnirúmi og tímarúmi. E.t.v. er elsta og 
kannski þekktasta tíðnirúmsnálgunin sýnd í Rice (1954). Ef teknir eru valdir tíðnipunktar, 

 með , má herma jöfnu (3), 
 
 

  
 

 hefur sömu sjálffylgni og  með spektur  en er ekki alveg 
normaldreifð. Sun og Chaika (1997) gefa endurbætta útgáfu af sömu hugmynd:  
 

  
 
Ástandsformið og Kalman-filter reglur má nota til að herma ástand á 

tímapunktunum , með eftirfarandi ítrun:  
 

  
 
Í hverju skrefi þarf að reikna skilyrta drefingu ástandsvektorsins,  og 

. Í þessari grein er notast við aðferðir í Tsai og Chan 
(2000) til að reikna út þessar stærðir. 

Mat á CARMA líkönum 

Stærðfræðilega má hugsa sér stöðugt flæði mælinga í tíma. Í hagnýtum vísindum eiga 
mælingar sér stað á strjálum tímapunktum, . Síritar sem mæla samfellt eru í 
raun tæki sem safna gögnum þar sem  eru mjög lítil. Í þessari grein er 
notast við tvær megin nálganir við mat á CARMA líkönum. Annars vegar Whittle-
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aðferð sem byggir á tíðnirúmi og notkun spektralfallsins  og hins vegar aðferð 
mesta sennileika (maximum-likelihood) í tímarúmi. Aðferð Whittle byggir á að nota 
úrtaksspektur (sample spectrum / periodogram), , og lágmarka:  
 

  
 

með tilliti til . Aðferð mesta sennileika byggir á að nota 
Markov-eiginleika ástandsformsins ásamt Kalman-síu reglunum til að reikna gildi 
sennileikafallsins. Sennileikafallið er síðan hámarkað með tölulegum aðferðum. Aðferð 
mesta sennileika er í ákveðnum skilningi „best”. Töluleg hámörkun sennileikafallsins 
er mun viðkvæmari fyrir upphafsgildum en Whittle-aðferðin. Þess vegna byggir 
útfærslan í þessari grein á að nota aðferð Whittle til að fá upphafsgildi fyrir aðferð 
mesta sennileika. 

Sýnidæmi með hermdum gögnum 

Í lítilli grein sem þessari rýmist ekki mjög ítarleg hermun. Því er látið nægja að sýna tvö 
einföld dæmi. Ef gert er ráð fyrir að spektral fall tiltekins ferlis sé á forminu:  
 

  
 

 
Hágildi spektral fallsins er í , sem túlkast sem að ferlið hafi mikinn breytileika í 

tíðninni , sem svarar til þess að ráðandi sveifla sé af lengdinni  tímaeiningar. 
Þetta ferli hefur ARMA framsetningu á forminu:  
 

  
Hér er gert ráð fyrir að . Líkanið er því ARMA líkan með 

. Hér því þriggja stika 
(e. parameters) tímaraðalíkan sett fram sem 4 stika ARMA líkan. Því má gera ráð fyrir 
að mat í ARMA líkaninu verði erfitt þar sem stikarnir 4,  eru fall af 3 
stikum, ( . 

Set , þ.e., ein sveifla á tímabili. Þetta 
er CARMA líkan með, . 
Teknar eru tvær lengdir tímabila  og . Ef framkvæmd er ein mæling á 
tímaeiningu blasir við að ekki er hægt að meta breytileika sem felst í sveiflum innan 
tímabils. Þetta er þekkt úr tímaraðafræðum sem aliasing, þ.e. að breytileiki í tíðni sem 
er hærri en gagnasöfnunartíðnin hliðrast yfir í aðrar tíðnir. Í báðum tilfellum var ferlið 
mælt við þrjá þéttleika, =0.1, 0.05 og 0.01, þ.e. 10, 20 og 100 mælingar á tímaeiningu.  

Tafla1. Mat á stikum fyrir  

 
     

=0.1 1.733 41.269 0.174 5.678 
=0.05 1.727 41.477 0.167 5.784 

 1.741 40.890 0.179 5.573 
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Tafla 2. Mat á stikum fyrir =1000 

 
     

=0.1 1.980 39.516 0.168 6.012 
=0.5 1.985 39.662 0.166 6.060 
=0.01 1.995 39.830 0.163 6.141 

 

Tafla 3. Staðalfrávik stika fyrir =100 

 
 s.e.(  s.e.( ) s.e.( ) s.e.( ) 

=0.1 0.284 1.888 0.013 0.762 
=0.05 0.286 1.802 0.012 0.689 
=0.01 0.213 1.422 0.015 0.444 

  

Tafla 4. Staðalfrávik stika fyrir =1000 

 
 s.e.(  s.e.( ) s.e.( ) s.e.( ) 

=0.1 0.090 0.632 0.004 0.229 
=0.05 0.088 0.574 0.003 0.201 
=0.01 0.075 0.482 0.004 0.154 

 
Í töflum 1 og 2 sést að áhrif þéttleika mælinga hefur lítil áhrif á stærðs stika. Einnig 
hefur þéttleiki mælinga lítil áhrif á staðalfrávik stikamats. Afgerandi þáttur í nákvæmni 
stikamats er lengd raðarinnar, . Samanburður á töflum 3 og 4 gefur til kynna að 
upplýsingar vaxi með kvaðratrót af lengd tímabils. Þegar lengd tímabils er 10-földuð 
má reikna með að staðalfrávik stikamata margfaldist með . Þegar mældar 
eru 100 mælingar á tímabili í 1000 tímabil eru það 100.000 tölur. Í töflu 4 sést að það 
að fjölga mælingum úr 10.000 í 100.000 minnkar staðalfrávik stikamats óverulega. Í 
þessu tilfelli er meginhluti breytileikans í grend við tíðnina  og 99% af 
breytileikanum er í tíðnum sem eru lægri en , þ.e. um það bil 10 sveiflum á 
tímaeiningu. Það eru því afar litlar upplýsingar fengnar með því að mæla mikið oftar 
en 10 skipti á tímaeiningu. 

Í töflu 5 eru sýnd stikamat úr þessu sama líkan við mismunandi þéttleika mælinga. 
Tölugildi matsins er mismunandi eftir þéttleika mælinga. Þetta mat er mjög nákvæmt 
þar sem að baki þeim eru þúsundir mælinga. Stikagildin í strjálum ARMA líkönum eru 
því háð þéttleika mælinga andstætt því sem gildir um CARMA framsetningu sama 
hreyfimynsturs.  

Tafla 5. Stikamat í misþétt mældum strjálum ARMA líkönum 

 
     

=0.1 1.485 -0.840 -0.490 0.358 
=0.05 1.819 -0.914 -0.714 0.242 
=0.01 1.978 -0.982 -0.939 0.102 

 

Annar kostur þess að vinna með CARMA líkön er að tími milli mælinga þarf ekki að 
vera jafn. HermaðarHermdar voru tvær útgáfur að líkaninu hér að ofan, önnur þar 
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sem biðtími milli mælinga var veldisdreifður (exponential-dreifður) með meðaltal 1 og 
hin þar sem tíminn var exponential dreifðurveldisdreifður með meðaltal 4. Í báðum 
tilfellum voru hermuðhermd 5000 gildi. Dæmi um útkomu er sýnt í töflu 6. Þar sést að 
þó að mælitíðnin sé allt of lítil ef jafnt bil væri á milli mælinga þá fæst viðunandi 
útkoma þegar lengd tíma milli mælinga eru exponential.veldisdreifður. Það fást 
einfaldlega nægilega mörg sveiflubrot til að hægt sé að álykta um eðli sveiflunnar þó 
svo að tíðni sveiflunnar sé mun hærri en meðalmælitíðnin. Þegar meðalbiðtími á milli 
mælinga er 4 þá eru staðalfrávik metinna stika stærri sem túlka má sem skertar 
upplýsingar vegna þess að færri nothæf sveiflubrot fást úr sveiflunni (sem var 1 sveifla 
á tímaeiningu). 

Tafla 6. Stikamat og staðalfrávik CARMA líkana með ójafnt bil milli mælinga 

 
     
mat -  = 1 1.963 40.439 0.146 6.521 
mat -  = 4 1.851 39.178 0.145 6.348 
s.e. -  = 1 0.085 0.673 0.013 0.359 
s.e. -  = 4 0.121 1.032 0.031 0.726 
 
Til að varpa ljósi á hvernig ctarma forritinu gengur að herma ferla og meta þá aftur þá 
voru hermdir 100 CARMA(2,0) ferlar með , , . Tímabilið var 
1000 tímaeiningar og ein mæling á tímaeiningu. Útkoman er dregin saman í töflu 7. 
Staðalfrávikum matanna úr hermunum 100 ber vel saman við það sem fræðin um 
aðferð mesta sennileika gefur. Meðaltöl staðalfrávika byggt á annarri afleiðu 
sennileikafallsins voru, 0.041, 0.033 og 0.029, sem ber vel saman við gildin í töflunni. 
Stærðfræðilega hefur Whittle-aðferðin sömu eiginleika og aðferð mesta sennileika í 
stórum gagnasöfnum. Í hagnýtingum er það reynsla höfundar að ef upphafsgildi er 
nægilega gott þá er aðferð mesta sennileika mun betri. Sér í lagi í flóknum líkönum 
virðist Whittle aðferðin geta gefið mjög illa nothæf upphafsgildi. Í töflu 7 er um mjög 
einfalt líkan að ræða og í öllum 100 tilfellunum gaf Whittle aðferðin ásættanlega 
upphafsgildi fyrir tölulega hámörkun sennileikafallsins.  
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Tafla 7. 100 hermanir á CARMA(2,0), , , , ,  

 
    s.d.(  ) s.d.(  ) s.d( ) 

ML 0.498 1.000 1.001 0.045 0.031 0.030 
Whittle 0.578 1.041 1.102 0.054 0.033 0.038 

Table 7: 100 hermanir á CARMA(2,0), , , , , . 

Raunveruleg gögn og mat á líkönum 

Mikið notuð tímaröð úr kennslubókum er Wolfer sólblettaröðin. Eins og margir aðrir 
höfundar nota Phadke og Wu (1974) þá röð sem sýnidæmi. Phadke og Wu sýna 
hvernig megi varpa stikamati úr strjálu ARMA(2,1) líkani yfir í stikamat í samfelldu 
CARMA(2,1) líkani. Gögnin eru árlegur meðalfjöldi sólbletta á tímabilinu 1749 til 
1924. Réttilega afsaka höfundarnir að það að taka árlegt meðaltal geti búið til 
dellufylgni (e. spurious correlation) og taka fram að gögnin sé notuð sem sýnidæmi. 
Mynd 1 sýnir gögnin í grein Phadke og Wu.  

 

Mynd 1. Árlegur meðalfjöldi sólbletta 1749 til 1924 (úr R-datasets) 
 
Phadke og Wu beita hefðbundnum aðferðum í strjálum tíma til að ákvarða hvaða 
ARMA líkan sé heppilegt hér. Í töflu 8 eru bornar saman niðurstöðurnar úr grein 
Phadke og Wu (1974) og því sem fæst úr R-tölfræðiforritinu. Gögnin fylgja R-forritinu 
(eru í datasets R-pakkanum) og eru e.t.v. aðeins frábrugðin því sem Phadke og Wu 
notuðu. Til dæmis er meðaltali hjá Phadke og Wu 44.75 en í R-pakkanum er meðatalið 
44.78. Línuritið með mælingunum 176 virðist vera eins og hjá Phadke og Wu.  

Tafla 8. Niðurstöður úr strjálu ARMA(2,1) líkani 

 
     
Phadke og Wu (1974) 1.424 -0.721 -0.151 15.51 
Skv. arima í R 1.426 -0.721 -0.159 15.30 

 

Tafla 9. Niðurstöður úr CARMA(2,1) líkani 

 
     
Phadke og Wu (1974) 0.327 0.359 0.633 15.51 
Skv. ctarma í R 0.327 0.357 0.645 15.52 
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Í töflu 9 eru sýnt mat sem Phadke og Wu nota með því að varpa mati á strjálu líkani 
yfir í mat á líkani í samfelldum tíma. Einnig er sýnt mat á sama líkani fengið með 
ctarma pakka höfundar. Útkomurnar eru keimlíkar. Þetta mat sýnir að sveiflan í 
sólblettatíðni er rúm 10 ár. Höfundur mat einnig sólblettaröð með mánaðarlegum 
meðalfjölda fyrir tímabilið 1749 til 1983. Það virðist vera leitni (trend) í þeirri röð en 
CARMA(4,3) líkan bendir auk þess til sveiflu sem virðist rúmlega 10 ár. Ef leitnin er 
fjarlægð þá virðist CARMA(2,1) líkan duga og sveiflan virðist rúm 10 ár. 
 

 

Mynd 2. Dagleg raunávöxtun óverðtryggðrar skuldabréfavísitölu 

 
 
Á mynd 2 er sýnd dagleg raunávöxtun óverðtryggðrar skuldabréfavísitölu. Þessi gögn 
eru fengin þannig að tekin er dagleg skuldabréfavísitala GAMMA, deilt í hana með 
neysluvöruverðsvísitölu, tekinn logaritmi og síðan er ávöxtun milli daga reiknuð. Síðan 
er meðaltalið dregið frá. Algengasta bilið milli mælinga er einn dagur en um helgar eru 
yfirleitt 3 dagar milli mælikvarða. Einnig eru inn á milli frídagar og svo lengri lokanir 
svo sem yfir jól og páska. Aðferð mesta sennileika fyrir CARMA(2,1) líkan gefur log-
sennileikafalls=4478.878, CARMA(3,0) líkan gefur log-sennleikafalls=4477.892. Þessi 
tvö líkön eru því að skýra álíka mikið. Gildi AR stikanna í CARMA(2,1) líkaninu og 
CARMA(3,0) líkaninu eru ekki vel samanburðarhæf. Til túlka ólíka ARMA líkön er því 
eðlilegt að bera saman reiknuð spektralföll. Metna stika má nota til að reikna spektral 
föll og álykta um hvernig breytileiki raðarinnar skýrist af mislöngum sveiflum. Í 
áhættugreiningu skuldabréfa gætu því CARMA líkön nýst. Nánar má lesa um slíkt í 
kennslubókum í tímaraðagreiningu eins og til dæmis Brockwell og Davis (1991). Hér 
er ekki rými til ítarlegrar spektral greiningar á sveiflu vísitöluraðarinnar. Við slíka 
greiningu yrði einnig að taka tillit til þess hvernig vísitalan er samsett. T.d. er ekki víst 
að vísitalan innihaldi alltaf jafnlöng skuldabréf. Þetta dæmi er því sett fram hér sem 
sýnidæmi, svipað og sólblettadæmið hjá Phadke og Wu (1974). Eins og í allri annari 
tímaraðagreiningu þarf að huga að hlutum eins og árstíðasveiflum og leitni (trend). 
Einnig þarf að gæta varúðar ef gögn eru mynduð sem summa breyta með ólíka 
eiginleika. 
  



Helgi Tómasson 

44 
 

Niðurlag 

Í þessari grein hefur verið gerð lausleg grein fyrir því hvað CARMA líkan er og dregin 
hafa verið upp atriði sem tengjast hagnýtingu þeirra við tímaraðagreiningu. Mjög mörg 
tækniatriði hafa verið ósnert. Bæði stærðfræðileg atriði um líkindafræðilega eiginleika 
matsaðferða og ferla, reiknifræðilegra bragða svo sem hvernig eigi að hafa hemil á 
tölulegum hámörkunaraðferðum. Forritið ctarma sem höfundur hefur þróað gerir að 
verkum að umgengni við CARMA líkön verður álíka erfið og umgengni við venjuleg 
ARMA líkön í strjálum tíma. CARMA líkönin eru í eðli sínu flóknari, bæði 
stærðfræðilega og reiknifræðilega, en túlkun niðurstaðna verður óháð tímabili milli 
mælinga og býður einnig upp á að nýta gögn sem er safnað í mismiklum þéttleika í 
tíma. 
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