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Samfélag kennara sem hvetur  

til ígrundunar um nám barna 
Rannsókn á þróun stærðfræðikennslu 

á miðstigi grunnskóla  
Í greininni er fjallað um rannsókn á þróunarstarfi bekkjarkennara um stærðfræði-

nám barna. Þróunarstarfið spratt af áhuga kennaranna á að skilja hvernig stærð-

fræðinám nemenda þeirra þróast og hófst í framhaldi af námskeiði sem tveir 

kennaranna sóttu. Markmið hennar var að greina hvernig ígrundun á eigin starfi, í 

samfélagi við aðra, getur leitt til þróunar kennsluhátta þar sem öllum nemendum 

eru skapaðar forsendur til merkingarbærs stærðfræðináms. Meginniðurstöður eru 

þær að það markvissa samstarf sem þróaðist í kennarahópnum leiddi til breyttra 

kennsluhátta og breyttra viðhorfa kennaranna til þess hvernig börn læra stærð-

fræði. Greining þeirra á styrkleikum nemenda auðveldaði þeim að koma til móts við 

þarfir ólíkra barna og velja viðfangsefni sem allir nemendur gátu unnið saman að, 

hver á sínum forsendum. 

Höfundur er lektor í stærðfræðimenntum við Kennaradeild á Menntavísindasviði 

Háskóla Íslands. 

Community of inquiry that promotes reflections on children‘s learning: 
A case study of development in mathematics teaching in elementary school 
The focus of this case study was on developmental work initiated by classroom 

teachers in a primary school. The developmental process was not intentional to 

begin with but progressed as the teachers' interest in their students’ develop-

ment of mathematical understanding grew. The teachers' co-operation started 

when two of them came back from a course on children’s mathematical thinking 

and were inspired to use their knowledge from the course in their teaching. 

Through constant discussions and reflections on their students’ solution 

strategies and reflection on their teaching, the teachers built a community of 

inquiry where they developed their understanding of their students’ learning and 

managed to create classroom cultures that promoted learning. 

Inngangur 
Sumarið 1995 var haldið námskeið á vegum Kennaraháskóla Íslands og Flatar, samtaka 

stærðfræðikennara, þar sem kynntar voru rannsóknir á skilningi barna á tölum og reikni-

aðgerðum (Carpenter, Fennema og Franke, 1995). Námskeiðið sóttu fjölmargir grunn-
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skólakennarar sem flestir kenndu á yngsta stigi grunnskólans. Eftir að námskeiðinu lauk 

hittust margir af þátttakendum þess og ræddu um reynslu sína af að nýta sér þá þekkingu 

sem þeir öðluðust á námskeiðinu. Í þeim hópi vorutvær af þeim kennslukonum sem hér 

verður fjallað um. Þær sóttust báðar eftir  að kenna byrjendum í skóla strax um haustið og 

nýta sér þá þekkingu og reynslu sem þær höfðu öðlast á námskeiðinu. Fljótlega kom í ljós 

að áhugi þeirra, á að skilja hugsun nemenda sinna um stærðfræði og að greina hvernig 

skilningur þeirra og færni sem þróaðist við stærðfræðinámið, hafði áhrif á samkennara 

þeirra. Á samstarfsfundum fyrstu bekkjar kennara í skólanum var mikið rætt um hvernig 

börnin tókust á við þær stærðfræðiþrautir sem lagðar voru fyrir þau og hvað kennararnir 

gætu lært af því til að skipuleggja uppbyggilegt námsumhverfi fyrir börnin. Kennararnir 

fengu tækifæri til að vinna saman í tíu ár og á þeim tíma þróaðist með þeim samfélag þar 

sem umræða um stærðfræðinám nemenda þeirra var í forgrunni en jafnframt þróaðist 

samstarf þeirra og gagnkvæm virðing og stuðningur við það flókna ferli að kenna stærð-

fræði.  

Á þessum tíu árum unnu kennararnir að því að kynna hugmyndir sínar fyrir öðrum kenn-

urum skólans og sóttu m.a. um styrki úr þróunarsjóðum kennara til að geta haldið nám-

skeið og unnið úr reynslu sinni. Þar sem ég var faglegur ráðgjafi þeirra við þróunarstarfið 

safnaði ég gögnum úr vettvangsathugunum, viðtölum og lausnum nemenda á verkefnum. 

Þegar þessu nána samstarfi lauk ákvað ég að rannsaka hvernig kennurunum vegnaði og 

nýta mér gögn frá fyrri árum  við greiningu á  þeim nýju gögnum sem ég safnaði. Kennar-

arnir, sem ég hef valið að kalla Björk, Írisi, Söru og Tinnu, kenndu áfram við sama skóla. 

Sara og Tinna höfðu sinnt öðrum störfum í eitt ár og voru nú komnar aftur til baka og 

kenndu báðar 6. bekk. Björk og Íris höfðu haldið áfram samstarfi sínu og kenndu 7. bekk.  

Þar sem ekki er gert ráð fyrir því í starfsskyldum kennara að þeir hafi svigrúm til að 

stunda rannsóknir á eigin starfi og skrifa um það er mikilvægt að þeir sem vinna að rann-

sóknum á skólastarfi hjálpi kennurum við að koma reynslu sinni og þekkingu á framfæri 

við aðra. Eftir fimmtán ára samstarf við kennarana gefst nú loks tækifæri til að skrifa um 

þróunarstarf þeirra með það að markmiði að frásögnin geti orðið öðrum kennurum hvatn-

ing til dáða.  

Stærðfræðinám og kennsla við aldamót 
Undanfarna áratugi hefur orðið mikil breyting á samfélagi okkar og starfið í skólum lands-

ins hefur breyst í takt við það. Nýjar námskrár og nýtt námsefni sem fylgt hefur í kjölfar 

þeirra gera kröfur til kennara um að þróa kennsluhætti sína og breyta áherslum í kennslu. 

Í stærðfræðihluta aðalnámskrár grunnskóla sem kom út árið 1999 (Menntamaláráðuneyt-

ið, 1999) var markmiðum skipt í inntaksmarkmið og aðferðamarkmið. Inntaksmarkmiðin 

voru flestum kennurum kunnugleg en aðferðamarkmiðin, þar sem áhersla er lögð á þátt 

tungumálsins við stærðfræðinám, lausnir verkefna og þrauta, röksamhengi og röksemda-

færslur og tengsl stærðfræði við daglegt líf og önnur svið, höfðu ekki verið sett fram með 

jafn skýrum hætti í fyrri námskrám. Í kjölfar nýrrar námskrár kom nýtt námsefni sem 

byggði á henni (Guðbjörg Pálsdóttir og Guðný Helga Gunnarsdóttir, 2010). Mörgum kenn-

urum finnst erfitt að uppfylla þær kröfur sem eru gerðar í námskránni og nýju námsefni 

um sveigjanlega kennsuhætti í stærðfræði. Þeim finnst þeir ekki hafa nægilega þekkingu 

og skilning á stærðfræði og aðferðum hennar til að geta kennt hana. Fjölgun nemenda 

sem ekki hafa íslensku sem móðurmál og áhersla á skóla án aðgreiningar veldur líka 

óöryggi margra kennara (Hafdís Guðjónsdóttir og Jónína Vala Kristinsdóttir, 2006; Hafdís 

Guðjónsdóttir, Jónína Vala Kristinsdóttir og Edda Óskarsdóttir 2010).   

Það er ekki einungis á Íslandi sem breytingar á kennsluháttum eiga erfitt uppdráttar. 

Samhliða því sem gerðar hafa verið alþjóðlegar kannanir um árangur nemenda í stærð-

fræði hafa menntunarfæðingar rannsakað stærðfræðikennslu. Þegar þriðja alþjóðalega 
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könnunin um náttúrufræði og stærðfræði, TIMSS, var framkvæmd 1995 voru jafnframt 

skoðaðar sérstaklega kennslustundir í Bandaríkjunum, Japan og Þýskalandi. Í ljós kom 

að mikill munur var á kennslu í þessum ríkjum. Í Japan var áherslan á lausnir þrauta. 

Kennararnir leggja áherslu á að nemendur þrói sínar eigin lausnaleiðir og skilning á við-

fangsefnunum. Í Þýskalandi var megináherslan á stærðfræðina. Kennararnir hafa gott 

vald á henni og kynna hana fyrir nemendum  eins og þeir telja henta best. Í Bandaríkjun-

um var áhersla lögð á að nemendur lærðu skilgreiningar og aðferðir við reikning en lítil 

áhersla á skilning á stærðfræði (Stiegler og Hiebert,1999). Niðurstöður þessarar rann-

sóknar hafa haft mikil áhrif á stærðfræðikennslu víða um hinn vestræna heim og hefur 

áratugalöng hefð japanskra kennara í að skipuleggja saman og rannsaka kennslustundir 

hver hjá öðrum vakið athygli sem leið fyrir kennara til að þróa starf sitt með það að mark-

miði að bæta kennslu sína (Lewis, Perry og Murata 2006).   

Rannsóknir á síðari hluta 20. aldar gáfu vísbendingar um að kennsla margra kennara á 

Vesturlöndum einkenndist af því viðhorfi til stærðfræði að til að ná tökum á henni þurfi 

nemendur að öðlast færni í að framkvæma reikniaðgerðir eftir gefnum forskriftum líkt og 

fram kom í niðurstöðum þeirra Stieglers og Hieberts. Lítil áhersla virðist vera á hugtaka-

skilning og sveigjanleg vinnubrögð við stærðfræðinám (Goldsmith og Schifter, 1997; 

Cooney og Shealy, 1997).  

Í rannsókn á viðhorfum íslenskra kennara á yngsta stigi grunnskóla til stærðfræði, stærð-

fræðináms og stærðfræðikennslu (Margrét Vala Gylfadóttir, 2004) kom fram að flestir 

þeirra telja mikilvægt að nemendur fái að þróa eigin lausnaleiðir við stærðfræðinám og að 

það sé hlutverk kennarans að styðja við nám barnanna. Þegar spurt var nánar út í ein-

staka þætti kom þó fram að margir kennaranna töldu að stærðfræði byggðist á færni sem 

er stigskipt og að færniatriði ætti að kenna í réttri röð. Nemendur þurfi mikla endurtekn-

ingu og þjálfun til að verða góðir í stærðfræði og að mikilvægt sé að kennarinn útskýri 

aðferðir á skýran og skilmerkilegan hátt. Þessar niðurstöður gefa vísbeningar um það að 

jafnvel þó kennararnir hafi þau viðhorf að börn þurfi að fá að byggja á fyrri þekkingu og 

reynslu við nám þá mótast hugmyndir þeirra um stærðfræðinám meira af rótgrónum hug-

myndum um stærðfræðinám.  

Rannsóknir á þróun kennara í starfi sem hafa lagt sig eftir að kynna sér rannsóknir á 

stærðfræðinámi barna gefa vísbendingar um að kennarar breyti kennsluháttum sínum 

þegar þeir fara að greina það ferli sem á sér stað í stærðfræðikennslustundum. Með því 

að mynda samfélag við aðra kennara sem vinna að sama markimiði styrkjast þeir í vinnu-

brögðum sínum og viðhorfum til stærðfræðináms (Fennema, Carpenter, Franke, Levi, 

Jacobs og Empson, 1996; Jacobs, Franke, Carpenter, Levi og Battey, 2007; Nelson, 

1997). Í umfjöllun sinni um nám stærðfræðikennara við lok 20. aldar segir Dawson (1999) 

að á Vesturlöndum hafi áhersla færst frá því að kennarinn kenni hvernig á að leysa verk-

efni í þá átt að kennarinn leggi viðfangsefni fyrir nemendur sem hjálpa þeim til að skilja 

stærðfræðina sem felst í verkefninu. Kennarinn þarf að skilja hugsun nemandans til að 

geta hjálpað honum að efla skilning sinn og kennarinn þarf að vera þátttakandi í vinnunni 

með nemandanum. 

Á 9. áratug síðustu aldar voru gerðar umfangsmiklar rannsóknir á hugsun barna og skiln-

ingi þeirra á tölum og reikniaðgerðum við Wisconsin háskóla í Bandaríkjunum. Í framhaldi 

af þeim var unnið markvisst að því að kynna kennurum niðurstöður rannsóknanna. Haldin 

voru námskeið þar sem bæði hugmyndafræðin sem byggt var á við rannsóknirnar og 

niðurstöður þeirra voru kynntar kennurum. Fylgst var með hluta þeirra kennara sem þátt 

tóku í námskeiðunum og kannað hvernig þeim gekk að nýta sér þekkingu á lausnaleiðum 

barnanna og hvernig skilningur þeirra við reikningsnámið þróaðist (Carpenter o.fl., 1995). 

Þær Björk og Íris kynntust þessum rannóknum á námskeiðinu sem þær sóttu árið 1995. 
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Rannsóknin á þróun stærðfræðikennslu kennara gengur undir heitinu Cognitively Guided 

Instruction (CGI) og hefur það verið þýtt á íslensku sem Stærðfræðikennsla byggð á skiln-

ingi barna (SKSB). Eins og heitið ber með sér er hugmyndafræðin að baki rannsóknanna 

sú að kennarar þurfi að greina hver skilningur nemenda þeirra er og nýta sér þá þekkingu 

til að byggja á við kennslu sína (Jónína Vala Kristinsdóttir, 2006).  

Í ljós kom að þeir kennarar sem lögðu sig fram við að nýta sér þá þekkingu sem þeir 

höfðu aflað sér um hugsun barna breyttu kennslu sinni þegar þeir sáu hvernig þessi þekk-

ing nýttist þeim til að skilja hugsun nemenda sinna og þróun skilnings þeirra á tölum og 

reikniaðgerðum. En breytingar gerast skref fyrir skref og jafnvel mánaðar langt námskeið 

var bara byrjunin á ferli þar sem stöðugt var þörf á stuðningi næstu árin. Eitt af því sem 

virtist vera kennurunum mikilvægt var að geta tekið þátt í umræðum um kennslu sína við 

aðra kennara sem einnig voru að glíma við hvernig þeir gætu notað þekkingu sína í 

kennslunni (Fennema o.fl., 1996).  

Við lok 20. aldar tóku nokkrir fræðimenn sem gert höfðu rannsóknir á stærðfræðinámi 

barna, í Bandaríkjunum og Suður-Afríku, saman viðmið um stærðfræðikennslu á grund-

velli niðurstaðna sinna (Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson, Wearne, Murray, Oliver og 

Human, 1997). Þeir settu fram viðmið um stærðfræðikennslu sem skilar árangri. Þeir telja 

mikilvægt að þau viðfangsefni sem lögð eru fyrir nemendur séu við hæfi þeirra og þess 

eðlis að nemandinn geti notað þá þekkingu sem hann hefur til að þróa aðferð til að leysa 

þau. Nemendur eiga að fá tækifæri til að hugsa um stærðfræði sem mikilvægt er að hafa 

vald á og að læra eitthvað sem hefur gildi fyrir þá. Hjálpargögn svo sem hlutir, frásagnir 

og skráning geta auðveldað skilning ef nemendur fá að nota þau til að leysa viðfangsefni. 

Hlutverk kennarans er að taka þátt í vinnu nemenda og skiptast á skoðunum við þá um 

verkefnin. Hann ber ábyrgð á að skapa menningu í skólastofunni sem hvetur til náms. Þar 

eru hugmyndir allra nemenda metnar að verðleikum og nemendur velja þær aðferðir sem 

þeir nota og deila þeim með öðrum. Mistök eru notuð til að læra af þeim á uppbyggjandi 

hátt, allir nemendur eiga að fá að leggja eitthvað til málanna og þeir eiga rétt á að skilja 

það sem þeir eru að fást við í stærðfræði.  

Bredcamp (2004) leggur líka áherslu á að tryggja þurfi jafnrétti til stærðfræðináms. Árang-

ur í stærðfræðinámi seinna meir byggir á þróun skilnings á yngri aldursstigum. Taka þarf 

tillit til mismunandi einstaklinga og félagslegs bakgrunns við skipulagningu stærðfræði-

náms. Þekking á því sem börn bera með sér þarf að vera leiðarljós við skipulagningu 

stærðfræðikennslu.  

Á Norðurlöndum hafa rannsóknir á stærðfræðinámi og kennslu gefið vísbendingar um 

svipaða þróun. Í skýrslu til danska menntamálaráðuneytisins sem gefin var út árið 2002 

skilgreina skýrsluhöfundar æskilega hæfni stærðfræðikennara (Kompetancer og mate-

matiklæring, 2002; Kristín Bjarnadóttir, 2003). Þar er lögð áhersla á að kennarar geti 

greint hvernig nám hvers nemanda fer fram, hvaða hæfni hann hefur tileinkað sér og 

hverjar framfarir hans eru. Þeir þurfa að geta unnið með öðrum samkennurum, foreldrum 

og öðrum sem koma að stærðfræðikennslu. Kennarar þurfa stöðugt að auka færni sína 

bæði í stærðfræði og kennslu greinarinnar, geta endurmetið kennslu sína og rætt hana 

við starfsfélaga. Þeir þurfa að hafa hæfni til stærðfræðilegrar hugsunar, þrautalausna, 

líkanagerðar, röksemdafærslu, fjölbreytni í framsetningu, meðferðar táknmáls, samskipta 

og hjálpartækja. Kennarar þurfa að hafa góðan skilning á hvers konar spurningar og svör 

eigi við í stærðfræðikennslu. Mikilvægt er að geta laðað fram slíka hæfni hjá nemendum 

sínum og hafa tilfinningu fyrir hvers konar svara er að vænta.  

Nýlegar íslenskar rannsóknir um stærðfræðikennslu gefa jákvæðar vísbendingar um fag-

lega þróun við stærðfræðikennslu. Rannsókn Guðrúnar Angantýsdóttur (2010) bendir til 

að markvisst samstarf kennara um aðferðir við stærðfræðikennslu geti leitt til faglegrar 
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þróunar sem hefur jákvæð áhrif á kennslu þeirra. Kennararnir unnu að starfendarannsókn 

um stærðfræðikennslu undir faglegri leiðsögn eins af höfundum nýs námsefnis í stærð-

fræði. Í rannsókn Katrínar Friðriksdóttur (2010) og Jónínu Völu Kristinsdóttur (2006) 

kemur fram að viðhorf kennara og reynsla þeirra af eigin stærðfræðinámi og -kennslu 

hefur áhrif á kennslu þeirra. Með því að afla sér nýrrar þekkingar á námi og kennslu og 

ígrunda markvisst eigin kennslu og það nám sem fer fram innan skólastofunnar í ljósi 

þekkingar sinnar styrkir kennarinn sig í starfi.  

Rannsóknarferlið 
Markmiðið með rannsókninni var að lýsa þróunarstarfi kennara um stærðfræðikennslu í 

einum grunnskóla og greina þá þætti sem áhrif hafa haft á hvernig hún hefur þróast. 

Leitast var við að svara spurningum um hvernig þekking kennaranna á námi barna og 

kennsluháttum í stærðfræði endurspeglast í kennslu þeirra og hvernig þeir skynja að 

fagleg umræða hafi haft áhrif á kennslu þeirra og faglega þróun. 

Viðtöl voru tekin við alla kennarana, fylgst með kennslustundum þeirra í stærðfræði og 

gögnum safnað frá nemendum. Viðtöl við kennarana og vettvangsathuganir frá fyrri árum 

ásamt úrlausnum nemenda og viðtali við skólastjóra voru nýtt við túlkun niðurstaðna.   

Áður en lokaáfangi rannsóknarinnar hófst voru vettvangsnótur frá fyrri árum greindar og 

nýttar sem stuðningur við viðtölin. Viðmælendur voru hvattir til að  segja frá eigin við-

horfum og reynslu og skýra frásögn sína nánar meðal annars með því að vísa til þess 

sem fram kom í fyrri vettvangsrannsóknum og viðtölum.  

Tilgangur viðtalanna var að afla upplýsinga um viðhorf kennaranna til kennslu sinnar og 

samstarfs við samkennarana. Þeir voru hvattir til að segja frá kennslu sinni og námi barn-

anna, samstarfinu og því hvernig það nýttist  þeim  við að þróa stærðfræðikennsluna og 

greiningu á námi einstakra nemenda. Til að tryggja að rödd kennaranna fengi að heyrast 

var þekking kennaranna sem birtist í frásögninni  notuð sem leiðarljós við túlkun gagn-

anna. Frásagnir þeirra og skýringar á viðhorfum þeirra og hugmyndum um hvernig sam-

starfið þróaðist voru því greindar, túlkaðar  og flokkaðar (Kvale, 1996).  

Við vettvangsathuganir í kennslustofunum tók ég þátt í kennslustundinni með því að ræða 

við nemendur um það sem þeir voru að gera og varð þannig í hlutverki kennara í kennslu-

stundunum (Bogdan og Biklen, 1992). Þegar kennarinn stýrði umræðum fylgdist ég með 

viðbrögðum nemenda og leitaðist við að afla gagna sem hjálpuðu mér við að greina 

hvernig kennsla kennaranna hafði áhrif á það nám sem átti sér stað í skólastofunni. 

Frásagnir kennaranna í viðtölunum og meginþemu sem þar komu fram hjálpuðu mér við 

að skipuleggja athugunina og beina sjónum að þáttum sem mikilvægt var að fá upplýs-

ingar um (Spradley, 1980).  

Við rannsókarferlið hafði ég í huga að við menntarannsóknir er mikilvægt að taka tillit til 

þeirrar þróunar sem á sér stað á vettvangi. Rannsóknaraðferðir verða að mynda tengsl 

við það náms- og kennsluferli sem mótast hefur af menningu og aðstæðum innan þeirra 

stofnana þar sem rannsóknin fer fram (Artigue, 2009). Við rannsóknir á skólastarfi hefur 

áherslan undanfarin ár færst frá því að skoða tengsl milli kennslu og árangurs af skóla-

starfi yfir í að greina það ferli sem á sér stað í kennslustofunni. Kennarar eru í meira mæli 

þátttakendur í rannsóknum á skólastarfi í dag en þeir voru á síðari hluta 20. aldar þegar 

algengara var að rannsakendur kæmu utan frá og túlkuðu það sem þeir sáu (Dawson, 

1999; Sfard 2005).  

Rannsóknir undanfarinna áratuga á kennaramenntun gefa viðamiklar upplýsingar um 

leiðir við þróunarstarf í skólum. Samt sem áður höfum við ekki fundið leiðir til að mennta 

kennara sem tryggja að þeir ráði við það flókna ferli að þróast sem stærðfræðikennarar 
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(Wood & Berry, 2003). Í nýjasta hefti tímaritsins Journal of Mathematics Teacher Edu-

cation var sérstök umfjöllun um þróun stærðfræðikennara og stærðfræðimenntunarkenn-

ara þar sem fræðilegum gleraugum er beitt til að greina þróun undanfarinna áratuga. Þar 

leggja ritstjórarnir áherslu á mikilvægi þess að skoða stærðfræðinám og -kennslu og 

þróun kennara í starfi frá ólíkum sjónarhornum og að afla reynslu sem víðast að úr heim-

inum (Brown og Coles 2010). Þær upplýsingar sem aflað hefur verið með þessari rann-

sókn bæta við þann þekkingarbrunn og geta vonandi nýst þeim sem standa að menntun 

stærðfræðikennara.  

Niðurstöður 
Við greiningu á gögnunum kom fljótlega í ljós að fjögur meginþemu voru ríkjandi í viðtöl-

unum og birtust einnig í vettvangsathugunum. Það sem virtist efst í huga kennara og kom 

víða fram í viðtölunum var áhersla þeirra á nám barnanna og hvernig þeir nýttu sér þekk-

ingu sína á á stærðfræðinámi og -kennslu í starfi sínu. Þá voru kennsluaðferðirnar þeim 

hugleiknar enda voru þeir að þróa nýjar leiðir í kennslu og þannig feta nýjar slóðir í starfi 

sínu. Fagleg umræða þeirra var rauður þráður í öllum viðtölunum og hafði hún að mati 

þeirra mótandi áhrif á hvernig kennsla þeirra þróaðist og skilning þeirra á því námi sem 

fram fór í skólastofum þeirra. Þá voru viðhorf foreldra og samstarf við þá þeim ofarlega í 

huga og kom fram í viðtölunum hve mikilvægt er að kynna vel fyrir foreldrum hvernig 

kennsla fer fram og hvernig börn þeirra læra stærðfræði. Hér verður gerð grein fyrir 

hvernig þessir þættir endurspegluðust í viðtölum og vettvangsathugunum.  

Þekking kennaranna á stærðfræðinámi barna  

nýtist við greiningu á námi nemenda þeirra 
Í upphafi samstarfsins kenndu allir kennararnir börnum í fyrsta bekk. Þær Björk og Íris 

sem höfðu sótt námskeiðið, um stærðfræðikennslu byggða á skilningi barna, voru mjög 

áhugasamar um að reyna í kennslu það sem þær höfðu kynnst þar. Þær spurðu börnin 

spurninga í tengslum við starfið í skólanum sem hvöttu þau til stærðfræðilegrar hugsunar. 

Margar þrautir urðu til í tengslum við kaup barnanna á mjólk í skólanum og mjólkurmiðum 

sem þurfti að afhenda til að fá hana. Þegar þær sömdu þrautir um mjólkurmiðana byggðu 

þær á því sem þær höfðu kynnst á námskeiðinu um hvernig kennarinn getur stutt við 

þróun skilnings barna við reikning með því að leggja fyrir þrautir sem hvetja börnin til að 

beita stærðfræðilegri hugsun.  

Á samstarfsfundum kennaranna í árganginum sögðu þær Íris og Björk svo frá því hvernig 

börnin brugðust við þeim þrautum sem þær lögðu fyrir og hvernig þær sáu börnin þrosk-

ast í glímunni við stærðfræðina. Samkennarar þeirra smituðust af áhuga þeirra og fóru að 

leggja svipaðar þrautir fyrir nemendur sína. Smám saman varð áhuginn svo mikill að 

kennararnir ræddu saman um lausnaleiðir barnanna í öllum lausum stundum. Þar leiddu 

Íris og Björk umræðuna og studdu hinar með því að segja þeim frá reynslu sinni og kynna 

fyrir þeim það sem þær lærðu á námskeiðinu. 

Ég var kannski búin að spá meira í, horfa á lausnaleiðirnar og sökkva mér ofan 

í stigin sem þau fara í gegnum. Ég var líka farin að kynna þetta á námskeiðum 

í skólanum. .... Ég sá hvernig þetta gerðist eins hjá mínum nemendum, þessi 

yfirfærsla af hlutbundnu stigi yfir í að skrá þetta skref fyrir skref og svo hélt 

þróunin áfram (Björk). 

Umræða um hæfni nemenda til að byggja upp eigin þekkingu var meginþráðurinn í 

umræðum þeirra. Þegar börnin eltust tókust kennararnir á um það hvort kenna ætti 

ákveðnar aðferðir, hefðbundin reiknirit, við útreikninga eða treysta því að börnin gætu 

þróað sínar eigin leiðir við útreikninga.  
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Það komu tímar sem við höfðum áhyggjur af því hvort við værum á réttri leið. 

Það var frádrátturinn og  deilingin. Þá fundum við hve mikilvægur stuðningur 

hinna var (Íris). 

Þegar náið samstarf þeirra fjögurra var ekki lengur til staðar fundu þær Sara og Tinna fyrir 

því að þær söknuðu umræðunnar við Björk og Írisi um nám barnanna.  

Ég finn að ég nota ekki eins mikið þessa nálgun, ég eyði of litlum tíma í að láta 

þau útskýra fyrir hinum. Það var allt annað umhverfi áður, það var bara komið í 

svo góðan farveg einhvern veginn að það varð svo mikil umræða í bekknum. 

Það hefur ekki náðst hérna (Sara).  

Ég naut svo góðs af því í stærðfræðikennslunni að vera í þessum hópi sem 

alltaf tók á því hvernig maður myndi leggja fyrir og hvernig þau unnu úr. Mig 

vantar það núna. Mér fannst ég skynja miklu betur hvar þau voru stödd, það 

var svo miklu stærðfræðilegri þankagangur ríkajandi, þegar við vorum alltaf að 

skoða saman (allur bekkurinn) eitthvert tiltekið verkefni (Tinna).  

Björk sagði endurtekið frá því að hún hefði aldrei verið á því að gefast upp fyrir því að 

treysta á að nemendur hennar gætu þróað eigin leiðir við reikning. Hinar voru ekki alltaf 

eins öruggar sérstaklega þegar kom að frádrætti, margföldun og deilingu.  

Þegar ég heimsótti Björk í kennslustund voru nemendur hennar í 7. bekk að byrja á verk-

efni sem er í námsefninu þeirra. Verkefnið fólst í að gera tillögur að fiskabúrum í þremur 

mismunandi stærðum, 20, 30 og 60 lítra og koma með þrjár tillögur að lögun fyrir hverja 

stærð.  

Björk byrjaði á að vísa til rannsókna þeirra á á rúmmáli í síðustu viku og spurði 

nemendur um hvað þeir vissu um rúmmmál. Einn nemandi sagði að ef við 

vissum hvað hliðarnar væru langar þá gætum við fundið rúmmálið og annar 

sagði að ef við þekktum rúmmálið þá gætum við fundið hliðarnar. Björk spurði 

þá hvort þeir væru að vísa til réttstrendinga eins og þeir voru að skoða um 

daginn, lyfti upp kassa sem lá á kennaraborðinu, bað um hjálp við að rifja upp 

hvernig hægt væri að finna rúmmálið og skráði tillögur nemenda á töfluna.  

Hún bað börnin að fletta upp í vinnubókum sínum og skoða það sem þau höfðu skrifað 

hjá sér við rannsóknir sínar á safapökkum. Ein stelpan rifjaði upp að þau hefðu fundið út 

að einn lítri tæki 1000 cm
3
 og strákur bætti við að ¼ lítri væri 250 ml en pappafernan  

væri bara 240 cm
3
. Björk spurði hvort þau myndu öll eftir þessu og hvernig gæti staðið á 

þessu. Önnur stelpa sagði að það væri vegna þess að pakkningin tútnaði út þegar vökv-

inn er kominn í hana og því þurfi hún að vera aðeins minni.  

Viðhorf Bjarkar til nemenda koma skýrt í ljós í kennslu hennar þar sem hún vísar til fyrri 

reynslu nemenda og kallar eftir hugmyndum þeirra og þekkingu sem nýtist þeim við lausn 

verkefnisins en gefur engin fyrirmæli um hvernig eigi að leysa það. Hún sagðist vita að þó 

svo að nemendur hennar hefðu rannsakað rúmmál á ólíka vegu þá hefðu sumir þeirra 

ennþá aðeins óljósa hugmynd um hvernig finna má rúmmál hluta og líka hve mikið rými 

þyrfti fyrir gefið magn af vökva. Hún taldi mikilvægt að þeir nemendur sem ekki hefðu náð 

þessum skilningi fengju að rannsaka hluti og hvatti þá til að mæla pappakassa áður en 

þeir byrjuðu á verkefninu. Hún gaf líka þeim sem öðlast höfðu þennan skilning tækifæri til 

að útskýra hann fyrir bekkjarfélögum sínum. 
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Þróun nýrra kennsluhátta 
Sérkennari skólans var áður í nánu samstarfi við kennarana og kom oft inn sem fimmti 

kennarinn og var þá árgangnum skipt í fimm hópa. Bekkirnir voru allir á sama svæði í 

skólanum og  því auðvelt að skipuleggja samstarf milli þeirra. Gerðar voru tilraunir með 

ólíkar hópskiptingar svo sem tilviljunarkennt, eftir kyni eða námsgetu.  

Við blönduðum nemendum stundum á milli bekkja og skiptum í mismunandi 

hópa. Við kynntumst þá öllum nemendum í árganginum og þeir lærðu að vinna 

með okkur og öllum hinum nemendunum í árganginum (Sara). 

Þegar ég heimsótti Söru í 6. bekkinn hennar voru nemendur að leysa verkefni um þríhyrn-

inga í námsefninu.  

Nemendur unnu saman í hópum og teiknuðu þríhyrningana á stórt blað. Sara 

gekk á milli og ræddi við einstaka nemendur og hópa. Hún bað börnin nokkrum 

sinnum um að staldra við og ræða saman um vandamál sem hún sá að 

einstakir nemendur stóðu frammi fyrir. Það sköpuðust líflegar umræður um 

rannsóknir þeirra og nemendur voru duglegir að styðja þá sem höfðu lent í 

vanda. Í lok kennslustundarinnar sagði Sara að í næsta tíma myndu allir kynna 

niðurstöður sínar.  

Tveir nemendur tóku ekki þátt  í þessari kennslustund og voru hjá sérkennara. Sara taldi 

að þeir myndu ekki hafa getað tekið þátt í þessari vinnu. Tveir aðrir nemendur sem venju-

lega fylgja ekki sama námsefni og hinir tóku þátt í vinnunni og gekk örðum þeirra vel en 

hinn dró sig fjótt út úr vinnunni og dró fram eigið námsefni. 

Þegar kennslukonurnar unnu ekki lengur saman allar fjórar söknuðu þær samstarfsins og 

sameiginlegrar ígrundunar um kennslu sína.  

Það sem ég sakna mest og ég veit að við söknum allar er að við vorum búnar 

að mynda svo mikið samfélag í kringum stærðfræðina, faglega umræðu og það 

næst ekki á sama hátt með nýjum samstarfsaðlium. Við tölum saman og skipu-

leggjum vinnuna eða það er meira um skipulag kennslunnar (Sara). 

Við þróumst ekki sem kennarar á sama hátt og áður. Við erum alltaf að útskýra 

fyrir nýjum samstarfsaðilum. Þeir spyrja okkur stöðugt hvernig eigi að kenna og 

hvers vegna við kennum eins og við gerum. Við erum alltaf að útskýra það 

sama aftur og aftur (Íris).  

Þegar ég kom í heimsókn til Írisar voru nemendur hennar að kynna niðurstöður rann-

sókna sinna um fiskabúrin sem nemendur Bjarkar voru að byrja á viku fyrr.  

Hóparnir kynntu niðurstöður sínar upp við töflu. Þeir höfðu teiknað líkan af 

fiskabúrunum á blað af A3 stærð og útskýrðu svo útreikninga sína með því að 

skrifa á töfluna og teikna búrin í réttri stærð. Ég tók fljótt eftir að einn nemand-

inn bað oft um nánari útskýringar og spurði í hvaða hlutföllum myndirnar væru 

teiknaðar. Þegar kom að hópnum hans að kynna lausnir sínar sýndi félagi hans 

teikningar þeirra og sagði frá verkaskiptingu og vinnubrögðum og að þeir hefðu 

byrjað á 20 lítra búrinu. Sá spuruli útskýrði svo útreikninga þeirra og sagði að 

þeir hefðu byrjað á að finna allar tölur sem gengju upp í 20 þúsund því það 

hjálpaði þeim við að finna allar mögulegar gerðir af búrum. Margar hendur 

komu nú á loft og báðu nemendur hann að útskýra þetta nánar. Hann sagðist 

þá hafa þáttað töluna 20.000 og niðurstaðan var 25•54. Bekkjarfélagarnir 

sögðust ekki skilja útskýringar hans. Íris bauðst þá til að vera ritarinn hans og 
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bað hann um að útskýra hvert skref nákvæmlega. Hún teiknaði þáttatré á 

töfluna eftir fyrirmælum hans  og hinir nemendurinr gátu nú fylgst með hugsun 

hans. Margir þeirra lýstu hrifningu sinni á þessari aðferð og sögðu að þetta 

hefði þeim ekki dottið í hug. Íris sagði þeim að það væri kafli í bókinni þeirra um 

þáttun og margir sögðust hlakka til að læra meira um hana.  

Þegar ég spurði Írisi um þennan dreng sagði hún að stærðfæðileg hugsun hans væri mun 

þróaðri en hinna barnanna en hann ætti erfitt með samskipti við aðra. Hún taldi að hinir 

nemendurnir gætu lært margt af honum um stærðfræði og að hann græddi mikið á því að 

þurfa að eiga samskipti við þá. Hann nyti sín best þegar hann gæti rætt um stærðfræði.  

Samstarf við foreldra var mikilvægur þáttur 

í faglegri þróun kennaranna 
Samskipti við foreldra voru kennurunum ofarlega í huga. Það kom oft fram að sumir for-

eldrar höfðu efasemdir um vinnubrögð þeirra. Allt frá upphafi samstarfsins lögðu kennar-

arnir áherslu á að kynna vinnubröð sín fyrir foreldrum því þeir vissu að þeir voru að þróa 

kennsluhætti sem voru mörgum foreldrum ókunnugir. Það kom í hlut Bjarkar og Írisar að 

leiða umræðuna á foreldrafundum. Þær útskýrðu nákvæmlega hvernig börnin leystu 

þrautir og sýndu foreldrum vinnu barnanna.  

Ég lenti í erfiðleikum með einn föður sem var alfarið á móti þessu, hann var 

verkfræðingur og vissi nú hvernig ætti að gera þetta. Á fundinum rétti hann svo 

upp hönd og mér leist ekki á blikuna. En þá hafði honum snúist hugur og var 

algjörlega sammála því sem við vorum að gera, bara eftir einn vetur. Hann lýsti 

því hvernig honum leið árið áður og síðan hafi hann farið að fylgjast betur með 

stráknum sínum og séð á honum hvað þetta var sem ég var að tala um og 

hvernig hann þroskaðist áfram og hvað hann réði við. Hann vissi greinilega 

hvað hann væri að gera og gæti útskýrt það. Svo voru þarna foreldrar sem 

voru að kynna sér námstækni og sögðu að við værum langt á undan öðrum 

kennurum í að þróa kennsluna okkar. Það væri þess vegna sem við fengjum 

þessa gagnrýni.  

Tinnu fannst erfitt að umbera gagnrýni foreldra og þær kröfur sem þeir gerðu til skólans. 

Þegar hún tók við nýja nemendahópnum sínum voru krakkarnir vanir að fara á eigin 

hraða í námsefninu. Þegar Tinna ætlaði að vinna sömu verkefni með öllum nemenda-

hópnum fékk hún kvartanir frá foreldrum.  

Mér fannst að þessi tíu ár sem við unnum saman þá tókst okkur að halda utan 

um heilan bekk. Okkur tókst að fá alla til að vinna við sömu verkefni, ræða 

saman og hlusta á hver annan. Maður upplifði ekki að maður væri að halda 

neitt aftur af duglegukrökkunum því þeir fengu kannski að leiða umræðuna og 

fengu líka viðbótarverkefni eða þyngri tölur, maður hafði ýmis úrræði. En mér 

finnst að eftir að þessu tímabili lauk þá hafi maður misst svolítið tökin (Tinna). 

Þegar ég heimsótti Tinnu í kennslustund í 6. bekk voru nemendur hennar að reikna 

brotadæmi.  

Nemendur unnu hver fyrir sig en ræddu stundum við þá sem sátu við sama 

borð. Það voru allir að vinna verkefni í sama kafla í námsbókinni en þó á 

mismunandi stöðum. Tinna gekk um stofuna og ræddi við nemendur. Einn 

nemandi kvartaði yfir að sessunautur hans hermdi eftir því sem hann væri að 

gera og Tinna settist hjá þeim og leiðbeindi þeim um hvernig þeir gætu hjálpast 

að við námið. Hún bað nemendur nokkrum sinnum um að segja bekkjarfélög-

um sínum frá vandamálum sem þeir voru að glíma við. Þar sem þeir voru að 
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leysa mismunandi verkefni voru vandamál þeirra af ólíkum toga en Tinna benti 

þeim á hvað þeir gætu lært af vandamálum annarra.  

Í samtali við Tinnu eftir kennslustundina kom fram að hún hafi áttað sig á því að þar sem 

nemendur voru allir að vinna að svipuðum verkefnum þá hefði hún getað skipulagt 

kennslustundina öðru vísi. Ef allir hefðu verið að vinna að sama verkefni hefðu umræð-

urnar verið gagnlegri og nemendur hefðu getað lært meira hver af öðrum. Það var það 

sem hún var vön að gera þegar hún var í nánu samstarfi við hina kennarana. Hún fann 

fyrir svo miklum þrýstingi frá foreldrum um að nemendur fengju að leysa verkefnin í náms-

efninu hver á sínum hraða að það væri svo sjaldan hægt að hafa sameiginlegar umræður 

í bekknum. Hún var ekki sátt við vinnubrögð sín og sagði frá tveimur kennslustundum þar 

sem hún hafði náð sameiginlegri umræðu um stærðfræði sem spratt af áhugamálum 

nemenda og hún óskaði að að hún hefði fleiri tækifæri til slíkrar umræðu.  

Fagleg umræða og samstarf hafði mótandi áhrif  

á starf kennaranna 

Kennararnir lögðu allir áherslu á að samstarf þeirra og fagleg umræða hefði styrkt þær í 

kennslunni.  

Samræðurnar voru uppbyggilegar. Við höfðum ólíkan bakgrunn og ólíkar 

skoðanir en okkur tókst alltaf að vinna þétt saman. Við tókum allar þátt í 

samræðunni en vorum samt ekki alltaf sammála (Sara). 

Við ræddum allt, hvernig við unnum með einstaka nemendum og hvernig þeir 

unnu, hvað þeir gerðu og hvernig þeir hugsuðu. Við vorum miklu meðvitaðri um 

hugsun þeirra en áður. Ég græddi mikið á umræðunni um stærðfræðikennslu í 

þessum hópi. Við ræddum alltaf um skoðanir okkar. Umræðurnar um stærð-

fræðikennsluna höfðu áhrif á móðurmálskennslu mína (Tinna). 

Sara og Tinna söknuðu báðar faglegu umræðunnar við Björk og Írisi. Þeim fannst núna 

erfitt að vinna með öllum nemendum að sömu stærðfræðiverkefnum og sumir nemendur 

þeirra voru alltaf hjá sérkennara í stærðfræðitímum og fylgdust því ekki með því sem 

bekkjarfélagarnir gerðu. Báðar óskuðu þess að þær gætu unnið á sama hátt og fyrr með 

öllum nemendum en fundu fyrir miklum þrýstingi frá foreldrum sem fannst þær vera að 

halda aftur af börnum þeirra ef þau fengju ekki að vinna verkefnin í námsefninu á eigin 

hraða.  

Við ræddum hvernig gekk hjá okkur, hvað skeði skemmtilegt og hvernig 

nemendur leystu verkefnin á mismunandi hátt. Við vorum alltaf að ræða 

stærðfræði á fundum okkar (Björk). 

Ég held að við höfum grætt svo mikið á samstarfinu því við ræddum alltaf 

saman þó svo að við værum ekki alltaf sammála og samstíga í því sem við 

vorum að gera. Kannski hafði einhver rekist á sama vandamál og við græddum 

á að ræða það (Íris). 

Íris og Björk voru báðar ánægðar með kennslu sína og samstarf hvor við aðra en sökn-

uðu samvinnunnar við Söru og Tinnu. Þær telja mikilvægt að allir nemendur fái að taka 

þátt í stærðfræðikennslustundum að og þeim takist vel að láta alla nemendur njóta sín á 

eigin forsendum. Þær telja mikilvægt að eiga gott samstarf við foreldra og hafa lagt sig 

eftir að styrkja það.  

Samstarf kennaranna hafði áhrif á starf margra annara kennara í skólanum sem líka hafa 

endurskoðað kennsluhætti sína í stærðfræði. Íris og Björk aðstoðuðu aðra kennara við 
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kennslu sína og héldu námskeið fyrir kennara um stærðfræðinám barna. Sumir kennar-

anna voru gagnrýnir á kennsluhætti þeirra og þær fengu oft meinlegar athugasemdir um 

vinnbrögð sín. Þær töldu að þetta hafi stafað af því að margir kennar öfunduðu þær af að 

ná að vinna svona náið saman og að það hefði oft verið reynt að stía þeim í sundur í stað 

þess að styrkja þær í samstarfinu. Nemendur þeirra stóðu sig alltaf vel á samræmdum 

könnunarprófum og voru einkunnir þeirra langt yfir landsmeðaltali. Skólastjórnendur 

fögnuðu þessu og fundu þær þá fyrir að sumum samkennurum fannst þeim hampað of 

mikið.  

Umræða 
Í niðurstöðunum kemur fram að áralangt samstarf kennaranna hefur haft mótandi áhrif á 

kennslu þeirra. Kveikjan að strafsþróun þeirra var að tvær þeirra sóttu námskeið sem 

hafði áhrif á viðhorf þeirra og hvatti þær til að gefa námi nemenda og þróun stærðfræði-

legrar hugsunar þeirra meiri gaum en áður. Kennslukonurnar sýndu að þær gera sér góða 

grein fyrir að nemendur þeirra læra á ólíkan hátt og að þeir geta verið að læra ólíka hluti 

þótt þeir séu að leysa sama verkefnið. Þær hvöttu nemendur sína stöðugt til að rannsaka 

hluti til að skilja viðfangsefnið betur og brugðust við sterkum og veikum hliðum nemenda 

með því að hvetja þá til að skýra hver fyrir öðrum og leyfa þeim að njóta sín á eigin for-

sendum. Þær lögðu því áherslu á hugtakaskilning og sveigjanleg vinnubrögð.  

Í vettvangsathugunum kom í ljós að umræða þeirra og ígrundun um kennsluna og nám 

nemenda þeirra hefur gert þær að góðum fagmönnum sem skapa það umhverfi í skóla-

stofu sem hvetur til náms sem Hiebert o.fl (1997) leggja áherslu á. Í niðurstöðum rann-

sókna á starfi kennara sem tóku þátt í námskeiðum um stærðfræðikennslu byggða á 

skilningi barna, líkt og þær Björk og Íris, kemur fram að ein af meginleiðunum til að bæta 

stærðfræðikennslu er að hjálpa kennurum að skilja stærðfræðilega hugsun nemenda 

sinna. Það er líka ljóst að þessi þekking er ekki óumbreytanleg og hún lærist ekki ein-

göngu á námskeiðum utan kennslustofunnar. Hún er breytingum háð og stöðugt vaxandi 

og hana er sennilega eingöngu hægt að öðlast í tengslum við að kenna stærðfræði 

(Fennema o.fl. 1996). Þessi lýsing á vel við þær Írisi og Björk eins og fleiri kennara sem 

þátt tóku í námskeiðinu.  

Til að geta átt faglega umræðu um kennslu þarf að hafa þekkingu á námi og kennslu og 

þar liggur styrkur kennaranna. Það kom í ljós að þegar Sara og Tinna höfðu ekki lengur 

stuðning af samstarfinu við Björk og Írisi sem höfðu aflað sér sérstakrar þekkingar um 

stærðfræðinám barna þá fundu þær til vanmáttar síns sérstaklega hvað varðaði það að 

gefa öllum nemendum sínum tækifæri til að vinna saman við stærðfræðinámið hver á 

sínum forsendum. Þær fundu líka til vanmáttar síns við að rökstyðja vinnubrögð sín bæði 

fyrir samkennurm sínum og foreldrum. Þær Björk og Íris sýndu að þær unnu markvisst að 

því að hjálpa öllum nemendum til að læra á eigin forsendum og nýttu sér faglega 

þekkingu til að styðja þá við námið. 

Moore (2005) bendir á að yfirfærsla fræðilegrar þekkingar kennarans gerist ekki af sjálfu 

sér. Hún leggur áherslu á að til þess að kennarar verði færir um að kenna öllum nemend-

um sínum stærðfræði til skilnings þurfi þeir að þróa þekkingu sína á námi barna. Þeir 

þurfa líka að öðlast reynslu af að glíma við stærðfræði í sams konar umhverfi og þeim er 

ætlað að skapa í kennslustofu sinni.  Þær Björk og Íris hafa lagt sig eftir að sækja nám-

skeið og ráðstefnur þar sem þær hafa fengið tækifæri til þess og það hefur greinilega 

styrkt þær við kennsluna. Þær hafa líka kennt öðrum kennurum utan skólans og innan og 

Björk skrifaði grein um samstarf þeirra í tímarit stærðfræðikennara (Kristjana Skúladóttir, 

2009). Þau vinnubrögð sem þær þróuðu voru um margt ólík viðteknum venjum í skólum 

landsins þegar þær hófu þróunarstarf sitt. Það er mikilvægt að kynna það sem vel er gert 

í skólum og frumkvæði þeirra kennara sem hér hefur verið sagt frá getur vonnadi orðið 
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öðrum kennurum hvatning til að taka höndum saman um að rannsaka kennsluhætti sína 

og styrkja sig sem stærðfræðikennarar. 
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